Algèbre linéaire

Espace vectoriel

1. Démontrer que, dans l’espace vectoriel M2(R), les vecteurs
A1 = 
[image: image1.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

0

3

1

2

, B1 = 
[image: image2.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

0

1

2

1

 d’une part, et les vecteurs
A2 = 
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 d’autre part, engendrent le même sous-espace vectoriel.


2. Soit a un réel et soient x = (1, 1, a), y = (1, a, 1) et z = (a, 1, 1) trois vecteurs de R3. Déterminer la dimension de l’espace vectoriel engendré par {x, y, z}.

3. Montrer que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel est un sous-espace vectoriel.


4. a) Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R4 et en donner une base :
F = { (x, y, z, t) ( R4 / 2x + y = 0 }
G = { (x, y, z, t) ( R4 / x + 2y + 3z + t = 0 }
 

H = { (x, y, z, t) (R4 / t = -x + 3z }

b) Déterminer F ( G, en donner une base.

c) Déterminer G ( H ; quelle est sa dimension ?


5. Soient E un espace vectoriel de dimension 4 et E1, E2 deux sous-espaces de E de dimension 3 tels que E1 ( E2. Déterminer la dimension de E1 ( E2 :

a) Majorer la dimension de E1 ( E2.

b) Montrer que, si on suppose dim(E1 ( E2 ) = 1, alors on peut trouver des vecteurs i, a1, b1, a2, b2 tels que (i ,a1, b1) est une base de E1, (i ,a2, b2) est une base de E2,
et que la famille (i, a1, b1, a2, b2 ) est alors libre.

c) Montrer de façon analogue que dim(E1 ( E2 ) ( 0.

d) Conclure.


6. Montrer que { (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0) } est une base de R3.


7. Montrer que 
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 est une base de l’ensemble M2(R) des matrices carrées d’ordre 2.
Quelles sont dans cette base les coordonnées de 
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8. Montrer que la famille { X3, X2(X – 1), X(X – 1)2, (X – 1)3 } est une base 
de R3(X) = { polynômes de degré 
[image: image7.wmf]£

 3 }.

Applications linéaires

1. Soit D : C((R) ( C((R) tel que D( f ) = f '.

a) Vérifier que D est un endomorphisme de C( (R).

b) D est–il injectif ? surjectif ?

c) Soit E = Vect( sin, cos). Vérifier que E est stable par D.

2.
Soit f  l’endomorphisme de R3 défini par 
f( 
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 ) = (–1, 1, 1),
  






f( 
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 ) = (1, –1, 1)
 






f( 
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 ) = (1, 1, –1)

où { 
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, 
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 } est la base canonique de R3, notée B.

a) Pour  
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 ( R3, de coordonnées 
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 dans B, déterminer les coordonnées 
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  f( 
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 ) dans B.

b) Pour  
[image: image18.wmf]u

r

 ( R3, étudier l’existence de 
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 ( R3 tel que f( 
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 ) = 
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. En déduire que f est bijective ; préciser f –1 et vérifier que f –1 est un endomorphisme de R3.

3.
Soit 
u :
M3(R) ( M3(R)
 


M
 ( M – 
[image: image22.wmf]M

t


a) Vérifier que u est un endomorphisme de M3(R).

b) Que dire de u(M) si M est une matrice symétrique ?

c) Etablir que ( M ( M3(R), u(M) est une matrice antisymétrique.

d) Justifier que l’ensemble S3 des matrices symétriques d’ordre 3 et l’ensemble A3 des matrices antisymétriques d’ordre 3 sont des espaces vectoriels.

e) Montrer que A3  est stable par u et que la restriction de u à A3  est une homothétie.

f) A l’aide de l’endomorphisme v de M3(R) qui à M ( M3(R) associe M + 
[image: image23.wmf]M

t

, montrer que toute matrice carrée d’ordre 3 se décompose de façon unique en somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

Matrice d’une application linéaire

1.
Soit
(  : R3[x] ( R4[x]



P  ( AP' – A'P où A(x) = x2 + x
Montrer que ( est linéaire.
Déterminer la matrice de ( dans les bases canoniques de R3[x] et R4[x].
Déterminer le noyau de (.

2. Soient dans R3 les vecteurs :
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(0, 1, 1) ; 
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 = (2, 0, –1) ; 
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 = (2, 1, 1)

a) i) Montrer que {
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} est une base B de R3.

ii) Quelles sont dans cette base les coordonnées de 
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 = (4, 5, 1) ?

b) Soit f  ( L(R3) défini par
f(
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r

) = 
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f(
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f(
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   i) Quelle est la matrice de f dans B ?

   ii) On pose 
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Déterminer les coordonnées dans B de f(
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[image: image49.wmf]2

e

r

), f(
[image: image50.wmf]3

e

r

).

c) Calculer les coordonnées dans la base canonique ( de R3 des vecteurs 
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Quelle est la matrice de f dans la base canonique ?
Déterminer le noyau de f.

3. a) Soit E un espace vectoriel de base B = (
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) et f ( L (E) tel que 
MatrB(f ) = M = 
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b) On donne A = 
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et on considère ( : M2(R) ( M2(R)
 


X    ( AX – XA
Ecrire la matrice de ( dans la base canonique de M2(R).
Déterminer l’ensemble des matrices qui commutent avec A.

4. Soit A = .
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En considérant A comme la matrice d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E muni d’une base B, calculer A2, A3, An.


5. a) On considère l’application f de R3 dans R3 définie par :
 

f( x, y, z) = (3x – 2y, 2x – 4z, y – 3z)

i) Ecrire la matrice A de f relativement à la base canonique de R3.

ii) Calculer A2, A3 ; en déduire An pour n ( N*.

b) On considère l’application ( qui à tout polynôme P(X) de R2[X] associe le polynôme ((P)(X) = (3 +2X)P(X) – (2 + 3X + X2)P'(X)

i) Montrer que ( est linéaire.

ii) Déterminer les images par ( des polynômes 1, X, X2.

iii) En déduire que ( est un endomorphisme de R2[X] et en donner la matrice dans la base {1, X, X2}.

iv) Déterminer (n pour n entier impair.

6. B = {
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Soit f  ( L( R3) défini par :
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Quelle est la matrice de f dans la base B ? Montrer que f est bijective et déterminer la matrice de f–1 dans la base B.


7. Soit {
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} une base d’un espace vectoriel E et f ( L( R3) défini par :
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Exprimer 
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. En déduire que f est surjective , puis bijective.
Montrer, sans calculs, que la matrice M = 
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est inversible et déterminer M–1.


8. Soit f l’endomorphisme de R2 de matrice M dans la base canonique :
 
M = 
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a) Vérifier que 10f 2 – 7f – 3Id = 0

b) En déduire que f  ( GL(R2).

Réduction des endomorphismes

1. Soit E un espace vectoriel et u ( L (E) tel que
 

u3 – 3u2 + 2u = 0.
Montrer que Spec(u) ( {0, 1, 2}.

2. Soit f l’endomorphisme de R4  dont la matrice dans la base canonique est 
 
A = 
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a) Déterminer les valeurs propres et les sous–espaces propres de A. A est–elle diagonalisable ?

b) Montrer qu’il existe une base de R4  dans laquelle la matrice de f est
 

B = 
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3. Soient 
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 trois suites définies par leurs premiers termes respectifs 
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a) On considère la matrice A = 
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 et f l’endomorphisme associé dans la base canonique de R3  .

i) 
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 étant un paramètre réel, déterminer le noyau de f – 
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Id. Vérifier qu’il existe trois valeurs de 
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ii) Soit P la matrice carrée d’ordre 3 définie par :
– la première ligne de P est constituée de 1,
– pour j 
[image: image80.wmf]Î

{ 1, 2, 3} , le j–ème vecteur colonne de P est un vecteur du noyau de 

f – 
[image: image81.wmf]l

Id.
Montrer que P est une matrice inversible et calculer son inverse.

iii) Calculer P–1AP et en déduire la valeur de An.

b) Calculer 
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 en fonction de n et des valeurs initiales 
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4. On désigne par E l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à 2, muni de la base B = {1, X, X2}.
On considère l’application 
[image: image84.wmf]j

 qui à tout polynôme P de E associe 
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(P) = (X2 – 1)P' – (2X + 1)P.

a) Démontrer que 
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 est une application linéaire de E dans E.

b) Ecrire la matrice A de 
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 relativement à la base B .

c) Déterminer les valeurs propres de 
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. En déduire que 
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 est un isomorphisme.

d) Déterminer les sous–espaces propres de 
[image: image90.wmf]j

 et montrer que 
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 est diagonalisable.

e) Déterminer une base B' de E dans laquelle la matrice A' de 
[image: image92.wmf]j

 est diagonale. Ecrire la matrice de passage M de la base B à la base B' et la relation entre les matrices A, A' et M.

f)  i) Etablir la relation Ak = MAkM–1
ii) Déterminer 
[image: image93.wmf]j

k(1).

Diagonalisation des matrices carrées

1. Soit A = 
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. Déterminer A sachant que 
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 sont des vecteurs propres de A.

2. On considère deux réels a, b de l’intervalle ]0, 1[, et la matrice M = 
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a) Montrer qu’il existe une matrice carrée inversible P telle que P–1MP soit une matrice diagonale.

b) Calculer pour 
[image: image97.wmf]Î
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(*, des réels 
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 et 
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 pour que Mn = 
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c) Calculer M2 – ( a + b )M ; comment choisir a et b pour que M2 = M ?

d) On considère la suite (un) définie par la relation de récurrence
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et la condition initiale u0 = c, où c est un nombre réel strictement positif.
On considère en outre les suites (vn) et (wn) définies par les relations de récurrence
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et les conditions initiales v0 = c et w0 = 1.

i) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer un  à l’aide de vn et wn  .

ii) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer un  en fonction de n et de c.

iii) Montrer que la suite (un) converge et calculer sa limite.

3. Soit f l’endomorphisme de (3 dont la matrice dans la base canonique est 
 
M = 
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a) L’endomorphisme f est–il bijectif ?

b) Montrer que f est diagonalisable. 
Trouver une base de vecteurs propres et déterminer la matrice associée à f dans cette base.

c) On considère la matrice 
 

M '
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Montrer que M ' admet les mêmes valeurs propres que M.
Prouver qu’il existe une matrice inversible P telle que M ' = PMP–1, et expliciter une telle matrice.

4. Pour tout réel a non nul, on définit la matrice :
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i) Calculer (A + I)(2I – A).

ii) En déduire les valeurs propres éventuelles de A.
La matrice A est–elle diagonalisable ?

iii) A est–elle inversible ?


i) Expliciter une matrice P telle que P–1AP = D = 
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ii) Montrer que : une matrice X est solution de l’équation (1) X2 = A si et seulement si la matrice Y =P–1XP est solution de l’équation (2) Y2 = D.

iii) Soit U = 
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Calculer U2 et V2 ; en déduire 4 solutions de l’équation (1).
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