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Mode d'emploi de ce traité 
NOUVELLE ÉDITION 

1. Le traité prend les mathématiques à leur début, et donne des démonstrations 
complètes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance mathéma- 
tique particulière, mais seulement une certaine habitude du raisonnement mathéma- 
tique et un certain pouvoir d'abstraction. Néanmoins, le traité est destiné plus parti- 
culièrement à des lecteurs possédant au moins'une bonne connaissance des matières 
enseignées dans la première ou les deux premières années de l'université. 

2. Le mode d'exposition suivi est axiomatique et procède le plus souvent du 
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les chapitres 
se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé. L'utilité de cer- 
taines considérations n'apparaîtra donc au lecteur qu'à la lecture de chapitres 
ultérieurs, à moins qu'il ne possède déjà des connaissances assez étendues. 

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres actuelle- 
ment publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants : 

Théorie des Ensembles désigné par E 
Algèbre - A 
Topologie générale - TG 
Fonctions d'une variable réelle - FVR 
Espaces vectoriels topologiques - EVT 
Intégration - INT 
Algèbre commutative - AC 
Variétés différentielles et analytiques - VAR 
Groupes et algèbres de Lie - LIE 
Théories spectrales - TS 

Dans les six premiers Livres (pour l'ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé ne 
fait appel qu'aux définitions et résultats exposés précédemment dans le chapitre 
en cours ou dans les chapitres antérieurs dans l'ordre suivant : E ;  A, chapitres 1 



à III ; TG, chapitres 1 à III ; A, chapitres IV et suivants ; TG, chapitres IV et suivants ; 
FVR ; EVT ; INT. A partir du septième Livre, le lecteur trouvera éventuellement, 
au début de chaque Livre -ou chapitre, l'indication précise des autres Livres bu 
chapitres utilisés (les six premiers Livres étant toujours supposés connus). 

4. Cependant, quelques passages font exception aux règles précédentes. Ils sont 
placés entre deux astérisques : * . . . ,. Dans certains cas, il s'agit seulement de faci- 
liter la compréhension du texte par des exemples qui se réfèrent à des faits que le 
lecteur peut déjà connaître par ailleuk Parfois aussi, on utilise, non seulement 
les résultats supposés connus dans tout le chapitre en cours, mais des résultats 
démontrés ailleurs dans le traité. Ces passages seront employés librement dans les 
parties qui supposent connus les chapitres où ces passages sont insérés et les cha- 
pitres auxquels ces passages font appel. Le lecteur pourra, nous l'espérons, vérifier 
l'absence de tout cercle vicieux. 

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des fascicules 
de résultats. Ces fascicules contiennent l'essentiel des définitions et des résultats du 
Livre, mais aucune démonstration. 

6. L'armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions, les 
axiomes et les théorèmes de ce chapitre ; c'est là ce qu'il est principalement nécessaire 
de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins importants, ou qui peuvent 
être facilement retrouvés à partir des théorèmes, figurent sous le nom de a proposi- 
tions D, (( lemmes D, « corollaires D, « remarques D, etc. ; ceux qui peuvent être omis 
en première lecture sont imprimés en petits caractères. Sous le nom de (( scholie », 
on trouvera quelquefois un commentaire d'un théorème particulièrement important. 

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d'introduire certaines 
notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu'à l'intérieur d'un seul 
chapitre ou d'un seul paragraphe (par exemple, dans un chapitre où tous les anneaux 
considérés sont commutatifs, on peut convenir que le mot « anneau » signifie tou- 
jours « anneau commutatif D). De telles conventions sont explicitement mentionnées 
à la tête du chapitre ou du paragraphe dans lequel elles s'appliquent. 

7. Certains passages sont destinés à prémunir le lecteur contre des erreurs graves, 

où il risquerait de tomber ; ces passages sont signalés en marge par le signe 
(« tournant dangereux »). 
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8. Les exercices sont destinés, d'une part, à permettre au lecteur de vérifier qu'il a 
bien assimilé le texte ; d'autre part à lui faire connaître des résultats qui n'avaient pas 
leur place dans le texte ; les plus difficiles sont marqués du signe 7 .  

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait l'objet d'une attention particulière. 
On s'est eforcé de ne jamais s'écarter de la terminologie reçue sans de très sérieuses 
raisons. 



10. On a cherché à utiliser, sans sacrifier la simplicité de l'exposé, un langage 
rigoureusement correct. Autant qu'il a été possible, les abus de langage ou de notation, 
sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir pédantesque et même 
illisible, ont été signalés au passage. 

11. Le texte étant consacré à l'exposé dogmatique d'une théorie, on n'y trouvera 
qu'exceptionnellement des références bibliographiques ; celles-ci sont groupées dans 
des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces Notes ne comporte 
le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont eu le plus d'importance 
dans l'évolution de la théorie considérée ; elle ne vise nullement à être complète. 

Quant aux exercices, il n'a pas été jugé utile en général d'indiquer leur provenance, 
qui est très diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques, recueils d'exercices). 

12. Dans la nouvelle édition, les renvois à des théorèmes, axiomes, définitions, 
remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le Livre (par 
l'abréviation qui lui correspond dans la liste donnée au no 3), le chapitre et la page 
où ils se trouvent. A l'intérieur d'un même Livre la mention de ce Livre est supprimée ; 
par exemple, dans le Livre d'Algèbre, 

E, III, p. 32, cor. 3 
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, chapitre III, 
page 32 de ce chapitre ; 

II, p. 24, prop. 17 
renvoie à la proposition 17 du Livre d'Algèbre, chapitre II, page 24 de ce chapitre. 

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R ;  par exemple : EVT, R 
signifie (( fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topologiques ». 

Comme certains Livres doivent seulement être publiés plus tard dans la nouvelle 
édition, les renvois à ces Livres se font en indiquant successivement le Livre, le cha- 
pitre, le paragraphe et le numéro où se trouve le résultat en question ; par exemple : 

AC. III, 5 4, no 5, cor. de la prop. 6. 



CHAPITRE X 

Algèbre homologique 

Dans ce paragraphe, la lettre A désigne un anneau. Sauf mention expresse du 
contraire, tous les modules considérés sont des modules ù gauche, tous les idéaux 
considérés sont des idéaux a gauche. 

Les déjnitions et les résultats s'appliquent aux modules a droite, en les considérant 
comme modules à gauche sur l'anneau opposé. 

S i  M est un A-module et si a E A, on note aM l'homothétie x H ax de M .  On a 
donc 1, = IdM (application identique de M )  ; lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 
on écrit parfois simplement 1 au lieu de 1,. 

Enjn,  on note O un A-module réduit à son élément neutre, choisi une fois pour toutes 
(cf 11, p. 8). 

1. Diagrammes commutatifs 

Soient par exemple B,  C, D, E ,  F cinq ensembles, et soient f une application 
de E dans F, g une application de B dans C, h une application de D dans E, u une 
application de B dans D et v une application de C dans E. Pour résumer une situa- 
tion de ce genre, on fait souvent usage de diagrammes ; par exemple, on résumera 
la situation préGdente par le diagramme suivant (E, II, p. 14) : 

D-E-F 
h f 

Dans un tel diagramme, le groupe de signes E -L F schématise le fait que f 
est une application de E dans F. Lorsqu'il ne peut y avoir d'ambiguïté sur f, on 
supprime la lettre f, et on écrit simplement E -. F. 

Lorsque B, C, D, E,  F sont des groupes (resp. des A-modules) et f, g, h, u, v des 



homomorphismes de groupes (resp. A-modules), on dit pour abréger que le dia- 
gramme (1) est un diagramme de groupes (resp. de A-modules). 

En principe, un diagramme n'est pas un objet mathématique, mais seulement 
une figure, destinée à faciliter la lecture d'un raisonnement. En pratique, on se sert 
souvent des diagrammes comme de symboles abréviateurs, qui évitent de nommer 
tous les ensembles et toutes les applications que l'on veut considérer; on dit ainsi 
« considérons le diagramme (1) » au lieu de dire : « soient B, C, D, E, F cinq ensem- 
bles.. . et v une application de C dans E » ; voir par exemple l'énoncé de la prop. 1 
du no 2. 

Considérons par exemple le diagramme suivant : 

A tout chemin composé d'un certain nombre de segments du diagramme par- 
couru dans le sens indiqué par les flèches, on fait correspondre une application de 
l'ensemble représenté par l'origine du premier segment dans l'ensemble représenté 
par l'extrémité du dernier segment, savoir la composée des applications représentées 
par les divers segments parcourus. Pour tout sommet du diagramme, par exemple 
C, on convient qu'il y a un chemin réduit à C et on lui fait correspondre l'application 
identique 1,. 

Dans (2), il y a par exemple trois chemins partant de B et aboutissant à D' ; les 
applications correspondantes sont d o  g o f ,  g' o c of et g' o f '  o b. On dit qu'un 
diagramme est commutatif si, pour tout couple de chemins du diagramme ayant 
même origine et même extrémité, les deux applications correspondantes sont égales ; 
en particulier si un chemin a son extrémité confondue avec son origine, l'application 
correspondante doit être l'identité. 

Pour que le diagramme (2) soit commutatif, il faut et il suffit que l'on ait les 
relations : 

autrement dit, il faut et il suffit que les trois diagrammes carrés extraits de (2) soient 
commutatifs. En effet, les relations (3) entraînent d o  g of = g' o c of puisque 
d o g  = g ' o c  et g f o c o f =  g ' o f ' o b  puisque c o f =  f ' o b ;  donc les trois che- 
mins partant de B et aboutissant à D' donnent la même application. On vérifie 
de même que les quatre chemins partant de B et aboutissant à E' (resp. les trois 
chemins partant de C et aboutissant à Et) donnent la même application. Les rela- 
tions (3) signifient que les deux chemins partant de B (resp. C, D) et aboutissant 
à C' (resp. D', E') donnent la même application. Tous les autres couples de sommets 
de (2) ne peuvent être joints que par un chemin au plus, et le diagramme (2) est 
donc bien commutatif. 



Par la suite, nous laisserons au lecteur le soin de formuler et de vérifier des résul- 
tats analogues pour d'autres types de diagrammes. 

2. Le diagramme du serpent 

PROPOSITION 1. - Considérons un diagramme commutatif de A-modules 

*l  q1 
M'II;- ,  N'? P ' .  

on suppose que les deux lignes de (4) sont exactes. Alors 
(i) Si h est injectif, on a 

( 5 )  Im ( g )  n Im (u ' )  = Im (u' 0 f )  = Im ( g  0 u) . 

(ii) Si f est surjectif, on a 

(6) Ker ( g )  + Im (u)  = Ker (v' o g) = Ker (h o v) . 

Prouvons (i). Il est clair que l'on a 

Im (u' o f )  = Im ( g  0 u) c Im ( g )  n Im (u') 

Inversement, soit y' E Im ( g )  n Im (u'). Il existe v E N tel que y' = g(y). Comme 
V' O U' = O, on a O = vl(y')  = ~ ' ( ~ ( y ) )  = h(u(y)), d'où v(y)  = O puisque h est 
injectif. Comme (u, a)  est une suite exacte, il existe x E M tel que y = u(x), d'où 
Y' = g(u(x)). 

Prouvons (ii). Comme v o u = O et v' o u' = O, il est clair que 

Ker ( g )  + Im (u) c Ker (v' o g )  = Ker (h 0 v) . 

Inversement, soit y E Ker (v' o g). Alors g(y) E Ker (v'), et il existe x' E M' tel que 
ul(x')  = g(y) puisque la suite (u', 6') est exacte. Comme f est surjectif, il existe 
x E M tel que f ( x )  = x',  d'où g(y)  = ut( f ( x ) )  = g(u(x)) ; on en conclut que 
y - u(x) E Ker ( g ) ,  ce qui termine la démonstration. 

Lemme 1. - Considérons un diagramme commutatif de A-modules 

M A N  
(7) 4 g l  

M ' u r ,  N' . 

Alors il existe un homomorphisme et un seul u, : Ker ( f )  -+ Ker ( g ) ,  et un homo- 
morphisme et un seul u, : Coker ( f )  -t Coker ( g ) ,  tels que les diagrammes 

Ker ( f )  -u4 Ker ( g )  

i l  4 
M - N  



'l 
Coker ( f ) -  Coker ( g )  

soient commutatifs, i et j désignant les injections canoniques, p et q les surjections 
canoniques. 

En effet, si x E Ker ( f  ), on a f ( x )  = O et g(u(x)) = ut( f (x ) )  = 0, donc u(x)  E Ker (g),  
et l'existence et l'unicité de u ,  sont alors immédiates. De même, on a 

u ' ( f  (Ml)  = g(u(M)) g(N) 9 

donc u' donne par passage aux quotients un homomorphisme 

u, : Coker ( f )  + Coker ( g )  , 

qui est le seul homomorphisme pour lequel (9) soit commutatif. 

Partons maintenant d'un diagramme commutatif (4) de A-modules ; il lui cor- 
respond en vertu du iemme 1 un diagramme commutatif 

Ker (f) 4 Ker ( g )  Ker (h) 

Coker (y) - Coker (g )  - Coker (h) 

où i, j, k sont les injections canoniques, p, q, r les surjections canoniques, u,, u, 
(resp. v,, v,) les homomorphismes déduits de u, u' (resp. v, v') par le lemme 1 .  

PROPOSITION 2. - Supposons que dans le diagramme commutatif (4), les suites (u, v) 
et (ut, v') soient exactes. Alors : 

(i) On a v,  o u ,  = O ; si ut est injectif, la suite (u,, v,) est exacte. 
(ii) On-au, o u, = O ; si v est surjectif, la suite (u,, v,) est exacte. 
(iii) Supposons u' injectif et v surjectif. II existe alors un homomorphisme et un seul 

d : Ker (h) + Coker ( f )  ayant la propriété suivante : si z E Ker (h),  y E N et x' E M '  
vérifient les relations v(y) = k(z)  et u'(xl) = g(y), on a d(z) = p(x'). De plus la suite 

est exacte. 



Ker ( f )  A Ker (g) A Ker (h) - 7 

t+ Coker ( f  ,-t Coker ( g )  7 Coker (h)  

Prouvons (i). Comme u ,  et v ,  ont mêmes graphes que les restrictions de u et v à 
Ker ( f )  et Ker ( g )  respectivement, on a v, 0 u ,  = O. On a 

Ker (v,) = Ker ( g )  n Ker (v) = Ker ( g )  n Im (u) = Im ( j )  n Im (u) . 

Mais d'après la prop. 1 (i), on a Ker (21,) = Im ( j  O u t )  = Im (u,) si u' est injectif. 
Prouvons (ii). Comme u, et v,  proviennent de u et v par passage aux quotients, il est 

clair que v,  o u ,  = O. Supposons v surjectif; comme q et p sont surjectifs, on a, en 
vertu des hypothèses et de la prop. 1 (ii) 

= q(Im (u')) = Im (q  0 u') = Im (u20 p) = Tm (24,) . 

Prouvons enfin (iii). Pour z E Ker (h), il existe y E N tel que v(y )  = k(z )  puisque v 
est surjectif; en outre, on a vl(g(y)) = h(k(z)) = 0, et par suite il existe un unique 
x' E M' tel que u'(xl) = g(y) puisque u' est injectif. Montrons que l'élément 
p(xl)  E Coker ( f )  est indépendant de l'élément y E N tel que v(y )  = k(z) .  En effet, si 
y ,  E N est un second élément tel que v(y,)  = k(z),  on a y ,  = y + u(x)  où x E M ; 
montrons que si x i  E M' est tel que ul(x;)  = g(y,), on a x i  = x' + f ( x )  ; en effet, 
on a u'(x' + f ( 4 )  = ~ ' ( x ' )  + u r ( f  ( x ) )  = g(y)  + g(u(x)) = g(y + W )  = d y , ) .  
Enfin, on en conclut que p(x;) = p(xr)  + p ( f  ( x ) )  = p(xl). On peut donc poser 
d(z) = p(xl)  et on a ainsi défini une application d : Ker (h) + Coker ( f  ). 

Si maintenant z,, z ,  sont des éléments de Ker (h), si A,, h2 E A et z = h l  2 ,  + h2 z,, 
on prendra des éléments y ,  et y,  de N tels que v(y,) = k(z,)  et v(y2)  = k(2,) et on 
choisira pour y E N l'élément h l  y ,  + h2 y,  ; il est alors immédiat que 

d ( z )  = hl d ( z , )  + h, cl(:,) , 

donc d est un homomorphisme. 
Supposons que z = v,(t) pour un t E Ker ( g )  ; on prendra alors pour y E N l'élé- 

ment j( t) .  Comme g(j ( t ) )  = O, on en conclut d(z) = O, donc d o  v,  = O. Inversement, 
supposons que d(z) = O. Avec les notations précédentes, on a donc x' = f ( x ) ,  où 



x E M. Dans ce cas, on a g(y) = u'(f(x)) = g(u(x)), ou encore g(y - u(x)) = O. 
L'élément y - u(x) est donc de la forme j(n) pour n E Ker (g), et on a 

comme k est injectif, z = v,(n), ce qui prouve que la suite (*) est exacte en Ker (h). 
Enfin, on a (toujours avec les mêmes notations) 

u2(d(z)) = u2(p(x1)) = q(u'(xl)) = q(g(y)) = O donc u20 d = O. 

Inversement, supposons qu'un élément w = p(xl) de Coker (f)  soit tel que 

UJW) = uZ(p(xl)) = O (avec x' E M') . 
On a donc q(ul(x')) = 0, et par suite u1(x') = g(y) pour un y E N ;  comme 
v'(ul(x')) = O, on a v ' (~(Y))  = O, donc h(t.(y)) = O, autrement dit v(y) = k(z) pour un 
z E Ker (h), et par définition w = d(z), ce qui montre que la suite (*) est exacte en 
Coker (f ). On a vu dans (i) qu'elle est exacte en Ker (g) et dans (ii) qu'elle est exacte 
en Coker (g), ce qui achève de prouver (iii). 

COROLLAIRE 1. - Supposons que le diagramme (4) soit commutatif et ait ses lignes 
exactes. Alors : 

(i) Si u', f et h sont injectifs, g est injectif. 
(ii) Si v, f et h sont surjectifs, g est surjectif. 
L'assertion (i) est conséquence de l'assertion (i) de la prop. 2 : en effet on a 

Ker (f) = O et Ker (h) = O, donc Ker (g) = 0. 
L'assertion (ii) est conséquence de l'assertion (ii) de la prop. 2 : en effet, on a 

Coker (f) = O et Coker (h) = O, donc Coker (g) = 0. 

COROLLAIRE 2. - Supposons que le diagramme (4) soit commutatif et ait ses lignes 
exactes. Dans ces conditions : 

(i) Si g est injectif et si f et v sont surjectifs, alors h est injectif. 
(ii) S ig  est surjectif et si h et u' sont injectifs, alors f est surjectif. 
Pour prouver (i), considérons le diagramme 

où f '  est l'application ayant même graphe que la restriction de g à u(M), w et w' 
les injections canoniques ; il est clair que ce diagramme est commutatif et a ses lignes 
exactes. En outre w' est injectif, et par hypothèse v est surjectif; on a donc par la 
prop. 2 (iii), une suite exacte 

Ker (g) 4 Ker (h) 4 Coker (f ') ; 

puisque g est injectif et que f '  est surjectif, on a donc Ker (h) = 0. 



Pour prouver (ii), considérons le diagramme 

où cette fois h' est l'application ayant même graphe que la restriction de h à v(N), 
et w et w' ont respectivement mêmes graphes que v et v' ; ce diagramme est commu- 
tatif et ses lignes sont exactes. En outre w est surjectif et par hypothèse ut est injectif; 
on a donc, par la prop. 2 (iii), une suite exacte 

Ker (ht) 4 Coker (f) + 

puisque g est surjectif et que h' est injectif, on a 

Coker (g) ; 

donc Coker (f)  = O. 

COROLLAIRE 3 (Lemme des cinq). - Considérons un diagramme commutatif de 
A-modules 

où les lignes sont exactes. 
(i) Si f2 et f, sont injectifs et f, surjectif; f3 est injectif. 
(ii) Si f, et f, sont surjectifs et f, injectif; f3 est surjectif. 
En particulier, si f,, f,, f, et f5 sont des isomorphismes, il en est de même de f3. 
Pour prouver (i), posons M, = Coker (u,), MS = Coker (u;) et notons 

f; : M, + M; l'application déduite de f,. Il résulte du cor. 2 (i) que f; est injectif. 
En appliquant le cor. 1 (i) au diagramme 

où Li2 et Li; sont déduits de u2 et u;, on voit que f3 est injectif. 
Pour prouver (ii), posons M, = Ker (u,), MA = Ker (u:) et notons 7, : M, + M; 

l'application induite par f,. Il résulte du cor. 2 (ii) que A est surjectif. En appliquant 
le cor. 1 (ii) au diagramme 

où U3 et U; ont même graphe que u3 et UA, on voit que f3 est surjectif. 



3. Modules plats 

DÉFINITION 1. - On dit que le A-module E est plat, si pour toute suite exacte de 
A-modules à droite et d'homomorphismes 

la suite d'applications Z-linéaires 

est exacte. 

PROPOSITION 3. - Pour que le A-module E soi? ~ l a t ,  il faut et il sufit que, pour tout 
A-homomorphisme injectif u : M' + M de A-modules à droite, l'application 
u @ 1 : M' Q A  E -+ M Q A  E soit injective. 

Si E est plat et u : Mt + M injectif, la suite O -+ M' A M est exacte, donc aussi 

la suite O - Mt Q A  E 4 M BA E, et u 8 1 est injectif. Inversement, considé- 
rons la suite exacte ( I l )  ; posons M;' = v(M),  et soit i : M;' + M" l'injection cano- 

nique et p : M -+ M'; l'application m H v(m). La suite M ' A  M 4 M'; - O 

est exacte ; d'après I I ,  p. 58, prop. 5, la suite M' Q A  E M Q A . E  a MF Q A  E 
est donc exacte. Par ailleurs, on a v = i o p, donc (v Q 1 )  = ( i  @ 1 )  0 ( p  Q 1 )  ; 
si E satisfait à la condition de l'énoncé, alors i @ 1 est injectif, donc 

Ker (v Q 1 )  = Ker ( p  @ 1) = Im (u 8 1) 

et la suite (12) est exacte. 

PROPOSITION 4. - (i) Soient (Ei)i une famille de A-modules, E = @ Ei leur somme 
i e I  

directe. Pour que le A-module E soit plat, il faut et il sufit que chacun des Ei le soit. 
(ii) Soient 1 un ensemble préordonné filtrant à droite, (E, , fp,) un système inductif de 

A-modules relatif à 1, E = $ En sa limite inductive. Si chacun des A-modules E, 
est plat, alors E est plat. 

Soit M' + M + M" une suite exacte de A-modules à droite. 
(i) Pour que la suite @ (M' Q A  Ei) + @ (M 63, Ei) + @ (M" Q A  Ei) soit 

i s I  i e I  i e 1 

exacte, il faut et il suffit que chacune des suites M' BA Ei -+ M Q A  Ei -+ M" Q A  Ei 
le soit ( I I ,  p. 13, prop. 7) ce qui démontre (i) puisque @ (M Q A  E,) s'identifie cano- 
niquement a M Q A  E (II, p. 61, prop. 7) .  

(ii) Par hypothèse, chacune des suites M' BA Ei + M BA Ei + M" O A  Ei est 
exacte, donc aussi la suite M' Q A  E + M Q A  E + M" BA E, puisque le passage a la 
limite inductive commute avec le produit tensoriel ( I I ,  p. 93, prop. 7 )  et conserve 
l'exactitude (II, p. 91, prop. 3). 



Exemples. - 1) Il est clair que A, est un A-module plat; il résulte alors de la 
prop. 4 (i) que tout A-module libre, et plus généralement tout A-module projectif, 
est plat (voir aussi II, p. 63, cor. 6). 

* Inversement, tout A-module plat de présentation finie est projectif (no 5). , 
2) D'après la prop. 4 (ii), tout A-module qui est limite inductive d'un système 

inductif filtrant de A-modules libres est plat. Nous démontrerons une réciproque 
au no 6. 

3) Si A est semi-simple, tout A-module est projectif (VIII, Ç: 5, nu 1, prop. 1) 
donc plat. 

4) * Si A est un anneau local artinien (non nécessairement commutatif), un A- 
module est plat si et seulement s'il est libre (AC II, § 3, no 2, cor. 2 de la prop. 5). , 

5 )  Si A est intègre, le corps des fractions K de A est un A-module plat (II, p. 11 8, 
prop. 27). 

6) * En AC II et III, nous étudierons deux exemples importants de A-modules 
plats lorsque A est commutatif : les anneaux de fractions S-' A, et lorsque A est 
nœthérien, les séparés complétés de A pour les topologies J-adiques. , 

7) Soit a E A tel que l'application a, : x H ax de A dans A soit injective (a a n'est 
pas diviseur à gauche de O »). Si E est un A-module plat, alors l'homothétie a, est 
injective, puisque s'identifiant A u ,  O 1 : A, 8, E -+ Ad B A  E. En particulier, si A 
est intègre, tout A-module plat est sans torsion. Inversement, si A est principal, tout A- 
module sans torsion est plat : en effet, si le A-module E est sans torsion, tout sous- 
module de type fini de E est libre (V11, Ç: 4, no 4, cor. 2 au th. 4), et E est réunion 
filtrante croissante de sous-modules plats, donc est plat (prop. 4 (ii)). 

8) Soient B un anneau et p : A + B un homomorphisme. Si E est un A-module 
plat, le B-module E(,, = B 8,  E est plat. Soit en effet u : N' -+ N un homomor- 
phisme injectif de B-modules à droite ; alors u O B  1 EcB, s'identifie canoniquement a 
I'homomorphisme u 8, 1, : N'  BA  E + N 8 ,  E ,  qui est injectif si E est plat. 

9) Supposons que A = K p ,  Y], où K est un corps. Alors l'idéal maximal m 
engendré par X et Y est un A-module sans torsion, mais non plat. Considérons en 
effet l'anneau B = A/(Y), qui est isomorphe à K[X], donc intègre. Le B-module m(,, 
est isomorphe à m/Ym = (X, Y)I(XY, Y') dans lequel la classe de Y est de torsion. 
Par suite, nt(,, n'est pas un B-module plat, donc m n'est pas plat. 

10) Supposons A commutatif. Soit B l'algèbre A[X,, .. ., X,]/(P), où P est un 
polynôme non nul. Pour tout idéal premier p de A, notons ~ ( p )  le corps des fractions 
de l'anneau intègre A/p, E(p) l'algèbre ~ ( p )  [XI, ..., X,] et P(p) l'image de P dans 
E(p) par l'application canonique. 

On peut montrer que, pour que B soit un A-module plat, il suffit que P(p) # O 
pour tout idéal premier p de A. Si A est intègre, cette condition est nécessaire. 

* En langage géométrique, considérons la projection n : Spec (B) + Spec (A). 
Pour tout p E Spec (A), la fibre n-'(p) s'identifie à la sous-variété V, de l'espace 
affine A:(,, = Spec (E(p)) définie par P(p), et l'ensemble F des p pour lesquels cette 
sous-variété est l'espace tout entier (i.e. pour lesquels P(p) = 0) est un fermé de 



Spec (A). La condition précédente signifie que ce fermé est vide, autrement dit que 
pour tout p la sous-variété V, est une hypersurface dans A:(,,. , 

11) * Soient S et X deux espaces analytiques complexes et f : X + S un mor- 
phisme. On dit que f est plat en un point x de X si O,, , considéré comme 
module au moyen de l'homomorphisme f * : Os,f,,, + O,, , est plat. L'ensemble 
des points de X où f est plat est un ouvert de X, et la restriction de f à cet ouvert 
est une application ouverte. Si X et S sont des variétés analytiques connexes de 
dimension finie, f est plat (en tout point de X) si et seulement si f (X) est ouvert 
dans S et les fibres f -'(s), pour s E f (X), ont toutes la même dimension. , 

4. Modules de présentation finie 

On appelle présentation (ou présentation de longueur 1 )  d'un A-module E une suite 
exacte 

de A-modules où L, et L, sont libres. 
Tout A-module E admet une présentation. On sait en effet (II, p. 27, prop. 20) qu'il 

existe un homomorphisme surjectif u : L, -+ E, où L, est libre ; si R est le noyau de u, 
il existe.de même un homomorphisme surjectif v : LI -+ R où L, est libre. Si l'on 
considère u comme un homomorphisme de L, dans L,, la suite L, A L, A E -.t O 
est exacte par définition, d'où notre assertion. 

Si p : A + B est un homomorphisme d'anneaux, toute présentation (13) de E 
fournit une présentation de E,) = B O, E : 

en vertu de II, p. 58, prop. 5 et du fait que B O, L est un B-module libre lorsque L 
est libre. 

On dit qu'une présentation (13) d'un module E est $nie si les modules libres L, 
et L, ont des bases finies. Il est clair que si la présentation (13) est finie, il en est de 
même de la présentation (14). On dit que E est un A-module de présentation $nie 
s'il admet une présentation $nie. 

PROPOSITION 5. - (i) Tout module admettant une présentation finie est de type $ni. 
(ii) Si  A est un anneau nethérien à gauche, tout A-module de type jïni admet une 

présentation $nie. 
(iii) Tout module projectif de type fini admet une présentation finie. 

L'assertion (i) résulte trivialement des définitions. Supposons A nœthérien à 
gauche et E de type fini. Il existe alors un homomorphisme surjectif u : L, + E, 
où L, est un A-module libre ayant une base finie ; le noyau R de u est de type fini, 
donc il y a un homomorphisme surjectif v : L, + R où LI est libre de base finie, 
et la suite exacte LI - L, A E - O est une présentation finie de E ; d'où (ii). 



Enfin, supposons que E soit un module projectif de type fini ; il est alors facteur 
direct d'un module libre de type fini L ,  (II, p. 40, cor. 1 )  ; le noyau R de l'homomor- 
phisme surjectif L,  + E est alors isomorphe à un quotient de L,, donc est de type 
fini, et on termine comme ci-dessus. 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau, E un A-module de présentation $nie. Pour 
toute suite exacte 

O - . F & G P . E - r O  
où G est de type $ni, le module F est de type &ni. 

Soit L ,  4 L ,  4 E --, O une présentation finie ; si (ei) est une base de L,, il 
existe pour chaque i un élément gi E G tel que p(gi) = s(ei) ; l'homomorphisme 
u : L,  + G tel que u(ei) = gi pour tout i est donc tel que s = p O u. Comme s o r = 0 ,  
on a u(r(L,)) c Ker p, et comme Ker p est isomorphe à F, on voit qu'il y a un homo- 
morphisme v : L, + F tel que le diagramme 

L , G L o b E  - O 

soit commutatif. Comme j est injectif et s surjectif, on peut appliquer la proposi- 
tion 2 de X, p. 4, autrement dit il y a une suite exacte 

Ker 1 ,  b, Coker v + Coker u + Coker 1, . 
Ceci montre que Coker v est isomorphe a G/u(L,), qui est de type fini par hypothèse. 
On a en outre la suite exacte 

O + v(L,)  + F + Coker 2; + O 

et comme v(L,) et Coker v sont de type fini, il en est de même de F (II, p. 17, cor. 5). 

PROPOSITION 7. - Soit M un A-module. II existe un ensemble ordonné 1 Jiltrant Ù 

droite et un système inductif de A-modules de présentation $nie (Ma, Q,) relatif ù 1 
tel que M soit isomorphe à & Ma. Si M possède un système générateur de n éléments, 
on peut supposer qu'il en est de même des Ma. 

Considérons une présentation 

soit 1 l'ensemble des couples a = (Kt, L'),  où K' (resp. L') est une partie finie de K 
(resp.L), tels que u induise une application u, du sous-module At' de AS) dans le sous- 
module Ab' de AS' ; pour a E 1, soit M, le conoyau de u, et z;, : At' + M, l'applica- 
tion canonique, de sorte que l'on a un diagramme commutatif à lignes exactes : 



où ia et ja sont les injections canoniques, et où f, est déduit de ja par passage aux 
quotients. Ordonnons l'ensemble 1 par la relation 

pour a < B, soit qBa : Ma + Me l'homomorphisme déduit par passage aux quotients 
de l'inclusion de AL' dans A v .  On vérifie alors aussitôt que l'ensemble ordonné 1 est 
filtrant, que (Ma, qpa) est un système inductif de A-modules et que (cp,) est un système 
inductif de A-homomorphismes. Par passage à la limite inductive, on obtient un 
diagramme commutatif 

les lignes de ce diagramme sont exactes (II, p. 91, prop. 3) ; puisque i et j sont bijectifs, 
cp l'est aussi (X, p. 7, cor. 3), d'ou la proposition. 

5. Homomorphismes d'un module de présentation finie 

Soit E un A-module. Si 1 est un ensemble préordonné filtrant et (Gi , uji) un système 
inductif de A-modules relatif à 1, les applications canoniques Gi + Lm Gi induisent 
des homomorphismes Hom,(E, Gi) + Hom,(E, km Gi), d'où un homomorphisme 
dit canonique 

lim HomA(E, Gi) + HomA(E, lim Gi) 
s + 

i e I  

Soient B un autre anneau, F un B-module, G un (A, B)-bimodule ; on a défini en 
II, p. 75 un homomorphisme canonique : 

PROPOSITION 8. - a) Si le A-module E est de type fini (resp. de présentation finie), 
I'homomorphisme canonique (16) est injectif (resp. bijectif). 

b) Supposons que le B-module F soit plat ; si le A-module E est de type fini (resp. 
de présentation finie), I'homomorphisme canonique (17) est injectif (resp. bijectif). 

Démontrons par exemple b), la démonstration de a) étant analogue. Considérons 
A, B, F, G comme fixés, et, pour tout A-module a droite E, posons 

T(E) = Hom, (E, G) OB F , T1(E) = Hom, (E, G OB F) 

et notons v, l'homomorphisme (17) ; pour tout homomorphisme v : E + E' de 
A-modules à droite, posons T(v) = Hom (v, 1,) @ 1, et T1(v) = Hom (v, 1, @ 1,). 



Soit LI  A L, 4 E -+ O une présentation de E ; nous supposons le module libre 
L, (resp. les modules libres L, et LI) de type fini. Le diagramme 

est commutatif, et sa seconde ligne est exacte (II, p. 36, th. 1); en outre, la suite 

O -+ Hom, (E, G) -. Hom, (L,, G) -+ Hom, (LI, G) 

est exacte (loc. cit.), et comme F est plat, la première ligne de (18) est aussi une suite 
exacte (X ,  p. 8, déf. 1). Cela étant, on sait que v,, est bijectif (resp. que v,, et v,, 
sont bijectifs) (II, p. 75,  prop. 2). Si on suppose seulement v,, bijectif, il résulte 
de (18) que v,, o T(w) = Tf(w) o v, est injectif, donc v, l'est aussi. Si on suppose 
que v,, et v,, sont tous deux bijectifs, on déduit du cor. 2 (ii) de X, p. 6 que v, est 
surjectif, et comme on vient de voir que v, est injectif, il est bijectif. 

COROLLAIRE. - Tout module plat et de présentation finie est projectif. 
Soit en effet E un A-module plat et de présentation finie. Appliquant (b) au cas 

B = A, G = ,A,, F = E, on voit que l'homomorphisme canonique 

Hom, (E, A) Q A  E -+ Hom, (E, E) 

est surjectif. Cela implique que E est projectif (II, p. 77, remarque 1). 

D'après le corollaire précédent et la prop. 5 de X, p. 10, il y a identité entre 
modules plats de présentation finie et modules projectifs de type fini. En revanche, 
il existe des modules plats de type fini qui ne sont pas de présentation finie, donc qui 
ne sont pas projectifs (cf. X, p. 170, exercice 17, voir toutefois X, p. 169, exercices 13 
et 14). 

6. Structure des modules plats 

Lemme 2. - Soient 1 un ensemble ordonné jiltrant a droite, (Eu, qpa) un système 
inductif d'ensembles relatifa 1, E sa limite inductive et cp, : E, -+ E, a E 1, les appli- 
cations canoniques. Soit f : 1 -+ 1 une application telle que f (a) > a pour a E 1, et 
supposons donnés, pour chaque a E 1, un ensemble La et des applications u, : Eu -+ Lu 
et va : La -+ Ef(,) telles que va 0 ui = cpf(,,,,. Soit J l'ensemble ordonné obtenu en 
munissant 1 de la relation (( a < p si a = p o u f  (a) < P B. Si a,  P E J avec a ,< j3, 
soit \Irp, : L, -+ Lp l'application telle que \Irpa = Id si a = P, \Irp, = u, o cp,,,,,, o va 
si f (a) ,< p. Si a E J ,  soit \Ir, : Lu -+ E l'application cpf(,, 0 va. Alors l'ensemble 
ordonné J estjiltrant, (Lu, \Ir,) est un système inductifrelatifà J ,  (ilr,) est un système 
inductif d'applications et l'application \Ir : 5 Lu -+ E déduite des \Ir, est bijective. 

a e  1 



11 est clair que J est filtrant. Si a, (3 E J avec a < p, on a 

de même, si a ,  (3, y E J avec a < (3 < y, on a 

Démontrons la dernière assertion : pour chaque a E J, on a 

donc qa(Ea) = $,(u,(E,)) c $,(La), et $ est surjective. Soit a E J et soient x, y E L, 
avec $a(x) = $ 3 ( ~ ) 3  i.e. (P f(a)(ua(x)) = (P f(u)(va(~)) ; il existe (3 E 1, (3 b f (a) tel que 

et 9 est injective. 

THÉORÈME 1 (D. Lazard). - Pour tout A-module E, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) E est plat. 
(ii) Pour tout A-module P de présentation finie, 1 'homomorphisme canonique 

Hom, (P, A) O, E + Hom, (P, E) 

est surjectif. 
(iii) Pour tout A-module P de présentation finie et tout homomorphisme u : P + E, 

il existe un A-module L libre de type fini et des homomorphismes u : P + L et w : L + E 
tels que u = w O v .  

(iv) Il existe un ensemble ordonné filtrant J ,  un système inductif de modules libres de 
type j n i  (Lj)j,, et un isomorphisme de E sur 5 Lj. 

(iv) * (i) : cela résulte de la prop. 4 (ii) de X, p. 8. 
(i) (ii) : cela résulte de la prop. 8b) de X, p. 12. 
(ii) (iii) : soient P un A-module de présentation finie et u : P + E un homomor- 

phisme ; d'après (ii), il existe u,, ..., O, E Hom, (P, A), w,, ..., w, E E tels que 
u(x) = 1 ai(x) wi pour tout x E P ; si u : P + An est l'hori~omorphisme de compo- 
santes (ui) et w : An + E l'homomorphisme (a,) H 1 ai wi, on a bien u = w o u. 

(iii) - (iv) : supposons (iii) vérifiée, et soit (Eu, (P~,,) un système inductif, relatif à 
un ensemble filtrant 1, de A-modules de présentation finie, de limite inductive E 



(X, p. I l ,  prop. 7). Quitte à remplacer 1 par le produit lexicographique 1 x N, avec 
E,,,, = Eu pour tout n, on peut supposer que 1 n'a pas de plus grand élément. Pour 
chaque a E 1, soient L, un A-module libre de type fini et u, : Eu -, Lu,  : La + E des 
homomorphismes tels que v: o u, soit l'application canonique cp, de E, dans E ; 
puisque Lu est libre de type fini et 1 sans plus grand élément, il existe un indice P > a et 
un homomorphisme v: : Lu + EP tels que U A  = cpP o v," ; puisque cpP o v," o u, = cp P o V P , ~  
et que Eu est de présentation finie, il résulte de la prop. 8a) de X, p. 12, qu'il existe 
y 2 p tel que cpYP O U: O un = cpYP O cpP, = cpYa ; posons y = f (a) et soit va l'homo- 
morphisme cpYB 0 v i  de L, dans E,-(,) ; on a vu o u, = cp ,-(,,,, . On peut alors appliquer le 
lemme 2, d'où (iv). 

COROLLAIRE. - Supposons A commutatif: Pour tout A-module plat E, les A-modules 
T(E), S(E), A(E), Tn(E), Sn(E), An(E) sont plats. 

En effet, E est la limite inductive d'un système filtrant (Lj) de A-modules libres de 
type fini, donc T(E) (resp. S(E), etc.) est limite inductive du système filtrant des A- 
modules libres T(Lj) (resp. S(Lj), etc.), donc est plat (cf. III, p. 61, prop. 6, p. 62, th. l ,  
p. 73, prop. 8, p. 75, th. 1, p. 83, prop. 9, et p. 86, th. 1). 

Remarque. - Considérant dans (ii) une présentation finie AB A: -, P -, 0, 
on obtient la condition (ii') encore équivalente aux précédentes : 

(ii') Pour toute matrice finie (cij)i E r , j  E J  d'éléments de A, toute solution 

du système d'équations linéaires et homogènes 

peut s'écrire b, z, + ... + b,z,, où bl, ..., ~ , E E  et où, pour r = 1, ..., n, 
Z, = (z,,~)~ est une solution dans A' du système d'équations 

7. Modules injectifs 

DÉFINITION 2. - On dit que le A-module E est injectif si, pour toute suite exacte de 
A-modules et d'homomorphismes 

(19) M ' U ,  M A  M" ,  

la suite d'applications Z-linéaires 

est exacte. 



Lemme 3. - Pour que le A-module E soit injectif, il faut et il suffit que, pour toute 
application A-linéaire injective u : M' + M, l'application 

Hom, (u, 1) : Hom, (M, E) + Hom, (M', E) 
.soit su~jertive. 

Si E est injectif et si u : M' -+ M est injectif, alors la suite O + M' 4 M est exacte, 
donc aussi la suite Hom (M, E) Hom (M', El + O, et Hom (u, 1) est sur- 
jectif. Inversement considérons la suite exacte (19); posons Mt; = c(M) et soient 
i : M'; + Mt' l'injection canonique et p : M + M'; l'application m I+ dm). La suite 
M t  -U, M 4 M'; -, O est exacte ; d'après II, p. 36, th. 1, la suite 

H o m ( p , l )  Hom (u,  1)  Hom, (MY, E) - Hom, (M, E) - Hom, (M', E) 

est exacte. Par ailleurs, on a Hom (v, 1) = Hom (p, 1) o Hom (i, 1). Si E satisfait à la 
condition du lemme, Hom (i, 1) est surjectif, donc l'image de Hom ( L ; ,  1) est aussi 
celle de Hom (p, l), et la suite (20) est exacte. 

Remarque. - Soient E un A-module injectif, u : M' + M et f : M' + E des homo- 
morphismes de A-modules. Si Ker u c Ker f, il existe un homomorphisme g : M + E 
tel que g o u = f. Celarésulte en effet de ce qui précède appliqué à l'homomorphisme 
injectif M1/Ker u -+ M déduit de u. 

PROPOS~~ION 9. - Soient (Ei),,, une famille de A-modules, E = fl Ei leur produit. 
Pour que le A-module E soit injectif, il faut et il suffit que chacun des Ei le soit. 

Soit u : M t  -+ M un homomorphisme injectif de A-modules. Pour que l'homo- 
morphisme produit 11 Hom, (M, Ei) + n Hom, (M', E,) soit surjectif, il faut et 

i s l  i s l  

il suffit que chacun des homomorphismes Hom, (M, E,) + Hom, (M', E,) le soit 
(II, p. 10, prop. 5) ; cela démontre la proposition puisque n HomA(M, E,) s'iden- 
tifie canoniquement à Hom, (M, E). i S I  

PROPOSITION 10. - Soit E un A-module. Pour que E soit injectif, il faut et il sufit que, 
pour tout idéal a de A et tout A-homomorphisme f : a -+ E, il existe e E E tel que 
f (a) = ae pour tout a E a. 

Supposons E injectif; soient a un idéal de A, f : a + E un A-homomorphisme, 
et notons i : a -, A l'injection canonique. Alors l'application 

Hom, (i, 1) : Hom, (A, E) + Hom, (a, E) 
est surjective (déf. 2) ; si g E Hom, (A, E) est tel que f = g 0 i, on a 

f ( 4  = d a >  = as(1) 
pour tout a E a. 

Inversement, supposons la condition de l'énoncé vérifiée, soient M un A-module, 
N un sous-module de M, u : N + E un A-homomorphisme, et prouvons qu'il existe 
un A-homomorphisme Ü: M + E prolongeant u (cJ: lemme 3). Soit B l'ensemble 
des couples (P, v) où P est un sous-module de M contenant N et o un homomorphisme 
de P dans E prolongeant u. L'ensemble 9 ordonné par la relation de prolongement 



est inductif : si (Pj, vj) est une famille totalement ordonnée d'éléments de 9, posons 
Q = u P j  et soit MI : Q + E l'unique application induisant v j  sur Pj pour tout j ;  
alors (Q, MI) E 9 et (Q, M,) majore (Pj, vj) pour tout j. Soit alors (P, v) un élément 
maximal de 9 (E, III, p. 20, th. 2); il suffit de prouver que P = M. Soit x E M 
et soit a l'idéal des a E A tels que ax E P ; posons f (a) = v(ax) pour a E a ; on 
obtient ainsi un A-homomorphisme f : a -+ E. Soit alors e un élément de E tel 
que f(a) = ae pour tout a E a. Posons P' = P + Ax et soit v' : P t  -+ E l'unique 
A-homomorphisme tel que v'(p + ax) = v(p) + ae pour p E P, a E A ; alors 
(Pt, 2; ' )  appartient à 9 et majore (P, v), donc Pt  = P, c'est-à-dire x E P, ce qui achève 
la démonstration. 

COROLLAIRE 1. - Si l'anneau A est nethérien à gauche, tout module somme directe 
de A-modules injectifs est injectif. 

Soit (E,),,, une famille de A-modules injectifs, soient E leur somme directe, 
a un idéal de A et u : a + E un A-homomorphisme. Comme A est nœthérien, 
a est de type fini, et par suite l'application canonique 

cp : @ Hom, (a, Ei) + Hom, (a, E) 
i E 1 

est bijective ; soit (u,) l'image réciproque de u par cp. Puisque chaque Ei est injectif, 
et la famille (ui) à support fini, il existe un élément (ei)i,I de E tel que ui(a) = ae, 
pour tout a E a et tout i E 1, donc u(a) = a((ei)) pour tout a E a, et E est injectif. 

Remarque. - Si tout A-module somme directe de A-modules injectifs est injectif, 
l'anneau A est nœthérien à gauche (X, p. 170, exercice 21). 

Supposons A intègre. On dit que le A-module E est divisible si l'homothétie a, 
est surjective pour tout élément non nul a de A. 

COROLLAIRE 2. - Supposons A intègre. 
a) Tout A-module injectif est divisible. 
b) Tout A-module sans torsion (II, p. 11 5) et divisible est injectif. 
c) Si A est principal, tout A-module divisible est injectif. 
Si a E A est non nul, alors a, est injectif; d'autre part, pour tout A-module E, 

l'homothétie a, s'identifie canoniquement à 

Hom (a,, 1) : Hom, (A, E) + Hom, (A, E) , 

donc E est divisible si et seulement si Hom (a,, 1,) est surjectif pouf tout a E A non 
nul. L'assertion a) résulte donc de la définition 2 (X, p. 15). 

Soit E un A-module divisible ; supposons A principal (resp. E sans torsion) et 
prouvons que E est injectif par application de la prop. 10. Soient a un idéal de A 
et f : a + E un A-homomorphisme. Soit x E a tel que a = Ax (resp. tel que x # O 
si a # O), et soit e E E tel que xe = f (x). Prouvons que pour tout a E a, on a 

j '(a) = ae ; 



cela est clair si a E Ax, d'où l'assertion dans le cas où A est principal ; si E est sans 
torsion et si xa E a, on a xf (a) = f (ax) = axe, donc f (a) = ae puisque x est non 
nul si a # O. 

Exemples. - 1) Si A est intègre, le corps des fractions K de A est un A-module 
injectif. Si A est principal, K/A est un A-module injectif. 

2) Par exemple, les Z-modules Q et Q/Z sont injectifs. 
3) Soit A un anneau principal et soit ( un élément non nul de A. Alors AIaA est un 

AluA-module injectif (X, p. 170, exercice 20). 

8. Modules cogénérateurs injectifs 

PROPOSITION 11. - Soient B un anneau, F un B-module et P un (B, A)-bimodule. 
Si F est un B-module injectif et P un A-module plat, Hom, (P, F) est un A-module 
in jwf i f  

Soit u : M' -, M un homomorphisme injectif de A-modules. On a un diagramme 
commutatif 

Hom, i u .  1 )  
Hom, (M, Hom, (P, F)) + HornA (MI,  HO^, (P, F)) 

4 
Hom (1, 8 u,  1,) 

pl 
Hom, (P O, M, F) - Hom, (P 8, M', F) 

où B et p' sont les isomorphismes canoniques de II, p. 74. Comme P est plat sur A, 
I'homomorphisme 1, @ u : P @, M '  -+ P O, M est injectif. Comme F est injectif, 
Hom (1, @ u, 1,) est surjectif, donc aussi Hom, (u, l), ce qui prouve que Hom, (P, F) 
est un A-module injectif (X, p. 16, lemme 3). 

DÉFINITION 3. - On dit que le A-module E est cogénérateur si, pour tout A-module M 
et tout élément non nul x de M, il existe un A-homomorphisme u : M + E tel que 
U(X) # O. 

On dit que le A-module L est générateur si, pour tout A-module M et tout élément x de M,  il 
existe un A-homomorphisme u : L + M tel que x E u(L). Par exemple, le A-module A, est géné- 
rateur. 

PROPO~ITION 12. - Soit E un A-module injectg Pour que E soit cogénérateur, il 
faut et il sufJit que Hom, (S, E) # Opour tout A-module simple S. 

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, soient M un A-module et x 
un élément non nul de M ; le sous-module Ax de M possède un quotient simple S 
(VIII, 5 2, no 1, prop. 3). Si Hom, (S, E) f O, alors Hom, (Ax, E) f O et il existe 
un homomorphisme f : Ax -, E tel que f (x) # O; comme E est injectif, f se 
prolonge en un homomorphisme u de M dans E et on a u(x) = f(x) # 0. 



Exemple. - Le Z-module injectif Q/Z (X, p. 18, exemple 2) est cogénérateur. 
En effet, tout Z-module simple est isomorphe a un module Z/pZ, p # O, et 
Hom, (ZlpZ, Q/Z) est non nul (il contient par exemple l'application déduite par 
passage aux quotients de l'homomorphisme x I+ x/p de Z dans Q). 

PROPOSITION 13. - Soient B un anneau, F un B-module injectif cogénérateur, P un 
(B, A)-bimodule. Supposons P plat sur A et tel que P 8, S # O pour tout A-module 
simple S (* c'est-à-dire jîdèlement plat sur A au sens de AC, 1 ,). Alors le A-module 
Hom, (P, F) est cogénérateur et injectif. 

En effet, Hom, (P, F) est injectif d'après la prop. 11. D'autre part, pour tout 
A-module simple S, Hom, (S, Hom, (P, F)) est isomorphe à Hom, (P 8, S, F), 
donc est non nul puisque P 8, S # O et que le B-module F est cogénérateur ; le 
A-module Hom, (P, F) est donc cogénérateur d'après la prop. 12. 

COROLLAIRE 1. - Le A-module EA = Hom, (A, QIZ) est injectif et cogénérateur. 
On applique la prop. 13 avec B = Z, F = Q/Z (exemple) et P = A,. 

Pour tout A-module M, posons 
IO(M) = E ~ ~ ( M , E A )  

et soit e, : M -+ 10(M) l'homomorphisme qui associe a m E M l'élément 

( < ~ ( ~ ) ) < p  E Hom(M,EA) 

Alors : 

COROLLAIRE 2. - Le A-module 10(M) est injectif et le A-homomorphisme 
e, : M + 10(M) est injectif. 

En effet, 10(M) est injectif, puisque EA est injectif O(, p. 16, prop. 9), d'autre part 
e, est injectif puisque EA est cogénérateur. 

COROLLAIRE 3. - Tout A-module est isomorphe à un sous-module d'un A-module 
injectif. 

COROLLAIRE 4. - Pour que le A-module E soit injectg il faut et il sufit que tout 
A-homomorphisme injectif f : E + F possède une rétraction A-linéaire. 

Supposons E injectif et soit f :  E + F un A-homomorphisme injectif. Alors 
Hom, (f, 1,) : Hom, (F, E) + Hom, (E, E) est surjectif ; il existe donc 
r E Hom, (F, E) tel que r 0 f = 1, et r est une rétraction A-linéaire de f .  Inverse- 
ment, il existe un A-module injectif 1 et un A-homomorphisme injectif f : E + 1 
(cor. 2) ; si f possède une rétraction A-linéaire, E est injectif d'après la prop. 9 de X, 
p. 16. 

9. Enveloppes injectives 

DÉFINITION 4. - Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est un couple 
(1, i), où 1 est un A-module injectif et i : M + 1 un homomorphisme possédant la 
propriété suivante : 



(E) pour qu'un sous-module P de 1 soit nul, il faut et il suffit que i-'(P) soit nul. 
Notons que (E) implique que i est injectif. On identifie souvent M au sous- 

module i(M) de 1, et on dit alors que 1 est une enveloppe injective de M. 

E.~enlplo 1 .  Suppcisoiis A intkgrt. et M sails torsion. Soient K le corps des frac- 
tions de A et i : M + K @, M l'homomorphisme canonique. Alors (K @, M, i) 
est une enveloppe injective de M (II, p. 116, prop. 26 et X, p. 17, cor. 2). 

THÉORÈME 2. - Soit M un A-module. 
a) M possède des enveloppes injectives. 
b) Si  (1, i) et (J, j )  sont deux enveloppes injectives de M, il existe un isomorphisme 

f :  1 -+ J tel que f o  i = j. 

On notera que l'homomorphisme f dont l'existence est affirmée dans b) n'est pas uniquement 
déterminé en général. 

a) On peut supposer que M est un sous-module d'un A-module injectif E (X, p. 19, 
cor. 3). Considérons l'ensemble ordonné par inclusion 9 des sous-modules 1 
de E, contenant M, et tels que l'injection canonique i : M + 1 satisfasse à la pro- 
priété (E). Puisque F est inductif, il possède un élément maximal (E, III, p. 20) ; 
soit 1 un élément maximal de F. Il suffit de prouver que 1 est un sous-module fac- 
teur direct de E. Soit N un sous-module de E tel que N n 1 = O, et maximal 
pour cette propriété (un tel N existe d'après loc. cit.). L'homomorphisme composé 

I + E 4 E / N ,  
où u et v sont les homomorphismes canoniques, est injectif; puisque E est injectif, 
il existe donc un homomorphisme w : E/N -+ E tel que w o v o u = u, c'est-à-dire 
w o v(x) = x pour x E 1. Posons 1' = Im (w) = Im (w o v) et soit i' : M + 1' l'in- 
jection canonique. Alors 1 c 1' : pour achever la démonstration, il suffit de prouver 
que i' satisfait à la condition (E) : cela entraîne que 1 = 1' (caractère maximal de 1) 
donc que w o v est un projecteur de E sur 1. 

Soit donc P un sous-module de 1' tel que P n M = O. On a P = M. 0 v(Q), où 
Q est un sous-module de E contenant N ; de plus 

donc Q n 1 = O puisque i : M -t 1 possède la propriété (E). D'après le caractère 
maximal de N, cela implique Q = N, c'est-à-dire o(Q) = O, donc P = O, ce qu'il 
fallait démontrer. 

b) Soient (1, i) et (J, j )  deux enveloppes injectives de M. Puisque J est injectif, 
il existe un homomorphisme f : 1 -+ J tel que f O i = j ;  on a 

i- 1 (Ker j ' )  = Ker j = 0 , 

donc Ker j '= O et f est injectif. Alors f(I) est un sous-module injectif de J, donc 
facteur direct ; puisque j satisfait à (E), cela implique f(1) = J et f est bijectif. 



Remarques. - 1) Soient (1, i )  une enveloppe injective de M et j : M + J un homo- 
morphisme injectif de M dans un A-module injectif J. D'après la démonstration 
ci-dessus, il existe un homomorphisme injectif f : 1 + J tel que f O i = j. 

2) Soit (1, i )  une enveloppe injective de M. Identifions M au sous-module i(M) 
de 1. Pour tout sous-module N de M, il existe un sous-module injectif de 1 qui est 
une enveloppe injective de N (appliquer la remarque 1 a  N). Inversement, tout 
sous-module injectif J de 1 est enveloppe injective de J n M. 

P ~ o ~ o s r r ~ o ~  14. - Soit 1 un A-module injectif non nul. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) 1 est indécomposable (VU, $ 4, nu 8, déf. 3) ;  
(ii) O n'est pas intersection de deux sous-modules non nuls de 1 ; 
(iii) 1 est l'enveloppe injective de tous ses sous-modules non nuls ; 
(iv) l'anneau End, (1) est local (VIII, 4 1, no 4, déf. 4). 

(i) * (iii) : soit M un sous-module non nul de 1. D'après la remarque 2 ci-dessus, 
il existe un sous-module 1' de 1, qui est une enveloppe injective de M. Comme 1' 
est non nul et facteur direct dans 1, on a 1 = 1' si 1 est indécomposable. 

(iii) (ii) : soient E et F deux sous-modules de 1, tels que E r\ F = O. Si E # 0, 
alors 1 est enveloppe injective de E d'après (iii), donc « E n F = O » implique 
« F = O D. 

(ii) * (i) : c'est trivial. 
(IV) * (i) : cela résulte de VIII, $ 1, no 6, prop. 13. 
(i) (iv) : supposons 1 indécomposable. Notons d'abord que tout endomorphisme 

injectif f de 1 est bijectif (puisque f(1) est alors un sous-module facteur direct non 
nul de 1). Par ailleurs, tout endomorphisme f de 1, dont la restriction à un sous- 
module E non nul de 1 est injective, est injectif (en effet, puisque (i) * (iii), 1 est 
enveloppe injective de E, donc « E n Ker f = O » implique « Ker f = O D). 
Cela étant, soit f u n  élément non inversible de End,(M); d'après VIII, 9: 1, nu 4, 
prop. 9, il s'agit de prouver que 1 - f est inversible. Comme f n'est pas injectif, 
on a Ker f # O ; comme la restriction de 1 - f a  Ker f est injective, 1 - f est injectif, 
donc bijectif. 

COROLLAIRE 1. - La relation « 1 est une classe de A-modules injectifs indécompo- 
sables » est collectivisante. 

En effet, d'après (iii) tout A-module injectif indécomposable est enveloppe injec- 
tive d'un A-module monogène. 

COROLLAIRE 2. - Soient M un A-module, 1 une) cwi,rlopp itljectivr dc~ M .  Pour qllcl 
1 .\oit in(licomposable, il ,faut et il suffit que O ne soit pas intersection de deus sous- 
modules non nuls de M .  

La condition est nécessaire d'après la prop. 14 ((i) (ii)). Inversement, si 1 est 
somme directe des sous-modules non nuls 1, et I,, on a : 

1, n M # O ,  1, n M # O et ( I l  n M)  n (1, n M) = O .  



Exemple 2. - Si A est commutatif et nœthérien, les A-modules injectifs indécompo- 
sables sont exactement les enveloppes injectives des modules A!p où p est un idéal 
premier (X, p. 171, exercice 27). 

10. Structure des modules injectifs 

Lemme 4. - Soient M un A-module ncethérien non nul, 1 une enveloppe injective de M .  
Alors 1 possède un sous-module injectif indécomposable. 

On peut évidemment supposer que M est un sous-module de 1. Soit N un sous- 
module de M, tel que 1 ne soit pas une enveloppe injective de N et maximal pour 
cette propriété. D'après la remarque 2 (X, p. 21), il existe un sous-module I l  de 1 
qui est une enveloppe injective de N ; alors I l  est facteur direct dans 1, soit J un 
supplémentaire. On a J # O, montrons que J est indécomposable. Si J' est un sous- 
module facteur direct non nul de J, on a J' n M # O et 

Le sous-module N' = (JI n M )  + N de M est somme directe de J' n M et N, 
donc contient strictement N. Par ailleurs N' est contenu dans le sous-module J1+I1 
de J, qui est somme directe de J' et I l ,  donc injectif. D'après le caractère maximal 
de N, cela implique J '  + I l  = 1, donc J' = J, et J est indécomposable. 

Notons 4 l'ensemble (X, p. 21, cor. 1) des classes de A-modules injectifs indé- 
composables. 

Rappelons (X, p. 17, cor. 1) que, si A est nœthérien à gauche, tout A-module 
somme directe de A-modules injectifs est injectif. 

THÉORÈME 3. - Soit 1 un A-module injectif. 
u )  Si 1 est l'enveloppe injective d'un A-module nethérien M ,  1 est somme directe 

d'une famille $nie de sous-modules (injectifs) indécomposables. 
b) S i  A est nethérien à gauche, 1 est somme directe d'une jamille de sous-modules 

(injectifs) indécomposables. 
c) S i  1 est somme directe de sous-modules (injectifs) indécomposables, il existe 

une famille de cardinaux ( a E ) E ,  ., et une seule, telle que 1 soit isomorphe à 

Notons d'abord que c) résulte de la prop. 14 (X, p. 21) et de V111, 5 1, no 7, théo- 
rème 2. Démontrons a) .  

Soit N un sous-module de M dont les enveloppes injectives soient somme directe 
d'une famille finie de sous-modules indécomposables, et maximal pour cette pro- 
priété (il en existe puisque M est nœthérien). D'après la remarque 2 (X, p. 21), il 
existe un sous-module 1, de 1 qui est une enveloppe injective de N. Si I l  = 1, la 



démonstration est achevée; sinon, soit J un supplémentaire de Il  dans 1. Alors J 
est enveloppe injective du module nœthérien J n M (loc. cit.), donc possède un 
sous-module injectif indécomposable J' (lemme 4). Alors Il + J' est injectif, somme 
directe d'une famille finie de sous-modules indécomposables, et enveloppe injective 
du sous-module (1, + J') n M de M qui majore strictement N, d'où une contra- 
diction. 

Supposons A nœthérien à gauche et démontrons b). Soit X l'ensemble somme 
des ensembles Hom, (E, 1) pour E E 9. A chaque partie Y de X associons un 
A-module E, et un A-homomorphisme f, : Ey + 1 de la façon suivante : Y est 
la somme d'une famille (Y(E)),, , où Y(E) c Hom, (E, 1), on pose 

et la composante de f sur le facteur direct de Ey correspondant à l'élément y de 
Y(E) c Hom, (E, 1) est y : E + 1. Soit Y une partie de X, telle que fy soit injectif 
et que Y soit maximal pour cette propriété (une telle partie existe d'après E, III, 
p. 20) ; il suffit de prouver que fy est bijectif. Sinon, soit J un supplémentaire du 
sous-module injectif Im ( fy) de 1 ; puisque J est non nul, il possède un sous-module 
nœthérien non nul (parce que A est supposé nœthérien), donc aussi un sous-module 
injectif J' non nul enveloppe injective d'un module nœthérien. D'après a) ,  J' est 
somme directe d'une famille finie non vide de sous-modules indécomposables. Il 
existe donc une partie finie Y non vide de X telle que fy applique bijectivement 
EyI sur Ji. Comme Im (f,) n J' = O, on a Y n Y' = et fy,  est injectif; 
cela contredit le caractère maximal de Y et achève la démonstration. 

4 2. COMPLEXES DE A-MODULES 

Dans ce paragraphe, on désigne par A un anneau. Lorsque nous parlerons de A. 
modules sans préciser, il sera toujours question de A-modules a gauche. 

Nous appellerons modules gradués les modules gradués de type Z (II, p. 164). 
S i  M est un A-module gradué, de graduation (Mn),,,, on pose Mn = M-, et on 
dit que Mn (resp. Mn) est la composante homogène de degré descendant n (resp. 
de degré ascendant n)  de M. Si u : M + N est un homomorphisme gradué de degrép 
de A-modules gradués (II, p. 166), on note un : Mn + Mn+, (resp. un : Mn -+ Mn-P) 
I'homomorphisme déduit de u ; on l'appelle la composante homogène de degré des- 
cendant (resp. ascendant) n de u ; on dit aussi que u est de degré descendant p ou de 
degré ascendant - p. 

1. Complexes de A-modules 

DÉFINITION 1. - Un complexe dzflérentiel de A-modules est un couple (C, d )  formé 
d'un A-module gradué C et d'un endomorphisme d : C + C gradué de degré des- 
cendant - 1 et tel que d o  d = 0. 



0 1 1  dit aussi complexe de A-modules, ou A-complexe, ou complexe. On écrit 
souvent C au lieu de ( C ,  d )  ; l'endomorphisme d s'appelle la diférenzielle du 
complexe (C,  d ) ,  ou par abus de langage de C .  

Si C ,  (resp. Cn) est la composante homogène de degré descendant (resp. ascendant) 
n de C ,  la donnée de d équivaut à celle de la suite d'homomorphismes 

resp. 

telle que d, o d, +, = O pour tout n E Z (resp. d" o dn-' = O pour tout n E Z). Par 
abus de langage, on appellera aussi complexe la donnée d'une telle suite de A- 
modules et d'homomorphismes. 

On remarquera, à titre mnémotechnique, que lorsqu'on « suit le sens des flèches » dans les 
diagrammes (1) et (l'), le degré descendant diminue et le degré ascendant augmente. 

Tout A-module gradué sera tacitement considéré comme un complexe en le 
munissant de la différentielle nulle ; les complexes ainsi obtenus seront appelés 
complexes à dzflérentielle nulle. En particulier, tout A-module M sera muni de 
l'unique structure de A-complexe telle que Mo = Mo = M. Le complexe (C,  d )  
est dit nul si C est réduit à O. Dans la suite, on note O un complexe nul, choisi une 
fois pour toutes. 

Adjoignons à l'ensemble ordonné Z deux éléments notés - cc et + co ; notons 
S l'ensemble obtenu, et munissons-le de la relation d'ordre prolongeant celle de Z 
et telle que - cc < n < + cc pour tout n E Z ; toute partie de Z possède une 
boriie inférieure et une borne supérieure. 

Soit C un complexe ; on appelle bornes droite et gauche de C les éléments 
b,(C) et bg(C) de Z définis par 

On dit que C est nul à droite si bd(C) 2 0, borné à droite si bd(C) # - co, nul à 
gauche si bg(C) < 0, borné à gauche si b,(C) # + cc ; on dit que C est borné si 

On appelle longueur de C et on note l (C)  l'élément de Z défini comme suit : 
si C est nul, 1(C) = - co ; si C est borné et non nul l(C) = b,(C) - bd(C);  si C 

' Les mots de droite et gauche sont relatifs à la description de C a l'aide des diagrammes (1) et (1'). 
On ne confondra pas la notion de longueur du complexe (C, d) et celle de longueur du module C 

( I I ,  p. 21). 



n'est pas borné, l(C) = + x. * Avec les conventions de TG, IV, p. 13-17, on a 
toujours l(C) = b,(C) - b,(C). , 

Par exemple, si k composantes consécutives de C sont non nulles, les autres étant nulles, on 
a l (C)  = k - 1 si k > O, I(C) = - cc si k = 0. 

On dit que le complexe (C ,  d )  est libre, projectif, plat, injectif, si chacun des 
modules C ,  l'est. On notera que le complexe (C, d )  est projectif ou plat si et seule- 
ment si le module C l'est ( I I ,  p. 39, prop. 3 et X, p. 8, prop. 4), mais que C peut 
être libre sans que le complexe (C ,  d )  le soit (puisqu'un facteur direct d'un module 
libre n'est pas toujours libre), de même que (C,  d )  peut être injectif sans que C 

2 le soit (X, p. 170, exercice 21). 

Soit (C,  d )  un complexe. On pose Z(C,  d )  = Ker (d ) ,  B(C, d )  = Im ( d )  ; ce 
sont des sous-modules gradués de C ,  appelés respectivement le module des cycles 
et le module des bords de (C ,  d )  ; les composantes homogènes de Z(C,  d )  et B(C, d )  
se notent Z,(C, d )  = Z-"(C, d ) ,  B,(C, d )  = B-"(C, d )  ; on a Z,(C, d )  = Ker (d,), 
B,(C, d )  = Im (d,+ ,), Zn(C, d )  = Ker (dn),  Bn(C, d )  = Im (dn- ' ) .  

Puisque d o  d = O ,  -on a B(C) c Z ( C ) ;  deux cycles sont dits homologues si leur 
différence est un bord ; le module gradué quotient H(C, d )  = Z(C,  d) /B(C,  d )  est 
appelé le module d'homologie de (C,  d )  ; ses éléments sont les classes d'homologie ; 
ses composantes homogènes sont notées H,(C, d )  = H-"(C, d ) .  

Exemple. - Si C est à différentielle nulle, on a Z(C) = C,  B(C) = O et H(C) s'iden- 
tifie canoniquement à C .  

On a des suites exactes, dites canoniques 

où 6, et 6, sont déduits de d,. Par combinaison de (IV,) et (11,- ,), on obtient la 
suite exacte 

(v,> O + H,(C) -+ C,/B,(C) + Zn-,(C) + H,-,(C) + O ,  

qui s'écrit aussi, changeant n en - n 

DÉFINITION 2. - Soient (C, d )  et (C',  d ' )  deux complejes. Un morphisme ' de (C ,  d )  
dans (C',  d')  est un A-homomorphisme gradué u de degré O de C dans C' tel que 

d ' o u  = u o d .  

l Ou morphisme de degré O (cf X ,  p. 81). 
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Pour tout n, on a donc dn o un = u n - ,  o d, et d'" o un = un+ l o dn. On a 

et on note Z(u) : Z(C)  + Z(Ct) ,  B(u) : B(C) -+ B(C1), H(u) : H(C) + H(Cf) ,  les 
homomorphismes de A-modules qu'on en déduit; les composantes homogènes 
de ces morphismes sont notées Zn(u), Zn(u), ... 

Si v est un autre morphisme de (C ,  d )  dans (Cr ,  d'), alors u + v est un morphisme 
de (C ,  d )  dans ( C f ,  d'), et on a 

De même, si A est une algèbre sur un anneau commutatif k, et si 1 E k, alors 1u 
est un morphisme de (C,  d )  dans (C',  d') et on a 

Si ut : ( C f ,  d') -+ (C", d") est un autre morphisme de complexes, alors u' o u est 
un morphisme de (C,  d )  dans (Cu, d u )  et on a 

Il est clair qu'un morphisme bijectif est un isomorphisme. 

DÉFINITION 3. - Soient (C,  d )  et ( C f ,  d') deux complexes. Un homologisme (ou yuasi- 
isomorphisme) de (C,  d )  dans (C',  d')  est un morphisme u de (C,  d )  dans (Cl, d ' )  
tel que H(u) soit bijectif. 

Tout isomorphisme est un homologisme, tout morphisme composé d'homolo- 
gismes est un homologisme. 

On dit que (C ,  d )  est d'homologie nulle si H(C) = 0, c'est-à-dire si l'unique mor- 
phisme de complexes O -, C (resp. C + 0 )  est un homologisme. On dit que (C ,  d )  
est acyclique en degré descendant n (resp. en degré ascendant n) si H,(C) = O 
(resp. W ( C )  = O).  

Soient (C ,  d )  un complexe et p E Z. On appelle p-ième translaté de ( C ,  d )  le 
complexe (C(p),  d(p))  obtenu comme suit : C(p)  est le A-module obtenu par déca- 
lage de p de la graduation de C (II, p. 163, exempie 3), de sorte que 

en particulier C(p) ,  = C ,  ; on notera aussi que C est la somme directe de ses sous- 
modules gradués C,(- p), p E Z (resp. CP(p), p E Z) .  On pose d(p) = (-  l)P d. 
On a Z(C(p))  = Z(C)  (p l ,  B(C(p)) = W C )  ( P )  et H(C(P)) = W C )  (PI. 

Par exemple, d est un morphisme de complexes de C dans C ( -  1 )  et 

H(d) : H(C) 4 H(C)  ( -  1) 

est nul .  



Pour tout morphisme de complexes u : (C, d) + (C', d'), et tout p E Z, u est 
aussi un morphisme de (C(p), d(p)) dans (C1(p), dr(p)) ; on le note parfois u(p) 
et on a 

U(P)~ = Un+ , u(p)" = un- P . 

2. Opérations sur les complexes 

Sur l'ensemble A x A, les deux lois 

(a, b) + (a', b') = (a + a', b + b') 

(a, b) (a', b') = (au', ab' + bu') 

définissent une structure d'anneau, notée A(&), d'élément unité 1 = (1, 0) ; I'injec- 
tion a H (a, 0) = a l  permet d'identifier A à un sous-anneau de A(&) ; le module A(&) 
est libre de base { 1, E ) où = (O, 1) ; on a 8' = O et E est central dans A(&). 

Lorsque A est commutatif, A(&) est une algèbre de nombres duaux sur A (III, p. 15). 
Munissons A(&) de la graduation d'anneau (II, p. 164) pour laquelle = A. 1, 

A(&)- = A . E  et A(&), = O pour n # 0, - 1. Il est clair que se donner une struc- 
ture de A-complexe sur un ensemble C revient à se donner sur C une structure de 
A(&)-module gradué, la différentielle d correspondant à l'homothétie E, ; de même 
les morphismes de complexes correspondent aux homomorphisrnes gradués de 
degré O de A(&)-modules gradués. Les espèces de structure de A(&)-modules gradués 
et de A-complexes sont donc équivalentes (E, IV, p. 9-10). Nous utiliserons ce fait 
pour transporter à la théorie des complexes, les notions usuelles de la théorie des 
modules gradués. 

A la notion de sous-A(&)-module gradué correspond celle de sous-complexe : 
un sous-complexe du complexe (C, d) est donc un sous-module gradué Cf  de C 
tel que, pour tout n E Z, d,(C,!,) c CA- ; si on note d' le A-homomorphisme gradué 
de C' dans C' déduit de d, alors (C', d') est une structure de complexe, dite induite 
par (C, d). Sauf mention expresse du contraire, tout sous-complexe sera muni 
de la structure induite. 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter de même les notions de complexe- 
quotient, suite exacte de complexes, noyau, conoyau, image d'un morphisme de 
complexes, suivant le dictionnaire ci-dessous : 

A(&)-module gradué quotient 

noyau, conoyau, image d'un A(&)- 
homomorphisme gradué de degré O 

suite exacte de A(&)-modules gra- 
dués et d'homomorphismes gra- 
dués de degré O 

= complexe quotient, 

- - noyau, conoyau, image d'un morphisme 
de complexes, 

= suite exacte de complexes. 
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Par exemple, les suites exactes canoniques du no 1 donnent des suites exactes de 
complexes, dites canoniques 

On définit de même les notions de somme directe de complexes, système inductif 
de complexes, limite inductive d'un système inductg de complexes. 

Soit (Ci, di) une famille de complexes. On appelle produit de cette famille et on 
note (Ci,  di) le complexe (C ,  d) obtenu comme suit : 

i e 1  

a )  pour chaque n E Z ,  C ,  est le A-module produit n (Ci), des composantes 
i e 1  

homogènes (Ci), des complexes donnés, 
b) pour chaque n E Z ,  d, : C ,  -, C,- , est le A-homomorphisme de compo- 

santes (di), 
Lorsque 1 est fini, n (Ci, di) est égal à @ (Ci, di). On prendra garde qu'en général, 

i e I  i e I  

le A-module sous-jacent au complexe produit n (Ci, di) n'est pas le A-module 
i s 1 

produit n Ci. 
i e I  

Considérons une famille (resp. un système inductif filtrant) (Ci)i ., de complexes. 
Soit C la somme directe (resp. la limite inductive) des Ci, et soient ai : C i  -. C 
les homomorphismes canoniques. Alors les H(ai) : H(Ci) -, H(C) définissent un 
homomorphisme gradué de degré 0,  dit canonique, de @ H(Ci) (resp. & H(Ci)) 

i € 1  ; F I  .-. 
dans H(C). De même, les projections canoniques n Ci + Ci définissent un homo- 

i € 1  

morphisme gradué de degré 0,  dit canonique, de H ( n C i )  dans D(H(C,)).  

PROPOSITION 1 .  - Pour toute famille de complexes (Ci)ie ,, les homomorphismes 
canoniques 

(2)  O H(CJ -t H ( O  ci) , H ( n  Ci) + n H(Ci) 
i s l  i e 1 i € 1  i s l  

sont bijectifs. 
Pour tout système inductifJihant de complexes (Ci),,,, l'homomorphisme cano- 

nique 

(3) + lim H(Ci) -+ H(1im Ci)  + 
i e I  i o l  

est bijectif. 
Cela résulte aussitôt de II, p. 14, cor. 1 à la prop. 7, p. 11, cor. à la prop. 5, et p. 91, 

prop. 3. 



3. L'homomorphisme de liaison et la suite exacte d'homologie 

Dans ce numéro, on considère une suite exacte de complexes 
0- C ' A  C a  C"+ O ;  

notons par la même lettre d les différentielles de C ,  C' et C". 
Soit T l'ensemble des x E C tels que d.x E lm (u )  ; pour x E T ,  on a 

- 1 
d ( i l ( d x ) )  = u (dd(x)) = O , 

donc z ( d x )  E Z(C1) ; on a aussi dv(x) = v(dx) E Im (v 0 u) = O, donc o(x) E Z(C") ; 
considérons alors l'application linéaire cp : l- -t H(CU) x H(C1) qui applique tout 

élément x E I- sur la classe de (v(x), ul(dx)).  

Lemme 1 .  - L'image cp(T) de r dans H(Cn) x H(C1) est le graphe d'un A-homo- 
morphisme gradué de degré - 1 de H(C") dans H(Cr). 

a )  Si x E r et si v(x) E B(CU), alors i l ( d x )  E B(C') : il existe en effet z" E C" tel 
que ~ ( x )  = dz", puis z E C tel que z" = v(z), donc v(x) = v(dz), puis t' E C' tel 

que x - dz = u(tl) ,  ce qui donne dx = u(dtf), donc ' ( d x )  = dt' E B(Cf) .  
b) Tout élément de Z(C1') ést l'image par v d'un élément x de C tel que ~ ( d x )  = 0, 

i.e. dx E Im u, c'est-à-dire tel que x E r. 
c) Il résulte de a)  et b) que cp(T) est bien un graphe fonctionnel ; comme cp est 

bihomogène de bidegré (0, - l), cela achève la démonstration. 

L'homomorphisme gradué de degré - 1 de H(C") dans H(Cr) ainsi défini s'ap- 
pelle l'homomorphisme de liaison relatif à la suite exacte (u,  v) ; on le note ô(u, ü) 

ou du,,  ou simplement a. Ses composantes homogènes sont notées 

Par définition, pour construire l'image d'une classe a E H,(C") par d ,  on choisit 
un cycle z" E Z,(C") dans la classe a ,  puis un élément x de C, tel que v(x) = z" ; 
alors dx est de la forme u(tl) ,  t' E CA- l ,  et d(a) est la classe d'homologie de t ' .  

En termes de correspondances, d,(u, v) s'obtient donc à partir de la correspon- 
- 1 - 1 

dance un- ,  o d, o v, entre C i  et CA- ,, par passage aux sous-ensembles Z,(C1') 
et Zn-,(Cl), puis à leurs quotients H,(C1') et H,-,(Cl). Cela montre notamment 
que, si on remplace C ,  C',  Cu ,  u, v par C(p) ,  C1(p),  Ct'(p), u(p), v(p), on a 

(4) +(PI, U W )  = (-  uP a ( ~ ,  U )  ; 

de même, si il et p sont deux éléments inversibles du centre de A, on a 

( 5 )  . ~ ( A U , ~ ~ ) = A - ~ ~ - ~ ~ ( U , U ) .  

On peut aussi relier ô(u, v) au diagramme du serpent ( X ,  p. 4). D'après loc. cit., 
prop. 2, les suites 

O - Z,(C1) ---, Z,(C) = Z,(CU) 



où in et ün sont déduits de u et L), sont exactes. Utilisant les suites exactes cano- 
niques (V,), on obtient un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes 

L'homomorphisme Hn(Cr') 4 Hn- ,(Cl) associé à ce diagramme (loc. cit., prop. 2,  
(iii)) coïncide par construction avec dn(u, v). Cela entraîne en outre que la suite 
d'homomorphismes (Hn(u), H,(v), &(u, v), Hn-,(u), Hn-,(v)) est exacte; par 
conséquent : 

THÉORÈME 1 .  - La suite illimitée d'homomorphismes de A-modules 

8 ° C  1(",4 H (4 ... + Hn+,(CU) - Hn(C1) ---* Hn(C) Hn(a) + Hn(C!!) 

est exacte. 
Cette suite s'appelle la suite exacte d'homologie associée à la suite exacte (u, v) ; 

on l'écrit parfois sous la forme d'un triangle exact de A-modules 

COROLLAIRE 1. - Si deux des complexes C ,  C' ,  C" sont d'homologie nulle, le troi- 
sième l'est aussi. Pour que u (resp. v) soit un homologisme, il faut et il sufit que C" 
(resp. Cl) soit d'homologie nulle. Pour que ô(u, v) soit bijectif, il faut et il suffit que C 
soit d'homologie nulle. 



COROLLAIRE 2. - Soit u un morphisme de complexes. Si Ker u et Coker u sont 
d'homologie nulle, alors u est un homologisme. 

En effet, soit u : E -+ E' un morphisme de complexes. Si Ker u (resp. Coker u) 
est d'homologie nulle, alors le morphisme canonique E -, Im u (resp. Im u + E') 
est un homologisme d'après le corollaire 1. 

PROPOSITION 2. - Considérons un diagramme commutatif de complexes à lignes 
exactes 

0 - C ' A c -  C" - O 

AIOYS H ( ~ O  a(u, Ü) = a(u,, v,) ~ ( f ' ! ) .  
Soit a'' E H ( C ) ;  soient z" un cycle de classe a" et x un élément de C tel que 

v(x) = z " ;  on a 

= H( f ') (u-'(dx)) = (H( f ') o d,,,) (a") . 

Exemple. - Soit C un complexe. Considérons la suite exacte canonique 

et soit i : B(C) + Z(C) l'injection canonique. Alors l'homomorphisme de liai- 
son a(j ,  6) : H(B(C)) (- 1) -+ H(Z(C)) (- 1) s'identifie à H(i) (- l), comme on 
le vérifie aussitôt. Comme H(6) = O, la suite exacte d'homologie associée à (1) se 
décompose en les suites exactes courtes 

* Applications : 

1) Homologie singulière 

Soit A un anneau. Pour tout espace topologique X, on définit le complexe singulier C(X, A) 
de X à coefficients dans A de la façon suivante : 

Dans R(N), notons (en) la base canonique ; on appelle n-simplexe canonique l'enveloppe convexe 
A, de { e,, . .., en }. Pour i E { 0, . . ., n }, on définit l'application affine ii : A,-, + A, par ii(e,)=ek 
pour k i i et ii(ek) = e,, , pour k > i. On note C,@, A) le A-module , où Z,(X) est 
l'ensemble des applications continues de A, dans X ; pour n < O, on pose C, = O. Pour 
i E { O, ..., n }, on définit l'application linéaire a,,i : C,(X, A) + C,-,(X, A) par Ônni(es) = e ,,,, 
pour s E Z,(X), et on pose d,, = Z (-  1)' Ônsi .  On vérifie que 

est un complexe. Son homologie est appelée l'homologie singulière de X à coefficients dans A 
et se note H(X, A) ou simplement H(X). 

Si Y est un sous-espace de X, on note C(X, Y, A) le complexe quotient C(X, A)/C(Y, A), et 
H(X, Y, A) son homologie. Il résulte du théorème 1 que Son a une suite exacte : 
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2) Complexes cellulaires finis 

Soit X un espace topologique séparé. Une décomposition cellulaire finie de X est donnée par 
une suite croissante (X,),,, de sous-espaces fermés de X satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) X, = @ pour n < O ; 
(ii) il existe un N tel que X, = X (donc X, = X pour n z N) ; 
(iii) pour tout n, l'espace X, - X,-, n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, appelées 

cellules de dimension n ; 
(iv) pour tout n, et pour toute composante connexe C de X, - X,- ,, il existe un homéomor- 

phisme de la boule euclidienne ouverte 6, de dimension n (TG, VI, p. 10) sur C qui se prolonge 
en une application continue de la boule fermée dans X. 

On peut montrer que ces conditions entraînent que H,(X,, X,- ,, A) est un A-module libre T, 
de rang égal au nombre de cellules de dimension n, et que Hi(X,, X,- ,, A) = O pour i Z n. On 
a C(X,, X,- ,, A) = C(X,, X,-,, A)/C(X,- ,, X,-,, A), d'où une suite exacte 

comportant un homomorphisme de liaison d,, : T, + T,-,. On a d, o d,+ , = O, ce qui permet 

de définir un complexe I' : ... + T, A T,-, -, ... . 
La suite exacte 

montre par récurrence sur p que H,(Xp) = O pour p < n, que H,(X,) = Ker (d, : T, + T,-,) 
et que H,(Xp) = HJT) pour p > n. En particulier H,(X) s'identifie à H,(T). 

Exemple. - Considérons le produit de sphères S2 x S2 et l'espace projectif complexe P2(C). 
Soit b E S,, on définit une décomposition cellulaire (Y,) de Y = S2 x S2 en posant 

cette décomposition comporte une cellule de dimension O, deux de dimension 2 et une de dimen- 
sion 4. Les différentielles du complexe associé sont nécessairement nulles, donc Ho(Y), H2(Y) 
et H,(Y) sont libres de rang 1, 2 et 1 respectivement, et H,(Y) = O pour n 4 { 0, 2, 4 }. 

On obtient une décomposition cellulaire (Zn) de P2(C) en posant 

l'espace P,(C) étant plongé dans P2(C) (TG, VIII, p. 20), et c étant un point de P,(C) ; cette 
décomposition comporte une cellule de dimension 0, une de dimension 2 et une de dimension 4. 
Ici encore les différentielles du complexe sont nécessairement nulles, et il en résulte que H,(P2(C)) 
est isomorphe à A pour n E { 0, 2, 4 ) et à O sinon. 

Comme les modules d'homologie en degré 2 des deux espaces considérés sont libres de rang 2 
et 1 respectivement, ces espaces ne sont pas homéomorphes. , 

4. Homotopies 

DÉFINITION 4. - Soient (C, d) et (C' ,  d ' )  deux complexes, f et g deux morphisme.\ 
de C dans C'. On appelle homotopie reliant f à g tout A-homomorphisme gradué s 
de degré 1 de C dans C' tel que g - f = d' o s + s 0 d.  

O n  dit que f et g sont homotopes, s'il existe une homotopie reliant f à g. 
Si h est un troisième morphisme de C dans C' et si s (resp. t )  est une homotopie 

reliant f à g (resp. g à h),  alors s + t est une homotopie reliant f à h ; par suite, la 



relation « f et g sont deux morphismes homotopes de C dans C' » est une relation 
d'équivalence, dont les classes sont appelées les classes d'homotopie de morphismes 
de C dans C'. 

* Etant donnés deux espaces topologiques X et Y, et une application continue f : X + Y, on 
définit une application linéaire f, du complexe singulier (cf: no 3) C(X, A) dans C(Y, A) en posant 
f,(e,) = e,,, pour s E L,(X). Cette application est un morphisme de complexes. 

Deux applications continues f et g de X dans Y sont dites topologiquement homotopes s'il 
existe une application continue h de (O, 1) x X dans Y telle que h(0, x) = f(x) et h(1, x) = g(x) 
pour tout x E X. On montre que, si f et g sont topologiquement homotopes, les morphismes f, 
et g, sont homotopes au sens de la définition 4 ci-dessus. C'est ce fait qui est a l'origine de la 
terminologie utilisée en algèbre. * 

P R O P O S ~ O N  3. - S i  f et g sont deux morphismes homotopes de C dans C ' ,  alors 
H ( f  = H ( d .  

Soit s une homotopie reliant f à g. On a 

( g  - f )  (Z(C)) = (d' o s + s o d )  (Z(C)) = (d' o S )  (Z(C)) c B(C1) , 

donc H ( y  - j ' )  = O et H(g)  = H ( f ) .  

COROLLAIRE. - Un morphisme homotope à un homologisme est un homologisme. 

PROPOSITION 4. - Soient C ,  C' ,  D, D' quatre complexes, f : C + C', g : C -+ C', 
u : D + C ,  v : C' -+ D' quatre morphismes. S i  s est une homotopie reliant f à g ,  
alors t. O s O u est une homotopie reliant v o f  o u à v o g o u. Si f et g sont homotopes, 
v o f  o u et v o g 0 u le sont aussi. 

C'est clair. 

COROLLAIRE. - Soient C ,  C',  C" trois complexes, j'et g deux morplzismes de C dm., Cf, 
f ,  et g ,  deux morphismes de C' dans C". S i  s et s, sont des homotopies reliant f à g 
et f ,  à g, respectivement, alors s ,  0 f + g ,  0 s est une homotopie reliant f ,  o f  à g l  0 g.  
S i  f et f ,  sont homotopes à g et g ,  respectivement, alors f ,  0 f est homotope à g ,  0 g .  

En effet, s ,  0 f relie f ,  0 f à g,  0 f et gl 0 s relie g ,  o f  à g1 0 g. 

DÉFINITION 5. - Un morphisme de complexes f : C -+ C' est appelé un homotopisme 
s'il existe un morphisme f '  : C' -+ C tel que f '  o f  et f o f' soient homotopes à 1 ,  
et l,, respectivement. 

Il est clair que f '  est alors aussi un homotopisme ; on dit aussi que f '  est réciproque 
de f à homotopie près. Si f' et f i  sont tous deux réciproques de f à homotopie près, 
alors f '  et f i  sont homotopes (en effet d'après le corollaire précédent, f ;  = f i  o l,, 
est homotope à f i 0  f o f ' ,  donc à 1,of' = f ' ) .  

PROPOSITION 5. - Un homotopisme est un homologisme ; un morphisme composé 
d'homotopismes est un homotopisme. Un morphisme homotope à un homotopisme 
est un hornotopisme. 

Soient f : C + C' et f ,  : C' + C des homotopismes de complexes, f '  : C' + C 
et f i  : C" + C' des morphismes réciproques à homotopie près. On a 



et de même H( f )  o H( f ') = 1,(,,,, donc H( f )  est bijectif et f est un homologisme. 
D'autre part, ( f '  o f i )  o ( f ,  o f )  est homotope à f '  o 1,. o f  (prop. 4), donc à 1, ; 
de même, ( f1 o f )  o ( f '  o f i )  est homotope à l,,, et f1  o f  est un homotopisme. Enfin, 
si g : C -+ C' est un morphisme homotope à f, f '  o g est homotope à f '  o f ,  donc 
à 1, ; de même, g o f '  est homotope à f o f ', donc à l,, et g est un homotopisme. 

COROLLAIRE. - Soient C, C', D, D' quatre complexes, f : C -, C' un morphisme, 
u : D -+ C et v : C' -, D' des homotopismes. Pour que v o f  o u soit un homotopisme 
(resp. un homologisme), il faut et il suffit que f en soit un. 

Si f est un homotopisme (resp. un homologisme), alors v o f  o u est composé 
d'homotopismes (resp. d'homologismes), donc en est un. Inversement, soit ü et ü 
des morphismes réciproques de u et v à homotopie près ; alors üo (v o f  O U )  O ü 
est homotope à f d'après la prop. 4 ;  d'où la conclusion d'après la prop. 5, et le 
corollaire de la prop. 3. 

On dit que le complexe C est homotope à zéro si 1, est homotope à l'application 
nulle, c'est-à-dire s'il existe un A-endomorphisme gradué s de degré 1 de C tel 
que 1, = s o d + d o  S. Cela revient aussi à dire que l'unique morphisme O + C 
(resp. C -, 0) est un homotopisme. Un complexe homotope à zéro est d'homologie 
nulle (prop. 5). 

Exemple. - Soient u : M -+ N et v : N -+ P des homomorphismes de A-modules 
tels que v O u = O ; soit C le complexe tel que C, = M, Cl = N, Co = P, C i  = O pour 
i # 0, 1,2, d,  = u, dl = v, di = O pour i # 1,2. Alors C est d'homologie nulle 
si et seulement si la suite O + M 3 N = P + O est exacte. II est homotope à zéro 
si et seulement si cette suite est scindée. En effet, dire que C est homotope à zéro 
signifie qu'il existe des A-homomorphismes s : P -+ N et t : N + M tels 
que v O s = l,, s o v + u o t = l,, t o u = 1, ; cela implique que la suite est scindée ; 
inversement si s est une section A-linéaire de v, on définit t par u o t = 1, - s 0 v, 
ce qui est possible puisque v O (1, - s O v) = v - v O s O v = 0. 

5. Complexes scindés 

PROPOSITION 6. - Soit (C, d )  un complexe. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) il existe un homotopisme de (C, d )  sur (H(C), O) ; 
(ii) il existe un A-endomorphisme s de C, gradué de degré 1 ,  tel que d = d o  s o d ;  
(iii) B(C) et Z(C) sont des sous-modules facteurs directs de C ; 
(iv) (C, d) est somme directe de sous-complexes qui sont soit de longueur O, soit 

de longueur 1 et d'homologie nulle. 

(i) +- (ii) : soit <p : C + H(C) un homotopisme; il existe alors un morphisme de 
complexes $ : H(C) -+ C et un endomorphisme s de C, gradué de degré 1 tel que 
$ o < p =  1 , - s o d - d o s . O n a d o $ = $ o O = O , d o n c  

O = d o $ o < p  = d - d o s o d  - d o d o s  = d - d o s o d ,  d'où(ii). 



(ii) a (iii) : soit s comme dans (ii). Alors do  (lc - s O d)  = O, donc 1, - s O d 
est un projecteur de C sur Z(C), et (d O s) O d = d, donc d O s est un projecteur de C 
sur B(C). 

(iii) (iv) : pour chaque n E Z, posons Zn = Z,(C), B, = B,(C) et choisissons des 
sous-modules K, et BA de C, tels que C, = BA O Zn, Zn = K, O B,. Alors 

sont des sous-complexes de (C, d) ; on a (C, d) = @ (E,, @ F(,,) ; chaque E,, est, 
n s Z  

soit nul, soit de longueur O, chaque F,, est soit nul, soit de longueur 1 et d'homo- 
logie nulle, d'où (iv). 

(iv) a (i) : il suffit de remarquer que (i) est satisfait lorsque C est de longueur zéro, 
ou d'homologie nulle et de longueur 1. 

DÉFINITION 6. - Un complexe C est dit scindé s'il satisfait aux conditions équivalentes 
de la prop. 6. 

Un endomorphisme s de C satisfaisant à la condition (ii) de la prop. 6 est appelé 
une scission de C. 

Exemples. - 1) Un complexe à différentielle nulle est scindé. 

2) Les complexes homotopes a zéro sont les complexes scindés d'homologie nulle, 
i.e. les complexes C tels que H(C) = O et que Z(C) soit facteur direct dans C. 

3) Soient f : M + N un homomorphisme de A-modules et C le complexe tel que 
Cl  = M, Co = N, Ci = O pour i # O, 1, dl = f, di = O pour i # 1. Alors C est 
scindé si et seulement si Ker f est facteur direct dans M et Im f facteur direct dans N. 

4) Le complexe C est scindé dès que B(C) et H(C) sont projectifs (resp. dès que 
B,(C) et H,(C) sont injectifs pour chaque n). En effet, d'après les suites exactes (1,) à 
(IV,) du no 1, Z(C) est alors facteur direct dans C et B(C) facteur direct de Z(C) 
(resp. B(C) est facteur direct dans C et Z(C)/B(C) facteur direct dans CIB(C)). 

5) En particulier, si A est principal, un complexe libre C est scindé si et seulement si 
H(C) est libre (c'est-à-dire H,(C) libre pour tout n E Z). 

Remarque. - a) Supposons que la suite exacte canonique de A-modules gradués 

soit scindée (cela a lieu par exemple si H(C) est projectif, ou R,(C) injectif pour chaque 
n) ; soit o : H(C) + Z(C) une section A-linéaire graduée de TC, et soit $ I'homomor- 
phisme x H o(x) de H(C) dans C. Alors 9 est un homologisme de (H(C), O) dans C, 
tel que H($) = lH(O. 

b) Supposons que la suite exacte canonique de A-modules gradués 

soit scindée (cela a lieu par exemple si B(C) est projectif, ou H,(C) injectif pour 



chaque n);  soit T : C/B(C) -+ H(C) une rétraction A-linéaire graduée de i et <p 
l'homomorphisme de C dans H(C) qui associe à chaque élément de C l'image par T 
de sa classe modulo B(C). Alors <p est un homologisme de C dans (H(C), O) tel que 

W<p) = l,,,,. 

6. Cône et cylindre d'un morphisme de complexes 

Soit u : (Cf, d') -+ (C, d) un morphisme de complexes. Soient Cyl (u) et Con (u) 
les A-modules gradués Cyl (u) = C' @ Cl(- 1) @ C, Con (u) = Cl(- 1) @ C, et 
définissons des applications A-linéaires graduées de degré (- 1) 

D : Cyl (u) -+ Cyl (u) , D(x', y', x) = (d'x'+yl,-d'y', dx-u(yl)). 

D : Con (u) -, Con (u), D(yl, x) = (-d'y1, dx-u(yl)). 

(Ici, et dans la suite, on note x, y, ... des éléments arbitraires de C, x', y', ... des 
éléments arbitraires de C'.) 

Lemme 2. - (Cyl (u), D) et (Con (u), D) sont des complexes de A-modules. 
En effet, on a 

- - 
D o D(xl, y', x) = D(d1x'+ y',-d'y', dx- u(yl)) = 

= (d'(d'xi+ y') - d'y', -dl(- d'y'), d(dx - u(yl)) - u(- d'y1))= O 

puisque d' o d '  = O, do  d = O et do u = u 0 t l ' .  De même D o D = 0. 

DÉFINITION 7. - Les complexes Cyl (u) et Con (u) sont appelés respectivement le 
cylindre et le cône du morplristnr u.  

E.w/uplc. - Soit u : M -+ N un homomorphisme de A-modules ; alors les seules 
composantes homogènes non nulles de Cyl (u) et Con (u) sont 

Con1 (u) = M , Con, (u) = N , 

et on a D(m) = (112, - u(m)), D(m) = - ~ ( m )  pour m E M ;  par conséquent, 

H,(Con (u)) = Ker (u) , H,(Con (u)) = Coker (u) . 

* Soient X et Y deux espaces topologiques et f' une application continue de X dans Y .  On 
appelle cylindre de f l'espace quotient Cyl (f)  de la somme topologique de (O, 1) x X et Y par 
la relation d'équivalence identifiant le point (1, x) de (O; 1) x X au point f(x) de Y pour tout 
x E X. On appelle cône de f l'espace quotient Con ( f )  de la somme topologique d'un espace 
réduit à un point s et de Cyl (f)  par la relation d'équivalence identifiant s à l'image de (O, x) pour 
tout .Y E X  : on note encore s l'image de s dans Con ( f ) .  

Supposons X et Y munis de décompositions cellulaires (X,) et (Y,) (cf: no 3), et supposons 
f (X,) c Y, pour tout n. On obtient une décomposition cellulaire (Sn) de Cyl ( f )  (resp. de Con (f )) 
en prenant pour S. l'image de ({O) x X,,) v ((O, 1) x X,_ ,) u Y, 

(resp. de { s }  v ((O. 1) x X,_ , )  u Y, ,  si t i  > 0 ) .  

Notons T(X), T(Y), T(Cy1 (f )), T(Con (f)) les complexes associésà ces décompositions cellulaires. 



Le complexe ï ( s )  associé à l'espace { s } muni de son unique décomposition cellulaire est réduit au 
module A et s'identifie à un sous-complexe de ï(Con ( f ) ) ;  notons ï(Con (f), s) le complexe 
quotient. L'application f définit un morphisme de complexes ï( f )  : ï ( X )  + ï(Y),  et on peut 
montrer que les complexes ï(Cy1 (f)) et ï(Con (f), s) s'identifient respectivement à Cyl ( ï ( f ) )  
et Con (ï( f)). 

Par ailleurs, et sans hypothèses sur X et Y, on associe à f un morphisme de complexes 
f, : C(X, A) + C(Y, A). On peut construire des homotopismes injectifs de Cyl (f,) dans 
C(C"I ( f), A)etdeCon (f,)dansC(Con (f), { s ) ,  A). 
Soient ,f : X + Cyl (f)  l'application qui à x associe l'image de (O, x), a : Y -, Cyl (f)  l'applica- 
tion canonique et p : Cyl (f)  + Y l'application qui associe y à son image dans Cyl (f) pour 
y E Y et f (x) à l'image de (t, x) dans Cyl ( f )  pour t E (0, 1) et x E X. L'application f est un 
homéomorphisme de X sur un fermé de Cyl (f), on a P O a = IdY, et ci o 0 est topologiquem~nt 
homotope à l'identité de Cyl (f ). Ces propriétés sont à rapprocher de la proposition 7 ci-dessous. , 

Considérons maintenant les applications A-linéaires graduées de degré O 

il : C' -+ Cyl (u) , U"(xf) = (x ' ,  O,  O )  , 
a : C -+ Cyl (u) , 4-4 = ( O ,  O ,  X )  , 
p : Cyl (u) -+ C ,  p(xt, y', x )  = u(x f )  + x , 
n : C -, Con (u) , 4 x 1  = ( 0 , ~ )  , 
7t : Cyl (u) -+ Con (u) , îI(x', y', x )  = ( y ' ,  x )  , 
6 : Con (u) -+ C f ( -  1) , 6(yt ,  x )  = y' . 

PROPOSITION 7 .  - (1) Les applications U, a, P, IT, 75, 6 sont des morphismes (le 
c~omplr.\-c~.\ : OM LI I I  = p O U, IT = ft o x ,  p o a = 1 C .  

b) Les suites de morphismes de complexes 

(6) O + C' 3 Cyl (u) 1 Con (u) -+ O 

(7) O -+ C 3 Con (u) 4 Ct(- 1 )  -+ O 

sont exactes. 
c) Les morphismes a : C -+ Cyl (u) et p : Cyl (u) -+ C sont des homotopismes 

réciproques l'un de l'autre à homotopie près. 
L'assertion a) est équivalente aux formules 

- 
% o d t =  D o % ,  a o d = D o a ,  p o D = d o B ,  n o d =  D o n ,  

qui se vérifient par des calculs immédiats. L'assertion b) est triviale. Démontrons c) ; 
on a d'une part p o a = 1,; d'autre part si o : Cyl (u) -+ Cyl (u) est l'application A- 
linéaire graduée de degré l telle que o(x t ,  y', x )  = (O, x', O), on vérifie aussitôt que 

d'où c). 



On peut résumer la prop. 7 par le diagramme commutatif suivant, où les lignes 
sont exactes, et où les flèches verticales sont des homotopismes : 

COROLLAIRE. - Pour tout morphisme de complexes u : C' + C, il existe un morphisme 
injectif de complexes ii : C' + C l  et un homotopisme P : C l  -+ C tel que u = B 0 ü. 

Lemme 3.  - a) L'homomorphisme de liaison 

Zn+ 1 ( ~ ,  6) : H,(C1) + HJC)  

relatif à la suite exacte (7) est égal à - H,(u). 

b) L'homomorphisme de liaison 

d,(ii, f i )  : H,(Con (u)) -+ H,- ,(Cr) 

relatif à /a suite exacte ( 6 )  est égal à H,,(6). 

Soit x' E Z,(C') ; comme x' = 6(xt ,  O )  et que 

- D(xl,  O )  = (d'x' ,  ~ ( x ' ) )  = ( O ,  u(xl)J = 7t(u(x1)), 

û(x, 6 )  applique par définition la classe de x' dans Hn(C1) sur la classe de - u(x') 
dans H,(C), d'où a). 

Soit (y ' ,  x )  E Con, (u) tel que D(yl ,  x )  = O ; on a alors (- d'y', dx - u(y f ) )  = O.  
Comme ( y ' ,  x )  = %(O, y', x) et que 

- 
D(0, y', x )  = (y ' ,  - d'y', dx - u(y')) = (y ' ,  O ,  0) = U(6(y1, x ) )  , 

Ô(ü, 7t) applique par définition la classe de ( y ' ,  x )  dans H,(Con (u)) sur la classe de 
6(y1 ,  x )  dans H,- ,(Cl), d'où b). 

PROPOSIT~ON 8.  - On a la suite exacte illimitée 

( 8 )  - H,(C1) % H,(C) H"<-t H,(Con (u)) H,- ,(Cl) - 
En effet, compte tenu du lemme 3, a), cela résulte du théorème 1 de X, p. 30, 

appliqué a la suite exacte (7). 

COROLLAIRE. - Pour que u soit un homologisme, il faut et il sufjt que Con (u) soit 
d'homologie nulle. 



Remarque. - Considérons le diagramme 

. . . - H,(C1) Hn(Cyl (u)) H,,(Con (u)) - ?"W, m Hn-l(C') - ... 
l l  H " ( B ) ~  

. . . - H,(C ') Hn(u) + H,(C) 
'1 '1 - H,(Con (u)) H-), H,- i(C') - . . . 

où la première ligne (resp. la seconde) est la suite exacte d'homologie associée à la 
suite exacte (6) (resp. (7)). Les applications H,(P) sont bijectives (prop. 7, c)) et le 
diagramme est commutatif, puisque 

a) u = p o E (prop. 7, a)) donc H,(u) = H,(B) o H,(E), 
6) H,(P) = H,(a)-' et n = r t o  cr (prop. 7, a) et c)), donc H,(rt) = H,(x) o H,(P), 
c) H,(6) = B,(E, E )  (lemme 3, b)). 

7. Le cône d'un morphisme injectif ; nouvelle définition de I'homomorphisme de liaison 

Considérons maintenant une suite exacte de complexes 

Définissons une application A-linéaire graduée de degré O 

cp : Con (u) + C" 

par cp(yl, x) = v(x). On a alors un diagramme commutatif de A-modules à lignes 
exactes 

O - c' Cyi (u) A Con (u) - 0 

PROPOSITION 9. - Les applications P et cp sont des homologismes de complexes. 
Pour p, cela résulte de la prop. 7, c). On a 

cp O D(y', x) = cp( - d'y', dx - u(y1)) = v(dx - u(yl)) 
= v(dx) = d" v(x) = d"(cp(yl, x)) , 

donc cp est bien un morphisme de complexes. D'autre part, cp est surjectif et son noyau 
s'identifie au complexe (K, dK) tel que K = Cf(- 1) O C', 

d ~ ( y ' ,  x') = (- d'y', d'x' - y') ; 

si dK(yf, x ' )  = O, on a y' = d'x' ,  donc (y', x') = d,(O, - x') ; il s'ensuit que H(K) = O 
et cp est un homologisme d'après X, p. 30, cor. 1. 

Remarque. - L'homologisme B est un homotopisme, mais cp n'est pas en général un 
homotopisme (cf. X, p. 173, exercice 8). 



COROLLAIRE. - Le diagramme de A-modules gradués 

est commutatif et H(q) est bijectij. 
Dans le diagramme commutatif (IO), on a H(l,,) O Ô(U, E )  = Ô(u, v) O H(q) 

(X, p. 31, prop. 2) et o'(L7, if) = H(6) (X, p. 38, lemme 3,  b)) ,  donc 

d'autre part, H(ü) 0 H(P) = H(q) 0 H(E) = H(q) 0 H(n) 0 H(P) d'après X, p. 39, 
remarque. Comme H(P) est bijectif, cela donne H(v) = H(q) b H(n). 

On a donc a(u, ti) = H(6) 0 H(q)-', ce qui fournit une nouvelle déjinition de 
l'homomorphisme de liaison d(u, u). On notera d'autre part que si on identifie 
H(Con (u)) à H(C1') par H(cp), le corollaire précédent signifie que la suite exacte (8) 
s'identge alors à la suite exacte d'homologie relative à (9) .  

8. Caractéristiques d'Euler-Poincaré 

Dans ce no, on considère un ensemble V de classes de A-modules qui est additif 
et exact a gauche, c'est-à-dire qui satisfait aux deux conditions suivantes : 

(A) Si M et N sont deux A-modules de type W, M @ N est de type W .  
(G) S i  O + M' + M + Mu + O est une suite exacte de A-modules et si M et Mt' 
sont de type V, alors Mt est de type W .  

On dit que %? est stable s'il satisfait aux conditions suivantes qui impliquent ( A )  
et (G) : 

(E) (« est stable par extensions. ») Si  O + Mt + M + M" + O est une suite exacte 
de A-modules et si Mt et M" sont de type V,  alors M est de type V. 
(S) (« V est stable par noyaux el conoyaux. ») Pour tout homomorphisme f de A- 
modules de type %?, les A-modules Ker f et Coker f sont de type %?. 

On note K(V) le groupe de Grothendieck de W et [Ml, ou [Ml l'élément de K(V) 
défini par le A-module M (VIII, $ 6, no 2). Soient G un groupe commutatif et q 
un homomorphisme de K(V) dans G.' 

Exemples. - 1) Si A est un corps, on peut prendre pour %? l'ensemble des classes 
d'espaces vectoriels de dimension finie et pour cp l'isomorphisme de K(V) sur Z 
défini par cp([M]) = dim (M). 



2) On peut prendre pour %' l'ensemble des classes de modules de longueur finie 
et pour cp : K(%') + Z l'homomorphisme défini par cp([M]) = long, ( M ) .  

On dit qu'un A-module gradué M est de type % si M n  est de type % pour tout n 
(pour cela, il faut si M est borné, et il su$t si W est stable, que le module M soit de 
type %'). 

DÉFINITION 8. - Soient M un A-module gradué borné de type %' et ( M n )  sagraduation. 
On  appelle cp-caractéristique de M et on note x,(M) ou simplement x ( M )  l'élément 

C ( - 1)" cp([Mnl) de G. 
Cette définition s'applique en particulier lorsque M est le module gradué sous- 

jacent à un complexe de A-modules. 

Exemples. - 3)  Si M est borné de type %, il en est de même de M ( p )  pour tout 
p E Z ,  et on a x ( M ( p ) )  = (-  l ) P  x ( M ) .  

4 )  Soit O + M'  + M -+ M" -+ O une suite exacte de A-modules gradués et 
d'homomorphismes gradués de degré 0. Si M ,  M'  et M" sont bornés de type %', on a 

Si M et M" sont bornés de type %, il en est de même de M ' ;  si %est stable et si deux 
des trois modules sont bornés de type $9, il en est de même du troisième. 

5) Soit u : C'  + C un morphisme de complexes bornés de type %'. Alors Con (u)  
est borné de type V, et on a : 

6) On peut prendre pour G le groupe K ( V )  lui-même, et pour cp l'identité ; on note 
dans ce cas x,(M) l'élément x,(M) = 1 (- l)"[Mn] de K(%'). 

Remarque. - On appelle polynôme de Poincaré de M relativement à cp l'élément 

PM(t)  = 1 cp([M,]) tn  E G @ Z [ t ,  C l ] .  On a P,(1) = cp([M]) et PM(- 1) = x ( M ) .  

Lemme 4.  - Soit C un complexe borné de type %. S i  H(C)  = O, on a x(C)  = 0. 
Cela résulte de VIII, 6, no 1, cor. de la prop. 1. 

PROPOSITION 10. - Soient C et Cf deux compkses bornés de type %'. S'i l  esiste url 
homologisme u : C' -, C ,  on a x(C)  = x(C1).  , 

En effet, Con (u)  est borné de type % et on a  con (u ) )  = x (C)  - x(C' )  ; d'autre 
part, H(Con (u) )  = O d'après X, p. 38, cor., donc  con (u) )  = O (lemme 4). 

PROPOSITION 11. - Soit C un complexe borné de type W.  
a)  S i  %' est stable, H(C)  est de type 59. 
b )  S i  H(C)  est de type W, il en est de même de B(C) et de Z (C) ,  et on a x(H(C))  = x(C). 



a) Si V est stable, pour tout n le module Z,(C) est de type V comme noyau de 
d, : C, -+ C,-,, et H,(C) est de type %? comme conoyau de C n + ,  -+ Zn.  D'autre 
part, H,(C) = O des que Cn = 0. 

b) Supposons H(C) de type V. Les suites exactes canoniques : 

montrent par récurrence sur n à partir de la borne droite de C que Z,(C) et B,(C) 
sont de type pour tout n. On a alors 

COROLLAIRE. - Si V est stable et C borné de type V,  le module gradué H(C) est 
borné de type V et on a x(H(C)) = x(C). 

PROPO~ITION 12. - Soit O -+ C' + C + C" + O une suite exacte de complexes. 
a )  Si H(C), H(C') et H(CU) sont bornés de type V, on a 

b) Si %? est stable, et si deux des modules gradués H(C), H(C') et H ( C )  sont bornés 
de type %?, il en est de même du troisième. 

La partie a) résulte du lemme 4 appliqué au complexe d'homologie nulle défini 
par la suite exacte d'homologie associée à la suite exacte donnée. La partie b) résulte, 
en considérant cette suite exacte d'homologie, du lemme suivant : 

Lemme 5.  - Soit M + N + P + Q + R une suite exacte de A-modules. Si  V 
est stable, et si M ,  N ,  Q et R sont de type V, le module P est de type V. 

Posons Nt = Coker (M + N )  et Q' = Ker (Q -+ R). Les modules Nt et Q' sont 
de type V, et on a une suite exacte O -+ N' + P -+ Q' + 0. 

COROLLAIRE. - Supposons $? stable, et soit u : C' + C un morphisme de complexes 
tels que H(C) et H(C1) soient bornés de type V. Alors H(Con (u)) est borné de type V, 
et on a 

x(H(Con (u))) = x(H(C)) - x(H(C1)) . 
Cela résulte de la prop. 12 appliquée à la suite exacte de complexes (X, p. 37, 

Prop. 7 )  
O -+ C -+ Con (u)  + Cl(- 1 )  -+ 0 . 

Remarque. - Soient E un complexe, h : E -+ C et h' : E + C' des homotopismes 
avec C et C' bornés de type V. On a alors x(C) = x(C1). En effet, si hl  est un inverse 
de h à homotopie prés, h' o hl est un homotopisme, donc un homologisme de C dans 



C f  et on peut appliquer la prop. 10. Par suite, on peut étendre la définition 8 en posant 
x(E) = x(C) dès qu'il existe un homotopisme de E sur un complexe C borné de type V. 
Les propositions 10, 11, 12 et leurs corollaires se généralisent dans ce cadre. 

Application 

* Soit X un espace topologique admettant une décomposition cellulaire finie (cf. no 3). 
a) Soient K et K '  deux corps, posons b, = dim,(H,(X, K)) et bi = dim,,(H,(X, K')). On n'a 

pas nécessairement b i  = hi, mais on a L ( -  1)' bi = L ( -  1)'b;. 
6) Soient (X,) et (X;) deux décompositions cel!ulaires finies de X, et notons c, et le nombre 

de cellules de dimension n dans ces deux décoînpositions. On a , 

c) Avec les notations de a) et b), on a L ( -  1)' ci = Z(--  l ) 'b , .  
Les propriétés a) et b) résultent de c), et c) résulte de la prop. 11 appliquée au complexe r décrit 

au no 3, en prenant pour CX la classe des K-espaces vectoriels de dimension finie et pour cp la fonc- 
tion définie par cp([M]) = dim, (M) (X, p. 40, exemple 1). , 

9. Complexes de modules a droite, complexes de multimodules 

Un complexe de A-modules à droite est un A-module à droite gradué (M,,),.. 
muni d'un endomorphisme d gradué de degré - 1 et de carré nul; c'est donc un 
complexe de modules sur l'anneau A opposé à A. Toutes les définitions et pro- 
priétés énoncées dans les numéros précédents s'appliquent donc sux complexes de 
modules à droite considérés comme complexes de modules sur i'anneau A". 

De même, si A et B sont deux anneaux, un complexe de (A, B)-bimodules est un 
(A, B)-bimodule gradué M muni d'un endomorphisn~e d gradué de degré (- 1) et 
de carré nul ; si on munit M de sa structure canonique de A Qz Bc -module à gauche, 
d le munit d'une structure de A Qz B--complexe. Toutes les définitions et propriétés 
énoncées dans les numéros précédents s'appliquent donc aux complexes de bimo- 
dules. On définit da manière analogue les complexes de multimodules. 

10. Exemple : complexe de de Rham 

Dans ce numéro, on suppose que A est une k-algèbre commutative sur un anneau 
commutatif k. On note RA,, le A-module des k-différentielles de A (III, p. 1341, 
d o  : A -+ RA!, la k-dérivation d,,,, et RAik la k-algèbre graduée A,(RAik). 

PROPOSITION 13. - Il existe une unique k-antidérivation d : RA,  -+ RA,, de degré 1 ,  
de carré nul, qui prolonge la dérivation d o  : A -+ R' AI,. 

Montrons l'unicité de l'antidérivation d. Comme d 0 d = O ,  on a pour y, x , ,  . . . , 
.Y,€ A : 

d(ydx ,  A ... A dx,) = dy A d x ,  A ... A dx,  . 
Le A-module RP,I, étant engendré par les éléments d x ,  A ... A dx,, ceci prouve 
l'unicité de d. 



Pour prouver l'existence, il suffit de construire un k-homomorphisme 

d l  : R i k  + R i l k  tel que d l  O d o  = O et 

( 1  1 )  (1' ((/CO) = ( lO((i)  A (O + ( 1  d l ( w )  pour E A , o 6 C2: . 

En effet, il résulte alors de III, p. 128, prop. 14 (compte tenu de I I I ,  p. 118, remarque 2)  
qu'il existe une antidériv'ation d : RA,, -. RA,, qui coïncide avec d o  en degré O et avec 
d l  en degré 1. Comme d o  est nulle sur A, l'antidérivation d est k-linéaire; comme 
d l  o d o  = O ,  on a d O d = O puisque RAI,  est engendrée comme A-algèbre par les 
éléments d o  a pour a E A. 

Pour définir d l ,  rappelons ( I I I ,  p. 133) que Ri, ,  est égal au A-module 31S2, où 3 
est le noyau de la multiplication m : A @, A -+ A. Considérons l'application 
k-linéaire u : A @ ,  A + RAIk définie par u(x  @ y )  = d O ( y )  A dO(x) .  On a 

u(ax C3 y - x C3 ay) = A dO(ax )  - dO(ay)  A d O ( x )  = dO(xy )  A do(a)  

pour x ,  y et a dans A, d'où 

Comme 3 est engendré comme A-module à gauche par les éléments (a  @ 1 - 1 @ a)  
pour a E A, on en déduit q;e 43') = 0 : par conséquent u définit par restriction 
à 3 et passage au quotient une application k-linéaire d l  : 3/32 + Ri i k .  

En faisant 5 = b @ 1 dans (12), avec b E A, on obtient dl(bdO(a))  = do(b)  A d O ( a ) ;  
il en résulte que d l  o d o  = O et que d l ( c w )  = dO(c)  A w + cd l (w)  pour c E A  et 
o = bdO(a). Comme Ri , ,  est engendré comme k-module par les éléments bdO(a), 
pour a et b dans A, la formule ( 1  1) est satisfaite pour tout o E RAIL,  ce qui achève 
de prouver la proposition. 

On dit parfois que les éléments w E Ri, ,  sont les formes dzflérentielles extérieures 
de degré p de A sur k, et que l'antidérivation d est la dzflérentielle extérieure de 
C l y k  ; le complexe (R,,, d )  est appelé complexe de de Rham de A sur k, et son homo- 
logie est la cohomologie de de Rham de A sur k. 

Exemple 1. - Prenons pour A l'anneau k p  ,, . . ., X,]. Alors R h ,  est un A-module 
libre de base dX,, . .., dX, (III ,  p. 134, exemple). Par conséquent, si pour toute partie 
1 = { i l ,  . .., i, ) de (1, n )  on pose d X ,  = d X i ,  A . .. A d X , p  (avec il < .. . < i,), 
le A-module RA,, admet comme base les éléments dX,, où 1 parcourt l'ensemble des 
parties de (1, n)  de cardinal p. On a 

où n(1, i) désigne le nombre d'éléments de 1 strictement inférieurs à i. 
Les cycles de ZP(RA,,) sont donc les éléments o = 1 PI dX, tels que, pour 

toute partie J à ( p  + 1) éléments de (1, n), on ait : ( l ) = p  



L'élément o est un bord si on peut choisir, pour toute partie J c (1, n )  a ( p  - 1 )  
éléments, un polynôme Q ,  E A de façon que : 

Nous verrons au 9 que le complexe de dc Rham de A sur k est acyclique en degrés 
> O si k est une Q-algèbre (X, p. 159, wmurque 4) .  

* Exemple 2 .  - Supposons que k = C et A = C [XI, ..., X,]I(P,, ..., Pr), où les Pi sont des 
polynômes en X I ,  . . ., X,, tels que l'ensemble des points de Cn où tous les Pi s'annulent soit une sous- 
variété analytique V de Cn. On peut montrer que la cohomologie de de Rham de A sur C est 
isomorphe à la cohomologie singulière H(V, C ) .  , 

Soient maintenant M un A-module et V 0  une application k-linéaire de M dans 
M Q A  ai,, telle que 

( 1 . 7 )  VO(um)  = uVO(m) + 111 O du pour ( I  E A . ln E M 

(on dit parfois que V 0  est une connexion sur le A-module M ) .  

PROPOSITION 14. - (i) II existe une unique application k-linéaire V du a,,,-module 
à droite M Q ,  RA, dans lui-même, graduée de degré 1 ,  qui prolonge V 0  en degré O et 
satisfait à l'identité : 

(14) V ( X ~ )  = ( V X )  o + (-  i l P   do) potlr x E M O ,  RA,, , E n,,, . 
(ii) L'application composée V o V est RAI,-linéaire; en particulier l'application 

R = V' o V O  de M dans M O, ai,, est A-linéaire, et on a 

V o V ( m  Q o) = R ( m ) . o  pour m E M ,  UER, , , .  

L'homomorphisme R est parfoik appelé homomorphisme de courbure de la 
connexion V 0  ; s'il est nul, le couple (M 8, O , , ,  V )  est un complexe, appelé encore 
complexe de de Rhum de ( M ,  V O )  sur k .  

Démontrons (i). L'unicité de V est évidente. Définissons un k-homomorphisme 
V de M O,  dans M O ,  par 

Il résulte de (13) que V(am Q o) = V ( m  Q a u ) ,  de sorte qu'on obtient par 
passage au quotient un k-homomorphisme V de M Q ,  RA,, dans lui-même, 
gradué de degré 1, prolongeant V O  en degré 0. Vérifions (14) : on a pour m E M ,  
a E RA,,, O E ClAik : 

V ( ( m  @ a ) . o )  = V ( m  (a  A o)) = Vo(m). (a  A o) + m O d(a  A o) 

= V O ( m )  cl.o + ( m  da)  o + (-  l)P (m a )  d o  

= (V(m Q a)) o + (- l ) P  ( m  Q a)  d o  

ce qui prouve (14) pour x = m Q a ; le cas général s'en déduit par linéarité. 



Démontrons (ii). Soient x E M @ A  Ri lk ,  w E fiAlk ; par application répétée de (14), 
on obtient : 

V 0 V ( x o >  = V(V(x)  a) + (- l )P  V (xdo )  

= (V 0 V(x) )  o + ( - l)P' V ( x )  ( d a )  + (-  l)P V ( x )  ( d o )  

= (V 0 V ( x ) )  O ,  

ce qui prouve la première assertion de (ii) ; les autres s'en déduisent immédiatement. 

1. Prolongement de morphismes de complexes 

Lemme 1 .  - Considérons un diagramme de A-modules et d'homomorphismes 

tel que f 0 a' = p 0 f ', M o M' = O ,  Ker p = Im p', et f = k" o a + p 0 k et ou M' 
est projectif: II existe un A-homomorphisme k' : M' -+ N' tel que f ' = k o a' + P' o k'.  

En effet, posons g = f '  - k o a' ; on a 

Cela implique Im (g) c Ker ( P )  = Im (P'). Comme M' est projectif, il existe donc 
un A-homomorphisme k' : M' -+ N t  tel que P' o k' = g ,  d'où le lemme. 

Lemme 2. - Si dans le diagramnze commutatif de A-modules et d'lzomomorphismes 

on a a o a' = O ,  Ker p = Im p' et si M '  est projectif, il existe un A-homomorphisme 
ut : M' -+ N' tel que P' o u' = u o r '. 

Il suffit de poser k" = ut', k = - u, f = O ,  f '  = O et u' = k' dans le lemme 1. 

Lemme 1 bis. - Considérons un diagramme de A-modules et d'homomorphismes 



t e lque foa '  = j30ft,Kercl = Imcl', p o p f =  0 , e t f 1 =  k o a t +  p 'ok1e toÙN"  
est injectif. Il existe un A-homomorphisme k : M" -+ N "  tel que f = k" o a + P o k .  

En effet, posons g = f - B O k ,  on a 

Cela implique Ker g 3 Im a' = Ker a. Comme N" est injectif, il existe donc (X, 
p. 16, remarque) un A-homomorphisme k' : M" -, N" tel que g = k" 0 a ,  d'où le 
lemme. 

Lemme 2 bis. - Si, dans le diagramme commutatif de A-modules et d'homomor- 
phismes 

on a Ker a = Im a', p O p' = O et si Nu est injectif; il existe un A-homomorphisme 
U" : M" + N" tel que u" o a = o u. 

Il suffit de poser u' = k ' ,  u = - k ,  f = O ,  f '  = O et k" = u" dans le lemme 1 bis. 

PROPOSITION 1. - Soient (P, dp) et (E, dE) deux complexes de A-modules et r un 
entier. 

a)  Soit (ui : Pi 4 E,),,, une famille d'homomorphismes telle que dE o ui = ui- , O dp 
pour i < r. Supposons que Pi soit projectif pour i > r et que Hi(E) = O pour i 2 r. 
Alors la famille des ui se prolonge en un morphisme de complexes de P dans E ; deux tels 
prolongements sont homotopes. 

b)  Soit (ui : Pi -t Ei)i,<, une famille d'homomorphismes telle que ui 0 dp = dB 0 ui- ' 
pour i < Y .  Supposons que Ei soit injectifpour i > r et que Hi(P) = O pour i 2 r. 
Alors la famille des ui se prolonge en un morphisme de complexes de P dans E ; deux 
tels prolongements sont homotopes. 

Démontrons a). L'existence d'un prolongement u de la famille ( u ~ ) ~ , ,  résulte 
aussitôt du lemme 2 par récurrence. Soit v' un autre prolongement ; posons f= u t -  v, 
et construisons par récurrence sur l'entier n un homomorphisme kn : P, -, En+, 
tel que f, = d, o k ,  + k,-,  o d,. Pour i < r, on prend ki = O. Soit n 2 r et sup- 
posons les k i  construits pour i < n. Considérons alors le diagramme 

Les hypothèses du lemme 1 sont satisfaites; il existe donc un A-homomorphisme 
k,+l : P,+, + En+2 tel que f,+l = d, o k,,, + k,o d,,, d'où a). 

La démonstration de b) est analogue, via les lemmes 1 bis et 2 bis. 



2. Résolutions 

Dans la suite, on identifie toujours un module au complexe dont il est la compo- 
sante de degré zéro et dont toutes les autres composantes sont nulles. 

DÉFINITION 1. - Soit M un A-module. Une résolution gauche de M est un couple (P,p) 
où P est un complexe nul à droite et p : P + M est un homologisme. Une résolution 
droite de M est un couple (e,  E )  où E est un complexe nul à gauche et e : M -+ E 
un homologisme. 

On appelle longueur de la résolution (P, p) (resp. (e,  E)) la longueur du complexe P 
(resp. E). Si (P,p) et (Pt, p') (resp. (e,  E)  et (el, Et ) )  sont deux résolutions gauches 
(resp. droites) de M, un morphisme de complexes f : P + P' tel que p' o f  = p 
(resp. g : E + Et  tel que g O e = et )  est appelé un morphisme de résolutions. 

PROPOSITION 2. - Soient P un complexe nul à droite et p : P 4 M un morphisme. 
Pour que (P,p) soit une résolution gauche de M, il faut et il sufJit que la suite 

(1) . . . - P , ~ P , - ~ - . ~ ~  - P , ~ ~ I P , & M - o  
soit exacte. 

En effet, dire que p : P -t M est un homologisme signifie que H i(P) = O pour i > O 
et que p, induit un isomorphisme de Coker (d, : Pl  + Po) sur M. 

De même : 

PROPOSITION 2bis. - Soient E un complexe nul à gauche et e : M + E un morphisme. 
Pour que (e, E )  soit une résolution droite de M ,  il faut et il suffit que la suite 

soit exacte. 

Par abus de langage, on dit souvent que la suite ( 1 )  (resp. (1 bis)) est une résolu- 
tion gauche (re\p. droite) de M .  

DÉFINITION 2. - Une résolution projective (resp. libre, resp. plate) du A-module M 
est une résolution gauche (P, p) de M telle que le complexe P soit projectif (resp. 
libre, resp. plat) ( X ,  p. 25). Une résolution injective de M est une résolution droite (e,  E )  
de M telle que le complexe E soit injectif(1oc. cit.). 

Exemples. - 1) Supposons que l'anneau A soit principal; soient M un A-module 
et ( x i ) i , ,  une famille génératrice de M. Notons Lo le module libre A"', (e i )  sa base 
canonique et définissons p : L, + M par p(ei) = x i .  Le morphisme p est surjectif 
et son noyau L, est un A-module libre d'après VII, 4 3, cor. 2 au th. 1, donc la suite 
exacte 

O - + L , - + L O o , M - + O  

est une résolution libre de M de longueur 1. Si 1 est fini, L, et LI sont de type fini. 



2) Supposons A commutatif; soient E un A-module et u un endomorphisme de E. 
Notons Eu le Ap]-module obtenu en munissant E de la structure définie par 

D'après III, p. 106, on a une suite exacte : 

où <p(p O x )  = p.x et $(p O x )  = Xp O x - p O u(x)  pour p E A p ]  et x E E. 
Cette suite exacte est une résolution de longueur 1 de Eu, libre (resp. projective, 
resp. de type fini) si E est un A-module libre (resp. projectif, resp. de type fini). 

3) Si A est principal, la suite exacte 

est une résolution injective de longueur 1 du A-module A, (X, p. 18, exemple 1). 

PROPOSITION 3. -Soient f : M '  + M un homomorphisme de A-modules,p' : P' + M' 
un morphisme dans M '  d'un complexe nul à droite et projectifP1, et p : P + M une 
résolution gauche de M .  Il existe un morphisme de complexesy : Pt -+ P, et un seul 
à homotopie près, tel que p 07 = f O pl. - 
- Considérons le complexe P défini comme suit : P, = P, pour n # - 1, - 
P-, = M ,  dp,, = d,,, pour n # O ,  - 1, d ~ , ~  = pO, d ~ , - ~ =  O ,  et le complexe P' 
défini de façon analogue. Appliquant aux complexes P et P' la prop. 1 a)  avec r = 0,  
ui = O pour i < - 1 et u - ,  = f ,  on obtient la prop. 3. 

COROLLAIRE. - Soient (P,  p) et (P' ,  p') deux résolutions projectives de M .  Il existr 
un homotopisme et un seul à homotopie près a : P' + P tel que p o a = p'. 

En effet, il existe un morphisme a : Pr + P (resp. P : P + P') tel que p o a = p' 
(resp. p' 0 p = p). Comme p 0 a 0 p = p (resp. p' o o a = pl), a o p est homotope 
à 1,  (resp. p 0 a est homotope à l,,). 

PROPOSITION 3 bis. - Soient g : N -+ N '  un homomorphisme de A-modules, 
e' : N '  + E' un morphisme de N'  dans un complexe nul à gauche et injectif E', et 
e : N + E une résolution droite de N .  Il existe un morphisme de complexes g : E E',  
et un seul à homotopie près, tel que Lj o e = e' o g .  

Cela se démontre comme la prop. 3 à l'aide de la prop. 1 b). 

COROLLAIRE. - Soient (e, E) et (e', E') deux résolutions injectives de N ; il existe un 
homotopisme a : E + E' et un seul à homotopie près tel que a 0 e = e'. 



3. La résolution libre canonique 

Pour tout A-module M, notons Lo(M) le A-module libre A(M) de base M, 
(e,), , , sa base canonique et pM : Lo(M) + M l'homomorphisme tel que 

Posons Zo(M) = Kerp, et soit iM : Zo(M) + Lo(M) l'injection canonique. On a 
une suite exacte 

On définit un module gradué L(M) en posant L,(M) = O pour n < O et, par récur- 
rence sur l'entier n > O 

On définit des A-homomorphismes dn : L,(M) + Ln- ,(M) par 

On a par construction une suite exacte 

de sorte que, si l'on étend pM en un morphisme de complexes 

on obtient une résolution libre de M, dite résolution libre canonique de M. 

Soit f : M -, N un homomorphisme de A-modules. Notons 

Lo(f) : Lo(W + 

l'unique A-homomorphisme tel que Lo( f )  (e,) = pour tout m E M. On a 

(4) PN O Lo(f) = f PM . 
Par suite, Lo( f )  induit un A-homomorphisme Zo( f )  : Zo(M) + Zo(N) et on a 

(5) i~ O ZO(f > = Lo(f > i, . 
Posons Ln( f )  = O, pour n < O et définissons par récurrence sur l'entier n > 0, 

des homomorphismes Ln( f )  : Ln(M) + Ln(N) et Zn( f )  : Zn(M) + Zn(N) par 



PROPOSITION 4. - L ( f )  : L(M) -+ L(N) est un morphisme de complexes de A- 
modules; on a p M o L ( f )  = fop,. 

Il s'agit de prouver, pour tout entier n > O, la formule 

On a d'abord 

Lorsque n > 1, on a successivement 

On a aussitôt 
(7 )  L U M )  = l L ( M ,  . 
D'autre part, si g : N -+ P est un homomorphisme de A-modules, on a 

(8) L ( g o f )  = L(g)  O u f ) .  

En effet, on a pour m E M ,  

Lo(g o f  (em) = e, s f ( m )  = Lo(g) (ef (,)) = Lo(g) Lo(f  (e,) > 

donc Lo(g o f )  = L(g)  O L( f )  ; par conséquent Zo(g o f )  = Zo(g) O Zo( f )  ; d'où 
aussitôt Ln(g o f )  = Ln(g) O Ln( f ) ,  pour n 2 0, par récurrence sur n, d'où (8). 

Remarque. - S i f ,  g E Hom, ( M ,  N), on n'a pas L( f + g )  = L( f )  + L(g). Cepen- 
dant ces deux morphismes sont homotopes d'après X, p. 49, prop. 3. 

Soit M un A-module à droite ; notons A" l'anneau opposé à A, Mo le A"-module 
sous-jacent à M, L(MO) sa résolution libre canonique. On note L(M) et on appelle 
résolution libre canonique de M le A-complexe L(Mc)" sous-jacent à L(M3). On 
a donc 



4. La résolution injective canonique 

Soit F le A-module Hom, (A, QIZ)  ; pour tout A-module M, on pose 
10(M) = FHOmA(MgF) et on note e, : M + 10(M) l'homomorphisme qui à m E M 
associe la famille (cp(m)), . D'après X, p. 19, cor. 2, Iu(M) est un A-module 
injectif et eM est injectif. Posons KO(M) = Coker eM et notons y, : 10(M) + KO(M) 
la projection canonique. On a donc une suite exacte 

On définit un A-module gradué I(M) en posant In(M) = O pour n < O et, par 
récurrence sur l'entier n > 0, 

On définit des A-homomorphismes 6M : In(M) + In+'(M) par 

On a par construction une suite exacte 

de sorte que, si l'on étend e,  en un morphisme de complexes 

on obtient une résolution injective de M, dite résolution injective canonique de M. 
Soit f : M -t N un homomorphisme de A-modules. Notons IO( f )  l'homomor- 

phisme de 10(M) = FHOmA(M,F) dans 10(N) = FHOmAw,F) qui applique la famille 

( x ~ ) ,  E HomA(M,F) la 0 f)$ E Hom,(N,F). On a : 

(1 1) 10(f )oeM= eNof .  

Par suite, Io( f )  induit un horyomorphisme KO( f )  : KO(M) --+ K-'(N) et on a 

Posons In( f )  = O pour n < O et définissons, par récurrence sur l'entier n > 0, 
des homomorphismes In( f )  : In(M) + In(N) et Kn( f )  : Kn(M) + Kn(N) par : 

I 1" f )  = 10(Kn- y f)) 

~ y f )  = KO(K"- l(f)) 



PROPOSITION 5. - I (  f )  : I (M)  -, I (N)  est un morphisme de complexes de A-modules ; 
on a I ( f ) o e M  = e,oJ 

Cela se démontre de manière analogue à la prop. 4. 

et pour tout homomorphisme g : N + P de A-modules 

Remarque. - Si J; g E Hom, ( M ,  N ) ,  on n'a pas I (  f + g) = I (  f )  + I(g). Cepen- 
dant, ces deux morphismes sont homotopes d'après X, p. 49, prop. 3 bis. 

Si M est un A-module à droite, on pose I ( M )  = I(MO)" ; on l'appelle la résolution 
injective canonique de M et on a 

5. Résolutions de type fini 

11 résulte notamment des deux numéros précédents que tout A-module possède 
des résolutions injectives, des résolutions libres (donc aussi des résolutions projec- 
tives ou plates). Dans certains cas, on peut préciser davantage : 

Supposons A nœthérien à gauche et soit M un A-module. Construisons par 
récurrence des suites (Ln),,,, (Zn),,,, (d,),,, où, pour tout n 2 O ,  Ln est un A- 
module libre de type fini, Zn un sous-module de L, et d,, , : L,, , + L, un homo- 
morphisme. Pour cela, choisissons une famille génératrice finie (mi ) i s Io  de M ,  
posons L,  = A('"), définissons p : L ,  + M par p(ei) = mi et posons Z ,  = Ker 01). 
Pour n 2 O ,  les modules Ln et Z,, étant construits, Zn est de type fini puisque contenu 
dans Ln ; choisissons une famille génératrice finie ( x , , ~ ) ~  + de Zn ; posons 
Ln+ , = A(*n+'), définissons d,, , par d,, ,(ei) = x,,~ et posons Z n + ,  = Ker (d,, ,). 

On a par construction une suite exacte 

... - L,- ...- L , & M - O ,  

d'où : 

PROPOSITION 6. - Lorsque A est nethérien à gauche, tout A-modÙle de typeJini M 
possède une résolution librep : L + M telle que Ln soit de typeJini pour tout entier n. 

Plus généralement : 

PROPOSITION 7. - Soit C un A-complexe et soit a E Z tel que Hn(C) = O pour n < a. 
a)  II existe un A-complexe libre L tel que Ln = O pour n < a et un homologisme 

f : L + C .  



h) Supposons A nathérien a gauche et les A-modules H,(C), n E Z, de type fini. 
Il existe un A-complexe libre L tel que L, = Opour n < a et que L, soit un A-module 
de lypefinipour tout n,  et un homologisme f : L -+ C .  

Soit C' le sous-complexe de C tel que CL = C, pour n > a, Ca = Z,(C), CA = O 
pour n < a ; alors l'injection canonique de C' dans C est un homologisme. Rem- 
plaçant C par C',  on peut donc supposer que C, = O pour n < a. L'énoncé résulte 
alors de l'application itérée du lemme suivant, pour r = a, a + 1 ,  . . . : 

Lemme 3. - Soient C un complexe et r E Z. Il existe un complexe C' et un homolo- 
gisme f : C' -+ C tels que f, : CA -+ C ,  soit un isomorphisme pour n < r et que Ci 
soit un A-module libre. Si  A est nathérien et les A-modules Hr(C) et C r - ,  de type 
fini, on peut imposer que Ci  soit de type fini. 

a) Soit d'abord h : M -+ Cr un homomorphisme de A-modules ; notons d= (d,) 
la différentielle de C .  Soit N le sous-module de M x C r + ,  formé des couples (m,  x) 
tels que h(m) = dr+ ,(x) ; définissons un complexe (C',  d')  par CA = C ,  pour 
n # r , r + 1 , C ~ = M , C ~ + , = N , d ~ = d , p o u r n # r , r + 1 , r + 2 , d ~ = d r o h ,  
di+ ,(m, x )  = m pour (m, x )  E N et di+ ,(y) = (O,  dr+ ,(y)) pour y E Cr+ ,. Consi- 
dérons aussi le morphisme de complexes f : C' -+ C tel que f ,  = 1," pour 
n # r, r + 1 ,  f , = / z ,  f , , , (m,x)  = x .  

b) Le complexe Ker f est nul en degré # r, r + 1 et la différentielle di,, induit 
un isomorphisme de Kerf,+ , sur Kerf,, donc H(Ker f )  = 0. 

c) Lorsque l'application composée M ht Cr -+ C,/Br(C) est surjective, on voit 
de même que H(Coker f )  = O ,  et f est alors un homologisme (X, p. 31, cor. 2). 

d )  Lorsque A est supposé nœthérien et les A-modules Hr(C) et C r - ,  de type 
fini, alors Cr/B,(C) est de type fini, en vertu de la suite exacte (X, p. 25) 

il existe alors un A-module libre de type fini M et un homomorphisme h : M -+ Cr 
tel que la condition de c) soit satisfaite ; dans le cas général, il existe un module 
libre M et un homomorphisme surjectif h : M -t Cr. Cela achève la démonstration. 

6. Résolutions projectives minimales 

Soit M un A-module et soit 

( p )  F,%P,-,- ...+ Po% M-O 

une résolution de M. On dit que (P) est une résolution projective minimale si, pour 
tout n 2 0, l'homomorphisme 6 ,  : P, -+ Im (d,) induit par d, est une couverture 
projective (VIII, § 8, no 5) .  

PROPOSITION 8. - Soient M un A-module, P et P' deux résolutions projectives mini- 
males de M et f : P -+ P' un morphisme de résolutions. Alors f est un isomorphisme. 
En particulier, deux résolutions projectives minimales de M sont isomorphes. 



Posons p, = P, pour n # - 1 et p-,  = M ; définissons de même PA et 
posons f-, = 1,. Montrons par récurrence a partir de - 1 que f, : F, + PL est 
un isomorphisme pour tout n. C'est évident pour n = - 1 ; supposons que f, et 
f,-, soient des isomorphismes. Il résulte de la commutativité du diagramme : 

P" P"-l 

que f ,  indüit un isomorphisme g, de Ker d, sur Ker d,',. Il résulte alors de la commu- 
tativité du diagramme : 

et de VIII, loc. cit., que f,,, est un isomorphisme. 

COROLLAIRE. - Soient M un A-module, P et P' deux résolutions projectives de M ;  
on suppose que P est minimale. Soient f : P + P' et g : P' -t P deux morphismes de 
résolutions. Alors f est injectif, g est surjectif, et P' est somme directe des sous-complexes 
Im f et  Ker g. De plus Ker g est d'homologie nulle. 

En effet, c l  = g o f  est un automorphisme de P (prop. 8). Posons y= f 0 a- ' .  
On a 

l m f =  l m  j et y o f =  l,, , 

ce qui montre que P' = lm?@ Ker g. Comme la suite 

O + K e r q + P ' 3 P + O  

est exacte et que g est un homologisme, Ker g est d'homologie nulle. 

PROPOSITION 9. - Soient M un A-module et (P, p)  une résolution projective de M. 
Notons r le radical de A. On  suppose, ou bien que P, est un A-module de type fini 
pour tout n ,  ou bien que r est nilpotent. Alors pour que (P, p) soit minimale, il faut et  
il sufit que le complexe (A/r) O, P soit à dzflérentielle nulle, autrement dit que 

d,+ ,(P,+ ,) c rP, pour tout n 2 0 . 

Supposons que (P, p)  soit minimale. D'après VIII, loc. cif. ,  l'homomorphisme 

est un isomorphisme. Il résulte alors de la suite exacte 



que l'homomorphisme 1 O j, : (A/r) 8,  Im d,,, -, (A/r) 8,  P, est nul ; 
comme d,,, = j,o6,+,, on en déduit que l,,, O d,,, = O pour n 2 0. 

Inversement, supposons que pour tout n 2 1, 1 0 d, soit nul, autrement dit 
que Im d, = Ker d,-, soit contenu dans rP,-,. Puisque 6,-, est surjectif, il résulte 
de VIII, loc. cit. que 6,-, est une couverture projective pour n >, 1, donc que (P, p) 
est minimale. 

PROPOSITION 10. - Supposons que A soit un anneau local n~thérien à gauche, et 
soit M un A-module de type fini. Alors M possède une résolution minimale (P, p )  ; 
pour tout n 2 O, P, est un module libre de type fini. 

En effet, dans la construction faite au no 5 (p. 5 3 ,  on peut en vertu de VIII, loc. 
cit. prendre pour (L,, p) une couverture projective de M, et pour Ln+,  une cou- 
verture projective de Ker d,. La résolution obtenue est alors minimale. 

Remarques. - 1) Notons m l'idéal maximal de A et posons k = A/m. Soit P une 
résolution projective minimale de M, et posons b, = dim, (k O ,  P,). Alors P, est 
un A-module libre de rang b,. Il résulte du corollaire de la prop. 8 que pour toute 
autre résolution projective P' de M, on a dim, (k O ,  PA) 2 b,, et que l'égalité a 
lieu si et seulement si P' est minimale. 

2) D'après la prop. 9, b, est la dimension sur k de H,(k O ,  P), * autrement 
dit de Tort  (k, M). C'est aussi la dimension sur k de ExtA (M, k) (cf. X, p. 103, 
remarque 3) ,. 

7. Résolutions graduées 

Dans ce numéro, on suppose que l'anneau A est muni d'une graduation 
(A,), , ., telle que A, = O pour n < O. On dit qu'un A-module gradué M est borné 
inférieurement si Mn = O pour n assez petit ; tout A-module gradué de type fini 
est borné inférieurement. 

PROPOSITION 11. - Si M est un A-module gradué borné inférieurement (resp. si M 
est un A-module gradué de type fini et si A est nœthérien à gauche), il existe une 
suite exacte illimitée à gauche de A-modules gradués 

où les Li sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués libres et de type 
fini), et où les di sont des homomorphismes gradués de degré 0. 

Si N est un A-module gradué et borné inférieurement (resp. et de type fini sur A 
nœthérien) il existe un A-module gradué libre et borné inférieurement (resp. et de 
type fini) L et un homomorphisme gradué surjectif L N (II, p. 167, remarque 3). 



Cela étant, supposons donnée une suite exacte de A-modules gradués et d'homo- 
morphismes gradués de degré O 

où les Li, i = O, ..., n, sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués 
libres et de type fini). Alors N = Ker dn est borné inférieurement (resp. de type 
fini) ; il existe donc un A-module gradué libre et borné inférieurement (resp. gradué 
libre et de type fini) Ln + , et un homomorphisme gradué dn+ , : Ln+,  + Ln de degré 0, 
tel que Im d,,, = N ; la suite 

est alors exacte. La proposition résulte alors de ce qui précède par récurrence sur n. 

8. La résolution standard 

Dans ce numéro, on suppose que l'anneau A est une algèbre (associative et uni- 
fère) sur un anneau commutatif k. Pour n 2 O, on note B, le produit tensoriel 
sur k de (n + 2) modules égaux à A. On le considère comme un (A, A)-bimodule 
en le munissant de la structure de A-module à gauche (resp. à droite) déduite de la 
structure de A-module à gauche (resp. a droite) du premier (resp. du dernier) facteur 
du produit tensoriel. 

Pour n 2 1, on définit des homomorphismes de bimodules d: (pour O < i < n) 
et dn de B, dans Bn- ,, par les formules : 

Il est clair que 
d ; - , o d ; = d ~ r : ~ d ~  pour i < j  

et par suite 

Par conséquent, si l'on pose Bn = O pour n < O et dn = O pour n Q O, la suite 
(B,, d,,) définit un complexe de (A, A)-bimodules (X, p. 43), qui sera noté B(A). 
Pour tout A-module à gauche M, on note B(A, M) le complexe formé des B, 8, M 
et des d, @ l,, * autrement dit le complexe produit tensoriel B(A) O, M , ; c'est 
un complexe de A-modules à gauche. 

On définit une application A-linéaire E, de Bo(A, M) = (A Q, A) O, M dans M 
par la formule &,(a Q b m) = abm pour a, b E A, m E M. On a EM O dl = 0, 
de sorte que l'homomorphisme gradué EM : B(A, M) + M, qui coïncide avec E, 

en degré 0, est un morphisme de complexes de A-modules. 
BOURBAKI - Algebre X 3 



PROPOSITION 12. - L'application EM : B(A, M) + M est un homotopisme de 
complexes de k-modules. En particulier, le complexe B(A, M) est scindé sur k, et 
(B(A, M), FM) est une résolution gauche du A-module M. 

Pour n 2 0, définissons une application k-linéaire s, : B, + B,+ , par la formule : 

s,(x, Q ... Q x , + ~ )  = 1 Q X, Q ... Q x , + ~  pour x,, ..., X , + , E A .  

C'est un homomorphisme de A-modules a droite, qui vérifie les identités : 

d ~ + l ~ s , = s , - , o d ~ - l  pour n 2  1 ,  1 < i <  n + 1 ,  

et on a par suite 

(16) d,+, os, + s , - ~  od, = lBn pour n 2 1 

De plus, on a 

(17) dl o s,(x, Q x,) = x, Q xl  - 1 Q x, x, pour x,, x ,  E A . 

Notons q : A + A Q, A l'application définie par q(a) = 1 Q a, et : A + B(A) 
le morphisme de complexes qui coïncide avec q en degré 0. Il est clair que EA o Ti= 1, ; 
les formules (1 6) et (17) montrent que d 0 s + s 0 d = 1 B(A) - 0 EA. Posant - 
q M  = O l,, dM = d O lM et SM = s O lM, on en déduit que E, o TM = lM et 
dM o sM + sM 0 dM = 1,(,,,) - TiM OZM. Autrement dit, (X, p. 33, déf. 5), EM est un 
homotopisme de complexes de k-modules. Les autres assertions de la proposition 
s'en déduisent aussitôt. 

DEFINITION 3. - La résolution gauche (B(A, M), EM) de M s'appelle la résolution 
standard du A-module M. 

Si A et M sont des k-modules projectifs (resp. libres, resp. plats), la résolution 
standard B(A, M) est une résolution projective (resp. libre, resp. plate) de M.  

9. Résolutions et groupes de Grothendieck 

Si %? est un ensemble de classes de A-modules, on dira qu'une résolution gauche 
(P, p) est bornée de type V si le complexe P est borné de type V (X, p. 41). 

THÉORÈME 1. - Soient Ceo et %' deux ensembles additifs et exacts à gauche de classe 
de A-modules tels que %, c %' et que tout A-module de type %' possède une résolu- 
tion gauche bornée de type %',. Alors I'homomorphisme a : K(%',) + K(%') déduit 
de l'inclusion de '&, dans %' est bijectif; si M est un A-module de type %' et P une réso- 

- 1 
lution gauche de M bornée de type go, on a a ([Ml,) = x,,(P) (X, p. 41, exemple 6). 

Lemme 4. - Soient f : M' + M un homomorphisme de A-modules de type %, et 
p : P + M une résolution gauche de P bornée de type %',. Il existe une résolution 



guuche p' : P' -+ M' bornke de type (6, et un morphisme de complexes u : P' + P 
tel que p o u  = fop'.  

Raisonnons par récurrence sur la longueur n de P, l'assertion étant triviale lorsque 
celle-ci est < O. Considérons l'application g : Mt x Po -+ M telle que 

et son noyau K ; le A-module K est de type %? puisque g est surjective et que M t  x Po 
et M sont de type '%. Soit h : Pb -+ K un homomorphisme surjectif ou Pb est de 
type ; notons pb : Pb -+ M' (resp. uo : Pb + Po) l'homomorphisme composé 
de h et de la projection K -+ M (resp. K + Po) ; l'homomorphisme ph est surjectif 
et on a un diagramme commutatif 

Il suffit alors d'appliquer l'hypothèse de récurrence à l'homomorphisme 

déduit de il, 

Lemme 5. - Considérons un diagramme commutatif 

où (P, p) (resp. (Pr, p')) est une résolution gauche de M (resp. M'), et où la ligne horizon- 
tale du bas est une suite exacte. II existe un homologisme p" : Con (u) + Mn. 

En effet, la suite exacte (X, p. 37, prop. 7) 

O + P 4 Con (u) s* Pt(- 1) + 0 

donne une suite exacte d'homologie 

-+ Hn(P) -+ H,(Con (u)) + H,- ,(Pl) + . a -  

... + H,(Con (u)) + H,(P1) % Ho(P) + H,(Con (u)) + O . 
D'après X, p. 38, lemme 3 a), on a a = - Ho(u). Comme H,(P) = O = Hn(P1) 
pour n > O et que Ho(u) : Ho(P') + Ho(P) s'identifie à f : M' + M, on en conclut 
que H,(Con (u)) = O pour n > O et que Ho(Con (u)) est isomorphe à M", d'où 
le lemme. 



Démontrons maintenant le théorème. 
a) Soit M un A-module de type 5?. Pour toute résolution gauche (P,p) de M 

bornée de type VO, l'élément xwo(P) de K(q0) ne dépend que de M. En effet, soient 
(Pl, pl) et (P,, p,) deux résolutions de ce type. Considérons la résolution 

du A-module M x M et l'homomorphisme A : x H (x, x) de M dans M x M. 
D'après le lemme 4, il existe une résolution (Q, q) de M bornée de type go et un 
diagramme commutatif 

Q "- P, x P, 

on en déduit un diagramme commutatif 

D'après le lemme 5, Con (u opri) est d'homologie nulle, donc u opri est un homo- 
logisme et xwo(Q) = xwo(Pi) (X, p. 41, prop. 10); il s'ensuit que xe0(P1) = xw,(P2) 
comme annoncé. 

b) Pour tout A-module M de type %?, soit q(M) E K(Vo) la valeur commune 
des xw0(P) pour toutes les résolutions gauches P de M bornées de type Vo. Mon- 
trons que la fonction cp : V + K(&) est additive. Soit donc 

une suite exacte de A-modules de type %?. D'après le lemme 4, il existe un diagramme 
commutatif 

où (P, p) et (P', p') sont des résolutions gauches bornées de type go. Alors on a 

= xv0(P) , cp(W = xw0(P1) 

et d'après le lemme 5 
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c) Soit alors p : K(W) + K(V0) l'homomorphisme tel que, avec les notations 
précédentes, on ait P([M],)= x,,(P). Commep est un homologisme, on a x,(P) = [Ml%, 
donc a 0 P([M],) = a(xwo(P)) = x,(P) = [Ml, et a o P = 1,(,,. Si M est de type go, 
alors (M, 1,) est une résolution de M, donc q(M) = [Ml,, et P o a = 1,(,,,, ce 
qui achève la démonstration. 

Nous appliquerons ce théorème aux modules de « dimension projective finie D 
au 4 8 (X, p. 137). 

4 4. PRODUIT DE TORSION 

Dans les paragraphes 4 à 8, on dénote par k un anneau commutatif, et par A une 
k-algèbre associative et unifère. Le rôle de k est de nature auxiliaire ; on a en vue 
principalement les trois cas particuliers suivants : 

a) on considère un anneau quelconque A, on pose k = Z et on munit A de sa struc- 
ture naturelle de Z-algèbre, 

b) on considère un anneau quelconque A, on prend pour k le centre de A, 
c) on considère un anneau commutatif A et on prend k = A. 

1. Produit tensoriel de deux complexes 

Soient (C. d )  un complexe de A-modules à droite et (C'. c l ' )  un complexe de 
A-modules à gauche. 

Munissons le k-module C O, C' de la graduation telle que 

et notons D l'unique endomorphisme k-linéaire de degré (- 1) de C O, C' tel que 

On a D o D = O puisque, avec les notations de (1) 

D2(x @ x') = ddx @ x' + (- 1)P-l dx @ d'x' + (- l)P dx @ d'x' - x @ d'd'x' . 

Le complexe de k-modules (C BA C', D) est appelé le complexe produit tensoriel 
des complexes (C, d) et (C', d'). 

Remarques. - 1) Lorsque C' est réduit à Co = M, alors (C BA C'), = C, O, M 
et D = d @ 1,; par exemple C @,A, s'identifie naturellement à C. De même, 
lorsque C est réduit à Co = P, alors (C O, C'), = P O, Ci et D = 1, @ d. 

2) Pour tout entier r ,  on a (C QA C') (r) = C(r) O, C', mais (C QA C') (r) 
et C O, C1(r) n'ont pas en général la même différentielle. 



Soient p, q deux entiers, x E Zp(C), x'  E Zq(C1) ; alors l'élément x O .Y' de C, @ Ci 
appartient à ZP+,(C 6 C') d'après ( 1 )  ; de plus, si y E Cp+ ,, y' E Ci+ ,, on a 

(X + dy) @ (x' + d'y') = x @ x' + D(y @ x' + (- l)P (x + dy) @ y') ; 

par passage aux quotients, on en déduit une application k-linéaire, dite canonique 

Y ~ , ~ ( C ,  CO : HP(C) @ A  Hq(C1) -+ Hp+,(C Q A  CO ; 

si on munit H(C) Q A  H(C1) de la graduation telle que 

les y , ,  définissent une application k-linéaire graduée de degré O 

y(C, C') : H(C) Q A  H(C') + H(C Q A  C') . 

La prop. 6 de II, p. 59, se reformule ainsi : 

PROPOSITION 1. - Si les complexes C et C' sont nuls a droite, C Q A  C' est nul à 
droite et l'application k-linéaire canqnique 

~o,o(C, CO : Ho(C) Q A  Ho(C1) + Ho(C @ A  C') 
est bijective. 

Soient u : (C, d) + (Cl, dl) un morphisme de complexes de A-modules à droite 
et u' : (C', d') + (Ci, di) un morphisme de complexes de A-modules à gauche ; 
alors u Q u' : C Q A  C' + Cl Q A  Ci est un morphisme de complexes de k-modules ; 
en effet, il est gradué de degré 0, et si l'on note D et Dl les différentielles de C @ C' 
et Cl Q Ci, on a pour p, q E Z, x E C,, .Y' E Ci, 

De plus le diagramme suivant est commutatif : 

Soient A" la k-algèbre opposée à A, Co (resp. CIo) le complexe C (resp. C') considéré 
comme complexe de A"-modules à gauche (resp. droite). Notons 

o(C, C') : C Q A  C' + C'" 0,. Co 

l'unique application k-linéaire graduée de degré O telle que, pour x E C, , x' E C; , 
p, q E Z, on ait 

o(C, C') ( x  Q x') = (- l)Wxl@ x .  
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PROPOSITION 2. - L'application o(C, C') : C @ ,  C' -+ C'" Q,* C" est un isomor- 
phisme de complexes de k-modules, dont l'isomorphisme réciproque est o(C1", Co). 

Comme les applications o(C, C') et o(Ct0, Co) sont réciproques l'une de l'autre, 
il suffit de prouver que o(C, Cf) est un morphisme de complexes. Or, pour 

on a, notant D la différentielle de C' @,u C , 

o(C, C') O D(x @ x') = o(C, C') (dx Q  x' + (- l)P x @ d'-y') = 

-(- - l)(p+lh X I @ ~ X + ( -  1 ) ~ + ~ ( 4 + ~ )  d tx l@ x=(-  l)pq dix1 8 X + ( - ~ ) W + ~  

=(- 1 1 ~ 4  DO(XI O X)=DO ~ ( c ,  c') (X 8 XI) ; 

cela donne o(C, C') O D = Dc O o(C, C'), d'où l'assertion cherchée. 

L'isomorphisme o(C, C') : C 8, C' -+ C'" O,-. C est appelé isomorphisme de 
commutation du produit tensoriel des complexes C et C'. 

Si u : C -+ Cl et v : C' -+ Ci sont deux morphismes de complexes comme ci- 
dessus, on a un diagramme commutatif : 

Supposons pour la fin de ce numéro que l'anneau A soit commutatif (cf. no 9 
pour le cas général). 

Soient C, C', C" trois complexes de A-modules ; l'homomorphisme canonique 
de A-modules (III, p. 64) 

<P : (C Q A  C') Q A  Cf' -+ C Q A  (C' Q A  C") 

est un isomorphisme de complexes, comme on le vérifie aussitôt a l'aide des défi- 
nitions. 

Plus généralement, soit (C"', d"'),,, une Jùmille de complexes de A-modules, où 
l'ensemble 1 est jn i  et totalement ordonné; nous identifierons pour simplifier les 

r 

notations 1 a l'intervalle (1, r) de N. Munissons le A-module C = @ C") de la 
i =  1 

graduation telle que 

et définissons un A-endomorphisme gradué de degré (- 1) de C par 

où x i  E (C(i))p, pour i = 1 ,  ..., n. Alors (C, D) est un complexe de A-modules 



appelé complexe produit tensoriel de la famille (Ci, di). Pour toute suite strictement 
croissante ro, . . ., rk de [O, r] telle que r, = O ,  rk = r, l'isomorphisme canonique 
d'associativité 

est un isomorphisme de complexes. 
On définit comme ci-dessus un homomorphisme gradué de degré O 

y((C('))) : 8 H(C(')) + H (O C @ ) )  . 
i e l  i e l  

Remarques. - 3) On peut définir le produit tensoriel d'une famille finie de complexes 
sans munir l'ensemble d'indices d'un ordre total (X, p. 185, exercice 3). 

4) Supposons que chaque C(') soit muni d'une structure d'algèbre graduée compa- 
tible avec sa graduation et telle que les d") soient des antidérivations ( I I I ,  p. 117). 
Munissons alors Q C(') de la structure d'algèbre produit tensoriel gradué gauche 

i e l  

des structures données ( I I I ,  p. 49). Alors D est une antidérivation. En effet, utilisant 
l'associativité du produit tensoriel, on peut supposer que 1 = { 1 ,  2 } ; soit alors 

Pl, 41, 92 E Z, X 1  E (C('))pl, Y1 (C(l')ql, X 2  E (C(2))p2, Y2 E (C(2))q2 ; on a 

2. Produits tensoriels et homotopie 

PROPOSITION 3. - Soient C ,  Cl  deux complexes de A-modules à droite, C' ,  Ci  deux 
complexes de A-modules à gauche, et u : C + C l ,  v : C + C l ,  ut : C' + C i ,  
v' : C' -r C i  des morphismes de complexes. 

a )  S i  u et ut sont homotopes à v et v' respectivement, alors les deux morphismes 
u O ut et v O v' de C O A C 1  dans C l  BA  C i  sont homotopes. 

b) Si u et u' sont des homotopismes, u ut est un homotopisme. 
c) Si C ou C' est homotope à zéro, C 8 ,  C' est homotope à zéro. 
Notons par la même lettre d les différentielles des complexes C ,  C l ,  C' ,  C i  et 

par D les différentielles des complexes C O ,  C' et C l  O ,  C i .  
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Si u (resp. ut)  est homotope à v (resp. v'), il existe un homomorphisme gradué 
de degré 1 s : C -+ C l  (resp. s' : C' + C i )  tel que 

( 2 )  u - v = ds + sd (resp. u' - a' = ds' + s'd) . 

Soit S : C O ,  C' -+ C l  B A  C i  l'unique homomorphisme gradué de degré 1 tel 
que, pour x E Cp, y E Ca, p, q E Z, on ait 

On a alors, avec les notations précédentes : 

(DS + SD) ( x  Q y) = D(sx Q uly)+ (- l )P  D(vx Q s'y)+ S(dx Q y)+ 

+(- 1 ) P  S (X Q dy) = 

= dsx 0 u ' ~ + ( - l ) p + l s x  0 d ~ ' y + ( - l ) ~  dvx @ sly+vx Q dsly+ 

+sdx Q uly+(-  1 ) P - l  vdx Q sfy+(-  l )P  sx @ utdy+vx Q s'dy 

= (ds+sd) ( x )  8 uly+ vx Q (ds'+sld) ( y )  

= (ux-vx) @ uly+vx @ (u'y-v'y) = ux @ u'y-vx @ v'y . 

Cela donne DS + SD = u Q  u'- u 8 -v ' ,  d'où a). 
Démontrons b). Si u et u' sont des homotopismes, il existe des homomorphismes 

de complexes a : Cl  -, C et a' : C i  -+ C' tels que u o a,  a o u, u' o a', a' O u' soient 
homotopes respectivement à Id,, , Id,, Idcl et Id,, . Alors (u Q u') 0 (a Q a'),  qui 
est égal à (u O a)  Q (u'o a') ,  est homotope d'après a) à Idcl Q  Idci = IdclB 
tandis que (a Q  a') 0 (U O ut)  est homotope à Idc8c,, d'où b). Enfin, c) résulte 
de b) appliqué au cas où C l  ou C i  est nul. 

COROLLAIRE 1 .  - Soit C' un complexe scindé de A-modules à gauche tel que H(C') 
soit plat. Pour tout complexe C de A-modules à droite, l'application canonique 

y(C, C f )  : H(C) 8 ,  H(C1) + H(C Q A  C ' )  

est bijective. 
D'après X, p. 35, déf. 6, il existe un homotopisme u' : C' 4 H(C1). D'après 

la prop. 3, 1, @ u' : C Q ,  C' -+ C Q A  H(C') est un homotopisme ; comme 

et que H(lC Q  ut)  et H(ul) sont bijectifs, il suffit de prouver que y(C, H(C1)) est 
bijectif, et on est ramené au cas où C' est plat et à différentielle nulle. Dans ce cas 
les suites exactes canoniques 



donnent des suites exactes : 

O- Z(C) C B A C f  B(C) @AC' -0 

O --t B(C) @ A  C' Z(C) @ A  C' H(C) BA C' - O 

Comme d = i o j o s ,  on a D = d Q l , ~ = ( i @ l ) o ( j @ l ) 0 ( 6 @ 1 ) ,  ce qui 
montre que les applications canoniques Z(C) QA C' -, Z(C 8, C') et 
B(C) QA C' -, B(C @, C') sont bijectives, donc aussi y(C, C') par passage aux 
quotients. 

COROLLAIRE 2. - Soit N un A-module à gauche plat. Pour tout complexe C de 
A-modules à droite, les homomorphismes canoniques 

COROLLAIRE 3. - Soit C' un complexe de A-modules à gauche tel que B(C1) et H(C1) 
soient projectifs. Pour tout complexe C de A-modules à droite, l'application y(C, C') 
est bijective. 

En effet, C' est scindé (X, p. 35, exemple 4) et H(C1) est projectif; on peut donc 
appliquer le corollaire 1. 

Remarques. - 1) En utilisant les isomorphismes de commutation, on déduit des 
corollaires 1 , 2  et 3 les énoncés analogues obtenus en échangeant les rôles des deux 
arguments des produits tensoriels. 

2) Nous verrons ci-dessous (X, p. 79, cor. 4) que la conclusion du cor. 1 est égale- 
ment vraie lorsqu'on suppose C' et H(C1) plats et Cf borné a droite. 

3. Produit tensoriel par un complexe plat borné à droite 

Lemme 1 .  - Soient C un complexe de A-modules à droite et E un complexe de 
A-modules à gauche. On suppose que H(C) = O et que E est plat et borné à droite. 
Alors H(C BA E) = 0. 

Pour k E Z, soit T(k) le sous-complexe de C O, E tel que 

alors T(k-l) c T(k) et on a une suite exacte de complexes 

où ik est l'injection canonique et où n. projette la somme directe précédente sur 
son facteur Ce-, O, E, = (C O,  Ek(- k)),. D'après le cor. 2 ci-dessus, on 
a H(C BA Ek(- k)) = O, donc ik est un homologisme. On a T(k) = O pour k assez 
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petit, puisque E est borné à droite, donc H(T(k') = O pour tout k par récurrence 
sur k. Enfin, le morphisme canonique lirn T(k' + C BA E est évidemment un iso- 
morphisme, donc H(C BA E) = O (x,? 28, prop. 1). 

Lemme 2. - Si u : C + Cr est un morphisme de complexes de A-modules à droite 
et E un complexe de A-modules à gauche, alors les complexes Con (u) @,E et 
Con (u @ 1,) sont isomorphes. 

Par définition, Con (u) @, E est le module gradué (C1(- 1) @ C) @, E muni 
de la différentielle D telle que, pour x E C,, y' E Cf(- l), = C;- ,, z E E,, on ait 

(4) D((Y', x) O z) = (- dy', dx - u(yl)) O z + ( -  l)P (y', x) O dz , 

tandis que Con (u @ 1,) est le module gradué (Cr @, E) (- 1) @ (C @, E) muni 
de la différentielle Dl telle que, pour x E C,, y' E Ci- ,, z E E,, on ait 

=(-dyl@z, ( d x - u ( y l ) ) O z ) + ( - l ) P ( y ' O d z ,  x O d z ) ,  

d'où l'assertion. 

PROPOSITION 4. -Soient u : C + C' un homologisme de complexes de A-modules à 
droite et E un complexe de A-modules a gauche, plat et borné à droite. Alors 

est un homologisme de complexes de k-modules. 
En effet, d'après X, p. 38, cor., u (resp. u O 1,) est un homologisme si et seule- 

ment si H(Con (u)) = O (resp. H(Con (u @ 1,)) = O). On conclut alors par les 
lemmes 1 et 2. 

Remarque. - En utilisant les isomorphismes de commutation, on déduit des énoncés 
précédents les énoncés analogues obtenus en échangeant les rôles des deux argu- 
ments des produits tensoriels. 

4. Définition et premières propriétés du produit de torsion 

Pour tout A-module E, on note p, : L(E) + E la résolution libre canonique 
de E (X, p. 50). 

DÉFINITION 1. - Soit M un A-module à droite et N un A-module à gauche. On 
uppelle produit de torsion de M et N Io k-module grudué 

(4) TorA (M, N) = H(L(M) BA L(N)) . 
Les composantes homogènes de TorA (M, N) sont notées 

( 5 )  Tor: (M, N) = H,(L(M) @A UN)) . 



Comme L(M) et L(N) sont nuls à droite, on a 

(6) TOI-; (M, N) = O pour n < O .  

Remarque 1. - Nous verrons ci-dessous (X, p. 107, prop. 6) des propriétés de 
finitude des modules TorA (M, N). Par exemple, si A est commutatif nœthérien 
et si M et N sont des A-modules de type fini, chaque A-module Tor t  (M, N) est 
de type fini. 

Soient f '  : M -+ M' un homomorphisme de A-modules à droite et g : N -+ N '  
un homomorphisme de A-modules à gauche, on pose TorA (f, g) = H(L( f )  QA L(g)) ; 
c'est un homomorphisme de k-modules gradués 

TorA (f, g) : TorA (M, N) -, TorA (Mt, N') 

dont les composantes homogènes sont notées 

Tor t  (f, g) : Tor t  (M, N) -+ Tort  (Mt, Nt) . 

D'après la prop. 1 de X, p. 62, l'homomorphisme canonique 

est bijectif; utilisant les isomorphismes M -+ Ho(L(M)) et N -+ Ho(L(N)), on en 
tire un isomorphisme, dit canonique 

(7) y,,, : M QA N -, Tort  (M, N) . 

Nous identifierons toujours Tort  (M, N) à M BA N par cet isomorphisme. Alors 
l'application k-linéaire Tor t  (f, g) s'identifie à f @ g. 

Remarque 2. - Le morphisme de complexesp, Q p, : L(M) Q, L(N) -t M QA N 
induit sur l'homologie de degré O l'isomorphisme 

y& : Tor t  (M, N) -+ M QA N 

réciproque de y,,,. 

On a L(1,) = IL(,,, L(1,) = i,(,,, donc par passage à l'homologie : 

Si f '  : M' -+ Mt' (resp. g' : Nt  -+ N") est un homomorphisme de A-modules à 
droite (resp. gauche), on a L(g' o g) = L(gt) o L(g) et L( f '  of) = L( f ') O L( f ) ,  
donc 

(9) TorA (f' o f ,  g' o g) = TorA (f ', g') o TorA (f, g) . 
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Considérons les morphismes de k-complexes 

L ( M ) O A N < l B P "  L(M)BAL(N) M O A L ( N )  

et les k-homomorphismes qu'ils induisent en homologie : 

H(L(M) O, N) TorA (M, N) % H(M BA L(N)) ; 

d'après la prop. 4 de X, p. 67, 1 @ p, et p ,  @ 1 sont des homologismes. D'ou : 

PROPOSITION 5. - Les k-homomorphismes 

$M(N) : T O ~ ~  (M, N) -+ H(L(M) O, N) 
- 

A M, N) + H(M O, UN)) $&O : Tor ( 

sont bijectifs. 

COROLLAIRE. - Si M OU N est plat, Tor; (M, N) = O pour i 2 0. 
Supposons N (resp. M) plat ; alors p, 1 : L(M) 8, N + M QA N (resp. 

1 p, : M BA L(N) + M B A N )  est un homologisme (X, p. 67, prop. 4), donc 
Hi(L(M) BA N) (resp. Hi(M O, L(N))) est nul pour i > 0. 

Remarque 3. - Si g : N + N' est un homomorphisme de A-modules à gauche, 
alors 

(lL(M) O 9) (IL(,) O 1,) = O 1,) O ( ~ L ( M )  Q L(g)) 

donc le diagramme 

est commutatif. 
De même, si f : M + M' est un homomorphisme de A-modules à droite, on a 

un diagramme commutatif : 

PROPOSITION 6. - L'application (f, g) H TorA (f, g) : 

Hom, (M, M') x Hom, (N, N') -. Hom, (TorA (M, N), TorA (Mt, Nt)) 

est k-hilinéuirc~. 



Soient f E Hom, (M, M ' ) ,  g,, 9, E HomA (N, N'), h l ,  h2  E k .  Alors les mor- 
phismes 

de L ( M )  O, N dans L ( M )  O, N '  coïncident; d'après la prop. 5 et la remarque 3, 
on a donc 

On raisonne de même pour l'application f H TorA (f, g). 

COROLLAIRE. - Soit h E k .  Si h annule M ou N ,  il annule TorA ( M ,  N ) ,  
En effet, A.l,,,~M,N, = Tor (h.l,, 1,) = Tor (l,, 1.1,). 

PROPOSITION 7. - Soient 1 et J deux ensembles, (MA,  ,, une famille de A-modules à 
droite, ( N P ) P  une famille de A-modules à gauche. L'homomorphisme 

O TorA (Ma,  N P )  + TorA (O M,, O N P )  
a e I , p e l  a e l  PeJ 

déduit des homomorphismes canoniques Ma -, $ Ma et N P  + $ N P  est bijectif. 
Il suffit de prouver que pour tout module à droite M (resp. tout module à 

gauche N), l'homomorphisme canonique 

O TorA ( M ,  N P )  -, ToPL ( M ,  @ N p )  
P e J  P E J  

(resp. O TorA (Ma,  N )  + TorA (O Ma, N ) )  est bijectif. Or cela résulte de ce 
a e I  a e l  

qui précède, de la proposition l d e  X, p. 28, et des isomorphismes canoniques : 

Un raisonnement analogue donne 

PROPOSITION 8.  - Soient 1 (resp. J )  un ensemble préordonné jltrant à droite, 
( (Ma),  (uara)) (resp. ( (Np) ,  (vpTp))) un système inductif de A-modules à droite (resp. 
gauche) relatif a 1 (resp. J). L'homomorphisme de k-modules gradués 

déduit des A-homomorphismes canoniques Ma + lirn Ma et N p  -, lim N P ,  est bijectSf. 
-t + 

En particulier, prenant J = 1 et remarquant que les (a, a),  a E 1, forment une 
partie cofinale de 1 x 1, on obtient : 
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COROLLAIRE. - Soient 1 un ensemble préordonné jîltrant à droite, (Mi, uji) (resp. 
( N  i, vji)) un système inductifde A-modules a droite (resp. à gauche) relatifà 1. L'homo- 
morphisme de k-modules gradués 

lim TorA (Mi, Ni) -+ TorA (5 Mi, lim Ni) , 
-* + 
i e l  i e l  i e I  

déduit des A-homomorphismes canoniques Mi -+ lim Mi et Nj -+ lirn Nj est bijectif. + + 

Soient M un A-module a droite, N un A-module à gauche, A" l'anneau opposé 
à A, Mo le A"-module a gauche sous-jacent à M, No le A"-module à droite sous- 
jacent à M. On a L(MO) = L(M)" et L(NO) = L(N)", d'où un isomorphisme de 
commutation (X, p. 63, prop. 2) 

Par passage a l'homologie, o(L(M), L(N)) induit un isomorphisme gradué de degré O 
O,,, : TorA (M, N) -+ TorAo (Ne, M3) dit isomorphisme de commutation des pro- 
duits de torsion. 

Notons que o,.,,~ o O , ,  = Id,,, (,,,, et que O,,, induit sur les termes de degré O 
l'homomorphisme de commutation du produit tensoriel. D'autre part, si f : M -+ Mt 
et g : N -+ N' sont des homomorphismes de A-modules, on a 

5. Les homomorphismes de liaison et les suites exactes 

Soit M un A-module à droite. Rappelons que pour tout A-module à gauche N, 
on a défini au numéro précédent (X, p. 69, prop. 5) un isomorphisme 

$M(N) : TorA (M, N) -+ H(L(M) BA N) 

Soit 

une suite exacte de A-modules a gauche ; la suite de k-complexes 

O - L(M) BA NI L(M) BA N L(M) BA N - O 

est alors exacte (X, p. 66, lemme 1); soit 

: H(L(M) BA Nn) -+ H(L(M) BA Nt) 

l'homomorphisme de liaison correspondant O(, p. 29). 



DÉFINITION 2. - On appelle homomorphisme de liaison des produits de torsion, 
relatif au module M et à la suite exacte 8 ,  I'homomorphisme composé 

d(M, 8) = $,(NI)-' 0 d(M6) o $,(Nt') : TorA (M, Nt') + TorA (M, N') 

C'est un k-homomorphisme gradué de degré (- l), dont les composantes homo- 
gènes sont notées d,(M, 8 )  : T o e  (M, Nu) + T o r k ,  (M, N'). 

THÉORÈME 1. - La suite illimitée à gauche d'homomorphismes de k-modules 

est exacte. 
Considérons en effet le diagramme 

Tor(]  u) Tor Il t )  ?(M 8) Tor (1 U )  
Tor (M. N') - Tor (M,N) - Tor (M,N1') - Tor (M,N') - Tor (M. N) 
*MIN '1 

Hi1 c3 u i  
"(" '1 a(,, '1 H(1 @ u )  *"(N )1 

H(L(M) Q N') - H(L(M) Q N) - H(L(M Q N") -+ H(L(M) Q N') - H(L(M) Q N) . 

Il est commutatif d'après (X, p. 69, remarque 3) et la déf. 2. D'autre part, la ligne 
inférieure est exacte (X, p. 30, th. l), et les différents +, sont bijectifs (X, p. 69, 
prop. 5). 

COROLLAIRE 1. - S i  Tort (M, N") = O, la suite 

O- M Q,N"--, M Q,N- M Q A ~ " -  O 

est exacte. 

COROLLAIRE 2. - Soient O + C' 3 C 3 Cu -, O une suite exacte de complexes de 
A-modules à gauche et E un complexe de A-modules à droite. Si  C" ou E est plat, 
la suite 

O - E Q , C ~ ~ ~ ~ , E Q , C ~ E Q , C ~ ~ - - + O  
est exacte. 

En effet, Tort (E, C") = O d'après X, p. 69, cor. à la prop. 5 .  

Exemple. - Soit a un idéal de A. La suite exacte 
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de A-modules à gauche, donne naissance à une suite exacte de produits de torsion, 
dans laquelle les termes Tor: (M, A) sont nuls pour i > O. On en déduit des iso- 
morphismes 

Tor:+ (M, A/a) + Tor( (M, a) , i > O 

et une suite exacte 

O + T O ~ ; \ ( M . A ~ ) + M @ ~ ~ - , M @ ~ A - , M @ A G + ~ :  

il en résulte que Tort (M, A/a) s'identifie au noyau de l'homomorphisme cano- 
nique M @,a + M. 

Par exemple, prenant pour M un module de la forme A,/b, où b est un idéal à 
droite de A, on obtient un isomorphisme de Tort (A/b, A/a) sur (a n b)/ba. 

PROPOSITION 9. - Soient f : M + Ml un homomorphisme de A-modules à droite et 

un diagramme commutatifà lignes exactes d'homomorphisrnes de A-modules àgauche. 
Le diagramme de k-modules 

est commutatif. 
Cela résulte de X, p. 31, prop. 2, appliquée au diagramme commutatif 

De manière analogue, si N est un A-module à gauche et 

une suite exacte de A-modules à droite, on définit des homomorphismes de liaison 

d(F,  N) : TorA (M", N) -, TorA (M', N) 

dn(F,  N) : Tor: (M", N) + Tor:-, (M', N) 



par d ( 9 ,  N )  = G N ( ~ ' ) - '  o d ( B N )  o G,(M"), où c ( 9 " )  est l'homomorphisme de 
liaison de la suite exacte 

(F O + M1@,L(N) + M OAL(N)  + M''@AI@) + O  

déduite de 9, et on a : 

THÉORÈME 1 bis. - La suite illimitée à gauche d'homomorphismes de k-modules 

Tor: ( r ,  1 )  Tor; ( s ,  1) a , ( ~ ,  N) 
-+ Tor;(Mt, N) - T o t  (M, N) - Tort  (Mu, N) - Tort- , (Mt,  N) 

est exacte. 
On laisse au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer les propriétés analogues 

aux corollaires du th. 1 et à la prop. 9. D'ailleurs : 

PROPOSITION 10. - Notons (A") la suite exacte de A-modules à gauche 

O + M " r , M ' A M " ' + O  

Le diagramme 

w, NI TorA (M", N) - TorA (M', N) 

est commutatif. 
En effet, cela résulte de X, p. 3 1 ,  prop. 2, appliquée au diagramme commutatif 

Nous verrons plus tard d'autres relations de commutation (cf. X, p. 131, cor. 1). 

6. Modules plats et produits de torsion 

THÉORÈME 2. - Soit E un A-module à droite. Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(i) E est plat ; 
(ii) pour tout A-module à gauche F ,  et tout entier n > O, on a 

Tor t  (E, F) = O ; 
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(iii) pour tout A-module à gauche monogène et de présentation finie F, on a 

Tort (E, F) = O ; 

(iv) pour tout idéal àgauche de typefini a de A, l'application canonique E Q A  a -, E 
est injective ; 

(v) pour toute suite exacte de A-modules à droite, de la forme 

O - , G A H % E - , O ,  

et tout A-module à gauche F ,  la suite 

est exacte. 
(i) * (ii) : c'est le cor. a la prop. 5 de X,  p. 69. 
(ii) (iii) : c'est trivial. 
(iii) o (iv) : tout A-module à gauche monogène de présentation finie est iso- 

morphe à un quotient A/a, où a est un idéal à gauche de type fini, de sorte que (iii) 
équivaut a (iv) d'après X, p. 72, exemple. 

(iii) (i) : d'après X ,  p. 8, prop. 3, X, p. 72, th. 1, E est plat dès que Tort (E, F) = O 
pour tout A-module a gauche F. Si (iii) est satisfait, il en est ainsi dès que F est 
monogène et de présentation finie. D'après X ,  p. 11, prop. 7, tout A-module (resp. 
tout A-module monogène) est limite inductive filtrante de modules de présentation 
finie (resp. de modules monogènes de présentation finie) ; on voit donc, d'après X,  
p. 70, prop. 8, qu'il suffit de prouver que si Tor: (E, F) = O lorsque F est monogène, 
alors il en est ainsi dès que F est de type fini. Raisonnons donc par récurrence sur 
le cardinal d'un système générateur ( f , ,  . . . , f,) de F ; la suite exacte 

O -, Af, -, F-, FIAf, + O  
donne naissance à une suite exacte 

Tort (E, A f,) + Tort (E, F) -, Tort (E, FIAf,) , 

de sorte que Tor: (E, F) = O puisque Tor: (E, A fi) = O et que Tor: (E, FIA f,) = O 
par hypothèse de récurrence. 

(i) * (v) : c'est le cor. 2 au th. 1 ( X ,  p. 72). 
(v) => (iii) : la suite exacte ( X ,  p. 50) 

donne naissance pour tout A-module à gauche F a une suite exacte 

Si (v) est satisfait, on a Tor: (E, F) = O d'où (iii). 

COROLLAIRE 1.  - Soit O -, E' + E -, Et' -, O une suite exacte de A-modules à 
droite. Supposons que E soit plat. Alors pour que E soit plat, il faut et il suffit que E' 
soit plat. 



Soit F un A-module à gauche. Puisque Tor? (E", F) = O pour i = 1,2  (th. 2, 
(i) * (ii)), on a une suite exacte 

O -+ Tor? (E', F) -+ Tor$ (E, F) -+ O 

d'où l'assertion (th. 2, (i) o (iii)). 

COROLLAIRE 2. - Soit O -+ En -+ En- -+ ... -+ El -+ O une suite exacte de A- 
modules à droite. S i  Ei est plat pour i = l ,  . . ., n - l ,  alors En est plat. 

7. Formule de Künneth 

Dans ce numéro, on considère un complexe (c, d )  de A-modules à droite et un 
complexe (C', d' )  de A-modules à gauche. Considérons les suites exactes cano- 
niques 

on déduit de 6 un k-homomorphisme 

H(6 Q  1) : H(C Q A  C') + H(B(C) Q A  C') ( -  1) ; 

on déduit de (II) un homomorphisme de liaison 

si l'on munit Tor? (H(C), H(C1)) de la graduation dont le composant homogène 
de degré n est @ Tor? (HJC), H,(C')), cet homomorphisme de liaison est 

p + q = n  

gradué de degré 0. On dispose par ailleurs d'un homomorphisme canonique (X, 
P 62) 

?/(B(C), C') : B(C) BA H(C') + H(B(C) Q  A C') . 
Avec ces notations : 

THÉQRÈME 3. - Supposons les A-modules B(C) et Z(C) plats. Il existe un unique 
homomorphisme de k-modules gradués, de degré - 1, 

rendant commutatif le diagramme 
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La suite de k-modules gradués 

Y(C C') O - H(C) Q A  H(C1) - H(C Q A  CI) Tort (H(C), H(Cr)) (- 1) - 0 

est exacte. 
On a donc pour chaque n une suite exacte 

Posons pour simplifier B = B(C), Z = Z(C), H = H(C) et H' = H(C1) : 
Comme B est plat, on déduit de (1) une suite exacte (X, p. 72, cor. 2) 

Lemme 3. - L'homomorphisme de liaison H(B @, C') + H(Z @, C') associé à la 
suite exacte (12) est égal à H(i Q 1). 

En effet, soit a E Z(B 8, C') ; comme B est plat, a appartient à l'image 
de B 8, Z(C1), donc s'écrit 1 da, @ b,, avec a, E C, bA E CI, dbh = O. L'image de 

A 

la classe de a par l'homomorphisme cherché est par définition la classe de 

D(C a, Q bA) = 1 da, Q b, = (i Q 1) (a), d'où le lemme. 

La suite exacte d'homologie associée à (12) est donc 

H(i O 1) H O @  1) 
H(B Q A C') - H(Z Q A C') - H(C O A C') 

H(6 O 1) H(i  O 1) - H(B @ A  C') (- 1) - H(Z Q A  Cr) (- 1) . 

Par ailleurs, puisque Z est plat, on tire de (II) une suite exacte de k-modules 
gradués 

enfin, on dispose des homomorphismes canoniques du no 1 

YB = Y(B, Cf) : B QA Hi + H(B Q A  C') 

yz = y(Z, C') : Z Q A  H' -, H(Z Q, C') 

yc = y(C, C') : H QA H' + H(C Q A  CI), 



d'où un diagramme de k-modules gradués, à lignes exactes 

i @ l  
B Q H '  - Z Q H '  - P @  1 H Q H 1 - + O  

Hii @ 1) 
H(B Q C ' )  - H(Z Q Ci) - H(C Q C')  - H(B Q  C ' )  ( -  1 )  - H(Z Q  C') (- 1 )  

X I I ,  H') t Y "  i @  1 t.2 

0- T o f l ( H , H f ) ( -  1 )  - ( B  Q  H l ) ( -  1 )  -(Z Q  H f ) ( -  l ) ,  

qui est commutatif par définition des homomorphismes y. Mais, les complexes B 
et Z étant scindés et plats, y, et y, sont bijectqs (X, p. 6 5 ,  cor. 1). On en déduit, 
d'une part que y, est injectif et d'image égale à Ker H(6 @ l), d'autre part que 
y, 0 ù(I1, H') est injectif, d'image égale à Im H(6 Q 1). Le'théorème résulte immé- 
diatement de là. 

COROLLAIRE 1. - Si B(C) et Z(C) sont plats, on a pour tout A-module à gauche N 
et tout entier n une suite exacte 

COROLLAIRE 2. - Supposons B(C) et B(C1) projectifs et Z(C) plat. Alors les suites 
de k-modules (11) et (13) sont exactes et scindées. 

Cela résulte du théorème et du lemme suivant : 

Lemme 4. - Si  B(C) et B(C1) sont projectifs, alors I'homomorphisme canonique 

y(C, C') : H(C) BA H(C1) + H(C BA C') 

possède une rétraction k-linéaire. 
En effet d'après X, p. 65, remarque b), il existe des homologismes cp : C + H(C) 

et cp' : Cf -+ H(Cf) tels que H(cp) = 1,(,, et H(<pl) = 1,(,,,. Dans le diagramme 
commutatif 

H(q) Q H(ql) et y(H(C), H(C1)) sont l'identité, d'où l'assertion. 

COROLLAIRE 3 (« formule des coefficients universels »). - Supposons l'anneau A 
principal. Si  les complexes C et C' sont libres, les suites de A-modules (1 1) sont exactes 
et scindées ; si le complexe C est libre, les suites de A-modules (13) sont exactes et 
scindées pour tout A-module N. 

En effet, B(C), Z(C) et B(Cf) sont des sous-modules des modules libres C, C, C', 
donc sont libres (VII, 4 3, cor. 2 au th. l), et on applique le cor. 2. 
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COROLLAIRE 4 ((< formule de Künneth »). - Suppo~ons C borné à droite, C et H(C) 
plats ; alors l'homomorphisme canonique 

y(C, Cf) : H(C) Q A  H(C1) + H(C Q A  C') 

est bijectg 
D'après le théorème, il suffit de prouver que B(C) et Z(C) sont plats. Or on a 

des suites exactes 

O + Bn(C) + Zn(C) -+ H,(C) + O 

d'où, d'après X, p. 75, cor. 1, des implications (Bn-,(C) est plat) - (Z,(C) est plat) 
* (Bn(C) est plat); on conclut en remarquant que B,(C) = O pour n assez petit. 

COROLLAIRE 5. - Soit u : C -, Cf un homologisme de complexes de A-modules à 
droite, plats et bornés à droite. Pour tout complexe E de A-modules à gauche, le 
morphisme u Q 1, : C Q, E + C' Q A  E est un homologisme. 

En effet, Con (u)  est un complexe plat, borné à droite et d'homologie nulle ; 
on a donc H(Con (u)  Q A  E )  = O d'après le cor. 4, donc H(Con (u  Q 1,)) = O 
(X, p. 67, lemme 2), et u O 1, est un homologisme. 

8. Complexes bornés et plats sur un anneau nœthérien 

PROPOSITION 11. - Supposons A nethérien à gauche, et soit C un complexe borné 
et plat de A-modules à gauche tel que H(C) soit un A-module de type fini. Soient a et b 
deux entiers tels que a < b et que H,(C) = O pour n < a ,  C, = O pour n > b. II 
existe un complexe P de A-modules a gauche tel que P, soit projectif et de typejîni 
pour chaque n, et que P, = O pour n # (u, b), et un homologisme u : P + C. De plus, 
pour tout complexe E de A-modules à droite, I'homomorphisme 

H(lE Q u)  : H(E Q A  P) + H(E Q A  C) est bijectif 

D'après X, p. 53, prop. 7, il existe un complexe (L, d )  tel que Ln soit libre et de 
type fini pour chaque n, et nul lorsque n < a, et un homologisme f : L -, C. Soit 
P le complexe quotient L/L: où Ln= O pour n < b, Ln =Ln pour n > b, LL= Bb(L). 
Comme C, = O pour n > b, f(L') = O ,  donc f se factorise par un morphisme de 
complexes u : P + C. 



Comme f est un homologisme, on a H(Con (f)) = O, d'où une suite exacte 

On a donc une suite exacte 

Cela montre d'une part que le cône de u est d'homologie nulle, donc que u est un 
homologisme, d'autre part que le module Pb est plat (X, p. 76, cor. 2) ; comme Pb 
est de type fini comme quotient de Lb+ ,, il est projectif@, p. 13, cor.). Le couple 
(P, u) répond donc à la condition exigée. La dernière assertion résulte de X, p. 79, 
cor. 5. 

* Esemple. -- Soient A un anneau commutatif nethérien, X un A-schéma propre et plat, 9 un 
6,-module cohérent, plat sur A. Il existe un complexe P borné formé de A-modules projectifs 
de type $ni tel que pour tout A-module M, H(X, 9 Q, M) s'identifie naturellement 
à H(P @ A  M). En effet, soit U un recouvrement de X par un nombre fini d'ouverts affines, &U, A 
le complexe de Cech associé: On montre que Hi(b(U, 9)) est isomorphe au A-module Hi(X, F), 
et que ce dernier est de type fini ; de plus, pour tout A-module M, le complexe &(U, F) Q, M 
est isomorphe à b(U, 9 Q, M). En appliquant la prop. 11 au complexe I(U,9) (qui est borné), 
on obtient un complexe P qui répond à la question. 

Pour tout point y de Spec (A), notons ~ ( y )  le corps résiduel de A en y, X, = X @ , ~ ( y )  la 
fibre de X au-dessus de y, 9,, = 9 BO, ~ ( y ) ,  et posons hp(y) = dim,(,, HP(X,, P,.) pour p 2 0. 
On déduit aisément de l'existence du complexe P les résultats suivants : 

(i) la fonction hP est semi-continue supérieurement sur Spec (A) ; 
(ii) la fonction (-  l)P hP est localement constante sur Spec (A). , 
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9. Généralisation aux complexes de multimodules 

Soient B et B' deux anneaux, C un complexe de (B, A)-bimodules, C' un complexe 
de (A, B')-bimodules (X, p. 43) ; alors (C O, C', D) (X, p. 61) est un complexe 
de (B, BI)-bimodules et l'homomorphisme canonique 

est compatible avec les structures de (B, Bf)-bimodules des deux membres. 
Si B" est un troisième anneau, et C" un complexe de (B', Bu)-bimodules, l'homo- 

morphisme canonique (II, p. 64, prop. 8) 

est un isomorphisme de complexes de (B, Bu)-bimodules. 
Plus généralement, nous laissons au lecteur le soin de développer la théorie des 

produits tensoriels de familles finies, totalement ordonnées de complexes de multi- 
modules sur le modèle du no 1 (X, p. 63) et de II, pp. 65 à 72 (isomorphismes d'asso- 
ciativité, de commutativité, . . .). 



Soient B et B' deux anneaux, M un (B, A)-bimodule, N un (A, BI)-bimodule : 
alors L(M) O, L(N) est un complexe de (B, BI)-bimodules, de sorte que TorA (M, N )  
est muni d'une structure naturelle de (B, BI)-bimodule gradué ; sur le terme de 
degré 0, cette structure coïncide avec celle de M O, N. 

Si h E B, h' E B', et si on note A,, IL&, A,, h;-, les homothéties x H hx ,  y H yh', 
z H hz, z ~1 z l '  de M, N, TorA (M, N), TorA (M, N) respectivement, alors 

ce qui fournit une autre description de la structure de bimodule de TorA (M, N). 
Nous laissons au lecteur le soin de généraliser les no"5 et 7 au cas des complexes 

de multimodules. 

5. MODULES D'EXTENSIONS 

On conserve les notations générales du paragraphe 4. On convient de plus que, 
sauf mention expresse du contraire, tous les modules considérés sont des modules à 
gauche, tous les complexes considérés des complexes de modules à gauche. 

1. Complexes d'homomorphismes 

Soient (C, d )  et (C', d ' )  deux A-complexes. Considérons le k-module gradué 
Homgr, (C, C') (II, p. 174, 175) : pour n E Z, Homgr, (C, C'), est le k-mod, le 
des applications A-linéaires graduées de degré n de C dans C' ; autrement ci't 
Homgr, (C,  C') s'identifie canoniquement au A-module 

Définissons des applications k-linéaires 

D,:Homgr,(C,C'),+Homgr,(C,C') ,-,, n E Z ,  

Par 

(1) D,(f) = d ' o f  - (- 1 ) " f o d ;  

Alors (Homgr, (C, C') ,  û) est un complexe de k-modules appelé complexe des 
homomorphismes de C dans Cf. 



Par exemple, Homgr, (A, C') s'identifie canoniquement à C'. Notons aussi que, 
pour tout n E Z, on a Homgr, (C, Cf) (n) = Homgr, (C, C1(n)). 

Les éléments de Zn(HomgrA (C, C')) sont les homomorphismes gradués f de 
degré (descendant) n de C dans C' tels que d' of  = (- 1)" f O d, c'est-à-dire les 
morphismes de complexes de C dans C1(n), ou encore de C(p) dans C1(p + n) 

pour p quelconque fixé. On dit que ce sont les morphismes de complexes de degré 
(descendant) n de C dans C' ; si f, g E Zn(HomgrA (C, C')) et s E Homgr, (C, Cl),, ,, 
alors la condition g - f = Ds signifie que s est une homotopie reliant les mor- 
phismes f et g de C dans C'(n), de sorte que Hn(HomgrA (C, C')) est le k-module 
des classes d'homotopie de morphismes de degré (descendant) n de C dans C'. 

Soient cl E Hn(HomgrA (C, C'))et p E Z. Représentons a par f E Zn(Homgr, (C, C')); 
alors f est un morphisme de complexes de C dans C1(n), donc HP( f )  est un homo- 
morphisme de Hp(C) dans HP(C1(n)) = HP+,(C1) ; comme HP( f )  ne dépend que 
de la classe d'homotopie a de f (X, p. 33, prop. 3), on en déduit un homomorphisme 
canonique de k-modules 

d'où une application k-linéaire graduée de degré 0, dite canonique 

h(C, C') : H(Homgr, (C, Cl)) -+ ~ o m g r ,  (WC), WC')) 

Les composantes homogènes de h(C, C') seront souvent notées : 

hn(C, C') : Hn(HomgrA (C, C')) -+ n Hom, (Hp(C), Hq(C')) . 
p + q = n  

PROPOSITION 1. - Si C est nul a droite et C' nul a gauche, alors Homgr, (C, C') 
est nul a gauche, et l'application k-linéaire canonique 

hO(C, Cr) : HO(HomgrA (C, C')) -> Hom, (Ho(C), HO(C')) 

est bijective. 
On a des suites exactes 

D'autre part Homgri (C, C') s'identifie à Hom, (Co, Cl0), ZO(~omgrA (C, C')) 
s'identifiant alors à l'ensemble des f : Co -+ C'O tels que d'O of = O, f 0 dl = 0 ; 
BO(Homgr, (C, C')) est nul ; enfin l'application ho associe a la classe de f modulo {O} 
l'homomorphisme <p : Ho(C) -t HO(C') tel que f = i o <p op, d'où la proposition. 

Soient u : C -+ C et U' : CI -+ C' des morphismes de complexes; alors l'homo- 
morphisme canonique Homgr, (u, ut) : Homgr, (C, C') -+ Homgr, (C, e'), défini 



par f H ut of o U ,  est un morphisme de complexes, comme il résulte aussitôt de 
la formule (1). De plus, le diagramme suivant est commutatif 

PROPOSITION 2 .  - a)  Soient C' C C une suite exacte de A-complexes, -? .w 
complesr projectif, E un complexe injectif ( X ,  p. 25). Alors les suites 

Homgr, (P, C') H0mgr(1,u4 Homgr, (P, C )  HOmgr(l*vh Homgr, (P, Cu)  

Homgr, (C", E)  (",')> Homgr, (C, E)  HOmgr(u,l)> Homgr, (C',  E) 

sont des suites exactes de complexes de k-modules. 

b) Soit O + C' 4 C 4 Cu -+ O une suite de A-complexes qui est scindée en tant 
que suite exacte de A-modules gradués (c'est le cas par exemple si C' est injectif, 
ou si Cu est projectif). Alors pour tout complexe E, les suites 

O + Homgr, (E,  C')  Homgr(l'ul, Homgr, (E,  C )  HOmgr(l'vb Homgr, (E,  C u )  + O 

O + Homgr, (C", E) H0mgr(v,14 Homgr, (C, E)  HOmgr(u,l)+ Homgr, (C ' ,  E)  + O 

sont des suites exactes de complexes de k-modules. 
Dans le cas a), on remarque que les suites 

sont exactes pour tousp, q E Z, et on applique II, p. 10, prop. 5 et II, p. 13, prop. 7. 
La démonstration de b) est analogue. 

2. Complexes d'homomorphismes et homotopies 

PROPOSITION 3. - Soient C ,  c, Cl, et quatre A-complexes, u : + C ,  u : c + C ,  
U' : C' -+ e' et v' : C r  -, c '  quatre morphismes de complexes. 

a )  S i  u et ut sont homotopes à u et v' respectivement, alors les deux morphismes 
Homgr, (u, u') et Homgr, (v,  ut)  de Homgr, (C,  C')  dans Homgr, (e, c') sont 
homotopes. 

b )  S i  u et ut sont des homotopismes, Homgr, (u,  u t )  est un homotopisme. 
c )  S i  C ou C' est homotope à zéro, Homgr, (C,  C ' )  est homotope à zéro. 



Notons par la même lettre d les différentielles des complexes C, Cl ,  C', Ci ,  et 
par D les différentielles de Homgr, (C, C') et Homgr, (Cl, Ci). Si u (resp. ut) est 
homotope à v (resp. v'), il existe un homomorphisme gradué de degré 1, 

w : Cl  -, C (resp. w' : Cr  -, Ci)  

tel que 

( 2 )  u - u = dw + wd (resp. ut - u'  = dw' + w' 

Soit W : Homgr, (C, Ci) -, Homgr, (Cl, Ci) l'homomorphisme gradué de degré 1 
tel que, pour f E Homgr, (C, C'),, n E Z, on ait 

On a alors 

(DW + WD) ( f )  = D[wl fu + (- 1)" v'fw] + W[df - (- l Y  fd] 

= dw'fu - (- 1)"" W' f ~ d  + ( -  1)" dv'fw + vffwd 

+ M.' dfu + (-  1)"' l v' dfw - (- 1)" W' fdu + v'fdw 

= (dw' + w' d )  fu + v1f(wd + dw) 

= (ut - ut)fu + vlf(u - 0) = u'fu - v'fv; 

cela s'écrit DW + WD = Homgr, (u, ut) - Homgr, (v, v'), d'où a). 
Démontrons h) .  Si u et u' sont des homotopismes, soient cc : C -, Cet cl' : C' -+ C' 

des morphismes de complexes tels que u O a,  a O u ,  u' O a', a' O u' soient homotopes 
respectivement à Id,, Idg, Idg., Id,,. Alors Homgr (u, ut) O Homgr (a, a'), qui est 
égal à Homgr (a o u, ut o a'), est homotope d'après a) à 

Homgr, (Id,. Id,,) = Id ,,,,,,, ,,,,,, : 

de même Homgr (a, a') o Homgr (u, ut) est homotope à IdH,,,, ( e , ~ ,  , d'où b). 
Enfin c) résulte de b) (appliqué au cas où ou c' est nul). 

COROLLAIRE 1. - Si C est scindé et H(C) projectif (resp. si C' est scindé et Hn(C1) 
injectif pour chaque n), alors I'homomorphisme canonique 

est bijectif. 
Supposons par exemple C' scindé et H(C1) injectif pour chaque n, le cas où C 

est scindé et H(C) projectif se démontrant de manière analogue. D'après X, p. 35, 
déf. 6, il existe un homotopisme u' : C' -, H(C1) ; d'après la prop. 3, Homgr, (1, u') 
est un homotopisme de Homgr, (C, C') sur Homgr, (C, H(C1)) ; comme 

et que Homgr, (1, H(ul)) et H(Homgr, (1, ut)) sont bijectifs, il nous suffit de prouver 



que h(C, H(C1)) est bijectif, ce qui nous ramène au cas où C' est injectifet à dzxeren- 
tielle nulle. 

Alors les suites exactes canoniques (X, p. 28) 

( I I I )  O + B(C) A C 4 CIB(C) - + O  

(IV) O -+ H(C) 4 C/B(C) 4 B(C) -+ O 

donnent des suites exactes (X, p. 83, prop. 2, a)) 

O -+ Homgr, (C/B(C), C') Homgr, (C, C r )  '. Homgr, (B(C), C') -+ O 

O + Homgr, (B(C), C') 5 Homgr, (C/B(C), C') A Homgr, (H(C), C') -, 0 . 

Comme ri, = i O 6 op. la différentielle D de Homgr (C, C') est donnée par 
D r ,  = ( - 1 ) " "  P l r o A , o I l , ;  on a alors 

Z(Homgr,(C, C')) = Ker (P 0 A o 1) = Ker 1 = Im P, 

B(Homgr,(C, C')) = Im (P o A o 1) = P(Im A) = P(Ker J) ; 

d'où un isomorphisme cp : H(Homgr, (C, C')) + Homgr, (H(C), C') tel que, si 
a E Homgr, (C/B(C), C'), alors l'image par cp de la classe de P(a) est J(a) ; on vérifie 
aussitôt que <p s'identifie à l'homomorphisme canonique h. 

COROLLAIRE 2. - Supposons B(C) et H(C) projectifs (resp. Bn(C1) et H,(C1) injectifs 
pour chaque n). Alors h(C, C') est bijectif. 

En effet C (resp. C') est alors scindé d'après X, p. 35. C . Y ( J ~ I I ~ / C J  4, et on applique 
le cor. 1. 

COROLLAIRE 3. - Soit M un A-module projectif(resp. injectif). Pour tout complexe C 
de A-modules et tout entier n, I'homomorphisme canonique 

Hn(HomgrA (M, C)) + Hom, (M, H"(C)) 

(resp. Hn(HOmgrA (C, M)) + Hom, (Hn(C), M)) est bijectif. 

Lemme 1. - a) Si C ou Cf  est borné à droite, si C est projectif et si H(C1) = 0, 
alors H(HOmgrA (C, C')) = O. 

b) Si C ou C' est borné à gauche, si C' est injectif et si H(C) = O. alors 
H(Homgr, (C, C')) = O . 

Soit f E Z,(Homgr, (C, Cl)) ; f est donc un morphisme de complexes de C 
dans C1(n) ; dans le cas a) (resp. b)), f, est nul pour m assez petit (resp. assez grand). 
D'après X ,  p. 47, prop. 1, f est alors homotope à zéro, donc appartient 
a B,(Homgr,(C, C')), d'où la conclusion. 



PROPOSITION 4. - Soient u : Ci 4 C un hornologisme de complexes, P un complexe 
projectif, E un complexe injectif. 

a) Si P est borné à droite, ou si C et C' sont bornés à droite, alors 

Homgr, (1, u) : Homgr, (P, C') -+ Homgr, (P, C) 

est un homologisme. 

b) Si E est borné à gauche, ou bien si C et C' sont bornés à gauche, alors 

Homgr, (u, 1) : Homgr, (C, E) -+ Homgr, (C', E) 

est un hornologisme. 
Supposons d'abord u injectif et posons C" = Coker u. Comme u est un homo- 

logisme, Cu est d'homologie nulle. On a d'autre part des suites exactes (prop. 2) 

O + Homgr, (P, C') ( l ,"b Homgr, (P, C) + Homgr, (P, C") + O 

O + Homgr, (C", E) -+ Homgr, (C, E) HOmgr(uJ)+ Homgr, (C', E) + O 

d'après le lemme 1, Homgr, (P, C )  est d'homologie nulle dans le cas a), 
Homgr, (Cu, E) est d'homologie nulle dans le cas b), d'où la conclusion. 

Dans le cas général, il existe (X, p. 38, cor. a la prop. 7) un complexe e t ,  qui 
est borné à droite (resp. à gauche) lorsque C et C' le sont, un morphisme injec- 
tif M : C' + ri' et un homotopisme P : c' -+ C tel que u = P o M .  Alors M est un 
homologisme (X, p. 34, cor. à la prop. 5) ; d'après ce qui précède, Homgr, (l,, U) 
(resp. Homgr, (u", 1,)) est un homologisme dans le cas a) (resp. b)). D'autre part 
Homgr, ( l , ,  P) (resp. Homgr, (P ,  1,)) est un homotopisme (prop. 3): alors 
Homgr, (l,, u) (resp. Homgr, (u, 1,)) est composé de deux homologismes, donc 
est un homologisme. 

3. Définition et premières propriétés des modules d'extensions 

Pour tout A-module E, on note p, : L(E) + E (resp. e, : E + I(E)) la résolution 
libre (resp. injective) canonique, cf. X, p. 50 (resp. p. 52). 

DÉFINITION 1 .  - Soient M et N deux A-modules. On appelle module d'extensions 
de N par M, le k-module gradué 

(4) ExtA (M, N) = H(Homgr, (L(M), I(N))) . 

Les composantes homogènes de ExtA (M, N) sont notées 



Comme L(M) (resp. I(N)) est nul à droite (resp. gauche), on a 

( 6 )  Ext",(M, N) = O pour n < O .  

Rrm~ivquc~ 1 .  - Nous verrons ci-dessous (X, p. 107, prop. 6) des propriétés de fini- 
tude des modules Ext, (M, N). Par exemple si A est commutatif nœthérien, et si M 
et N sont des A-modules de type fini, chaque A-module ExtA (M, N) est de type 
fini. 

Soient / '  : M '  + M et g : N -+ N '  des homomorphismes de A-modules, on pose 

c'est un homomorphisme de degré O de k-modules gradués 

Ext, ( f ,  g) : Ext, (M, N) -+ Ext, (Mt, Nt)  , 

dont les composantes homogènes sont notées 

ExtA (f, g) : Exti (M, N) -+ ExtA (M', Nt) . 

D'après la prop. 1 de X, p. 82, l'homomorphisme canonique 

est bijectif; utilisant les isomorphismes M -+ Ho(L(M)) et HO(I(N)) -+ N, on en 
déduit un isomorphisme dit canonique 

(7) LM,, : ExtA (M, N) -+ HomA (M, N) . 

On identi$era toujours Exti (M, N) à Hom, (M, N) par cet isomorphisme. Alors 
l'application k-linéaire Exti ( f ,  g) s'identifie à Hom, (f, g). 

Remarque 2. - Le morphisme de complexes 

Homgr, (p,, e,) : HomA (M. N) + Homgr, (L(M), I(N)) 

induit sur l'homologie de degré O l'isomorphisme 
- 1 

h,,, : Hom, (M, N) -+ Exti (M, N) 

réciproque de AM,,. 

On a L(1,) = U N )  = II(,,, donc par passage à l'homologie 

Si f '  : Mt' -+ M' et g' : N'  -+ N" sont des homomorphismes de A-modules, on a 
L( f 0 f') = L( f )  0 L( f ') et I(gl 0 g) = I(gl) 0 I(g), donc 



Considérons les morphismes de k-complexes 

Homgr, (L(M), N) e N ) >  Homgr, (L(M), I(N)) (H"mg'A(pM'l) HomgrA (M, I(N)),  

et les homomorphismes qu'ils induisent en homologie 

H(Homgr, (L(M), N)) s? ExtA (M, N) H(Homgr, (M, I N ) )  . 
D'après la prop. 4 de X, p. 86, Homgr, (1, e,) et Homgr, (p,, 1) sont des homo- 

logismes, d'où : 

P R O P O ~ I O N  5. - Les k-homomorphismes 

<pM(N) : H(Homgr, N)) + ExtA (M, N) 
- 

et q,(M) : H(Homgr, (M, I(N))) + ExtA (M, N) sont bijectifs. 

COROLLAIRE. - Si M est projectif (resp. si N est injectzf), on a ExtA (M, N) = O 
pour i > 0. 

En effet, 

Homgr, (1, e,) : Hom, (M, N) + Homgr, (M, I(N)) 

(resp. Homgr, (p,, 1) : Hom, (M, N) -, Homgr, (L(M), N)) est alors un homo- 
logisme (X, p. 86, prop. 4), d'où la conclusion. 

Remarques. - 3) Si g : N + N' est un homomorphisme de A-modules, alors 

donc le diagramme 

est commutatif. 

4) De même, si f : M' + M est un homomorphisme de A-modules, le diagramme 

est commutatif. 



PROPOSITION 6. - L'application (f, g) ++ Ext, (f, g) : 

Hom, (M', M) x Hom, (N, N') + Homgr, (Ext, (M, N), Ext, (M', N')) 

est k-bilinéaire. 
Soit f e Hom, (M', M), g,, g2 E Hom, (N, NI), hl ,  h2 E k ; alors les morphismes 

Homgr, (Uf? ,  hl $71 + A 2  g,) et hl Homgr, (Uf )> g J  + A 2  Homgr, (Uf 1, g2) de 
Homgr, (L(M), N) dans Homgr, (L(M), N') coïncident ; donc, d'après la prop. 5 
et la remarque 3, 

On raisonne de même pour l'application f H ExtA (f, g). 

COROLLAIRE. - Soit h E k. Si h annule M ou N, il annule Ext, (M, N). 
En effet hl,,,(,,, = Ext (hl,, 1,) = Ext (l,, hl,) . 

PROPOSITION 7. - Soient 1 et J deux ensembles, (M,), , , et (N&p , , deux familles de 
A-modules ; I'homomorphisme Ext, ( @ M,, n N ~ )  + n ExtA (M,, Np) 

r l ~ l  P E I  P E J , U E I  

déduit des homomorphismes canoniques Ma -+ M, et ll Np + Np est bijectiJ 
11 suffit de prouver que pour tout A-module M (resp. N), les homomorphismes 

Ext (M, nNp)  + ll Ext (M, Np) (resp. Ext ( O  M,, N) + ll Ext (Ma, NI) 

sont bijectifs. Or cela résulte de ce qui précède, de la prop. 1 de X, p. 28, et des iso- 
morphismes canoniques Homgr, (L(M), nNp)  + ll Homgr, (L(M), Np) et 

Homgr, (O Mu, I N )  -+ ï ï  Homgr, (Mu, I N )  . 

Remarque 5 .  - Soient  et Q deux A-modules à droite. On définit Ext, (P, Q) par 

Toutes les définitions et propositions de ce paragraphe s'appliquent donc aux A- 
modules à droite en les considérant comme modules a gauche sur l'anneau A". 

4. Les homomorphismes de liaison et les suites exactes 

Soit M un A-module. Rappelons que pour tout A-module N, on a défini au 
numéro précédent un isomorphisme de k-modules 



une suite exacte de A-modules ; la suite de k-complexes 

O - Homgr, (L(M), N') Homgr('.iO, Homgr, (L(M), N) 
Homgr ( 1  .i ) Homgr, (L(M), N") - O 

est alors exacte (X, p. 83, prop. 2, a)), soit 

ô(,&) : H(Homgr, (L(M), N")) -, H(HomgrA (L(M), N')) 

l'homomorphisme de liaison correspondant (X, p. 29). 

DÉFINITION 2. - On appelle homomorphisme de liaison des modules d'extensions 
relatif au module M et à la suite exacte 6 I'homomorphisme coinposé 

6(M, 8 )  = vM(N1) 0 Ô(,G)o vM(NU)-' : ExtA (M, N") -+ ExtA (M, Nt) . 

C'est un k-homomorphisme gradué de degré ascendant 1, dont les composantes 
homogènes sont notées 6"(M, E )  : Ext",M, N") + Ext:' l (M, N'). 

THÉORÈME 1. - La suite illimitée à droite d'homomorphismes de k-modules 

est exacte. 
Considérons en effet le diagramme de la page X.91. 

Il est commutatif d'après la remarque 3 de X ,  p. 88 et la déf. 2 ; d'autre part la ligne 
inférieure est exacte (X, p. 30, th. l), et les flèches verticales sont bijectives (X, p. 88, 
prop. 5). 

COROLLAIRE. - Si Ext: (M, NI) = O, la suite 

est exacte. 

PROPOSITION 8. - Soient f : Ml + M un homomorphisme de A-modules et 





un diagramme commutatif de A-modules à lignes exactes. Le diagramme de k-modules 

est commutatif. 
Cela résulte de X, p. 31, prop. 2 appliqué au diagramme commutatif 

Homgr (1. u)  Homgr (1. 1.) 

O + Homgr, (L(M), N') - Homgr, (L(M), N) - Homgr, (L(M), N") -, O 

Soient N un A-module, et 

( 9 )  O + M ' 4 M 4 M " + O  

une suite exacte de A-modules ; la suite de complexes 

est exacte (X, p. 83, prop. 2, a)) ; soit 

l'homomorphisme de liaison correspondant. 

DÉFINITION 3. - On appelle homomorphisme de liaison des modules d'extensions 
relatif à la suite exacte ( F )  et au module N, l'homomorphisme composé 

1 

s ( F ,  N) : %(Mu) 0 d(FN) 0 TN(M1)-' : ExtA (Mt, N) + ExtA(MU, N) . 

C'est un k-homomorphisme gradué de degré ascendant 1, dont les composantes 
homogènes sont notées s n ( F ,  N) : ExtA(M1, N) + Ext;+'(M1', N). 

On démontre alors comme ci-dessus les énoncés suivants : 

THÉORÈME 2. - La suite illimitée à droite d'homomorphismes de k-modules 

O - Hom, (Mn, N) Hom, (M, N) , Hom, (M', N) 

est exacte. 



COROLLAIRE. - Si ExtA (Mt', N) = O, la suite 

O- Hom, (M", N) Hom, (M, N) Hom, (Mt, N) - O 

est exacte. 

PROPOSITION 9. - Soient g : N + NI  un homomorphisme de A-modules et 

un diagramme commutatif de A-modules à lignes exactes. Le diagramme de k-modules 

est commutatif. 

5. Modules projectifs, modules injectifs et modules d'extensions 

PROPOSITION 10. - Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) M est projectif. 
(ii) ExtA (M, N) = O pour tout A-module N et pour tout entier i > 0. 
(iii) Ext; (M, N) = O pour tout A-module N. 
(iv) II existe une suite exacte 

O - + K - % P J + M - O .  

où P est projectif, et où ExtA ( M ,  K )  = 0. 
(i) a (ii) : c'est le corollaire de la prop. 5 de X, p. 88. 
(ii) => (iii) : c'est trivial. 
(iii) a (iv) : c'est clair puisque M est quotient d'un module libre P. 
(iv) (i) : puisque Exti (M, K) = 0, l'application canonique 

Hom, (M, P) + Hom, (M, M) 

est surjective (X, p. 90, corollaire); il existe donc une section A-linéaire de v et 
M est isomorphe à un facteur direct de P, donc est projectif. 

PROPOSITION 11. - Soit N un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) N est injectif. 
(ii) ExtA (M, N) = O pour tout A-module M et tout entier i > 0 .  



( I I I )  Ext; ( M .  N i  = O pour tout A-tl~o(/uIc M .  
(iv) II existe une suite exacte 

O + N U * I & C + O ,  

où 1 est injectif et où ExtA (C, N) = 0 ; 
(v) Exti (M, N) = O pour tout A-module monogène M. 
(i) a (ii) : c'est le corollaire de la prop. 5 de X, p. 88. 
(ii) s (iii) => (v) : c'est trivial. 
(iii) s (iv) : c'est clair puisque N est un sous-module d'un module injectif (X, p. 19, 

cor. 3). 
(iv) a (i) : puisque Ext; (C, N) = 0, l'homomorphisme canonique 

Hom, (1, N) + Hom, (N, N) 

est surjectif (X, p. 93, corollaire) ; il existe donc une rétraction A-linéaire de u et 
N est isomorphe à un facteur direct de 1, donc est injectif (X, p. 16, prop. 9). 

(v) (i) : si a est un idéal de A, on a Ext: (A/a, N) = 0 ; l'application cano- 
nique Hom, (A, N) + Hom, (a, N) est donc surjective et N est injectif (X, p. 16, 
prop. 10). 

6. Formule des coefficients universels 

Dans ce numéro, on considère deux complexes de A-modules (C, d) et (Cf, d'). 
Considérons les suites exactes canoniques : 

on déduit de 6 un k-homomorphisme 

H(Homgr (6, 1)) : H(Homgr,(B(C), C')) (1) + H(Homgr,(C, C')); 

on déduit de ( 1  1,) des homomorphismes de liaisons 

6(1IP, H4(C1)) : Hom, (Bp(C), Hq(C')) + Exti (Hp(C), Hq(C')) . 

d'où, par passage au produit, des homomorphismes de k-modules 

cp" : Homgr1 (B(C), H(C1)) -+ n Ext: (Hp(C), Hq(C')) 
p + q = n  

On dispose par ailleurs d'homomorphismes canoniques ( X ,  p. 82) 

hn(B(C), C') : Hn(HomgrA (B(C), C')) -, Homgri (B(C), H(Cf)) . 

Avec ces notations : 



THÉORÈME 3. - Supposons les A-modules B(C) et Z(C) projectifs. Il existe, pour 
chaque n ,  un unique homomorphisme de k-modules 

rendant commutatif le diagramme 

X" '(B(C). C') 
Homgrl- l(B(C), H(C1)) - Hn- '(Homgr, (B(C), C')) 

P '1 { H Y H - ~ ~  (6, 1 ) )  

B" n Exti(HP(C), ~ ~ ( ( 2 ' ) )  - Hn(HOmgrA (C, Cl)) . 
p + q = n -  1 

Les suites de k-modules gradués 

( 1 1 )  O + Ext; (H,(C), Hq(C')) 9; Hn(Homgi-, (C, C')) 
p + q = r i -  1 

n Hom, (Hp(C), H4(C1)) + O 
p + q = n  

sont exactes. 

Remarque. - On peut démontrer un énoncé analogue, en supposant B,,(Cf) et 
C1/Bn(C') injectifs pour chaque I I .  

Posons pour simplifier B = B(C), Z = ZiC), H = H(C) et H' = H(C1). Comme B 
est projectif, on déduit de ( 1 )  une suite exacte 

( 12) 0 -t Homgr, (B, C') (1) HOmgr(s~ l 'r  Homgr, (C, C') 

HomgrA (Z, C') + O . 

Lemme 2. - L'homomorphisme de liaison 

associé à (12) est égal à (- 1)"" H(Homgr(i, 1)). 
En effet, soit a E Zn(HomgrA (Z, C')) ; c'est un morphisme de complexes de degré 

ascendant n de Z dans C', dont les valeurs sont donc dans Z(C'). Puisque la suite 
exacte ( 1 )  est scindée (B étant projectif), a se prolonge en un élément b de 
Homgri (C, Z(C1)). Par définition, l'image de la classe de a par l'homomorphisme 
de liaison cherché est la classe dans Hn(HomgrA (B, Cr)) de l'homomorphisme u 
de B(C) dans C' tel que pour x E C, on ait 

d'où l'assertion. 



La suite exacte d'homologie associée à (12) donne donc la suite exacte 

-+ Hn(HomgrA (Z, C')) H(H@mgr(i"", H1'(HomgrA (B, Cl)) 

Par ailleurs, puisque Z est projectif, on tire de ( 1  1,) des suites exactes 

d'où, par passage aux produits, des suites exactes 

O -+ Homgr1 iH, H') -+ Homgrjf, (Z, H') -+ Homgrjf, iB, H') 

Enfin, on dispose des homomorphismes canoniques du no 1 : 

d'où le diagramme à lignes exactes de la page X.97. 
Ce diagramme est commutatif par construction des homomorphismes h. Par 

ailleurs, comme lescomplexes B et Z sont scindés et projectifs, h, et h, sont bijectifs 
i X ,  p. 84, cor. 1). On en déduit, d'une part que AC est surjectif, de noyau égal à 
lm Hn(Homgr (6, l)), d'autre part que cpn-l o AB-' est surjectif, de noyau égal à 
Ker HH(Homgr (6, 1)). Le théorème résulte immédiatement de là. 

COROLLAIRE 1. - Supposons B(C) et Z(C) projectifs et Bn(C') injectif pour chaque n.  
Alors les suites exacies (1 1 ) sont scindées. 

Cela résulte du théorème et du lemme suivant : 

Lemme 3. - Si  B(C) est projectif et B,(C1) injectifpour chaque n ,  I'homomorphisme 
canonique h(C, C') : H(HomgrA (C, C')) -+ Homgr, (H(C), H(C')) possède une sec- 
tion k -  linéaire. 

En effet, d'après X ,  p. 35, remarques a) et b), il existe des homologismes 

cp : C -+ H(C) et cp' : H(C') -+ C' 

h(H(C), H ic ' ) )  est bijectif et Homgr (H(<p), H(cpl)) est l'identité, d'où l'assertion. 





COROLLAIRE 2. - Si B(C) et Z(C) sont projectij'', on a ,  pour tout A-module N et 
tout entier. n .  une suite exacte scindée : 

(13) O -, ExtA (H,,- ,(C), N) J=S HH(Homgr, (C, N))  4 Hom, (H,,(C), N) --, O . 

COROLLAIRE 3 (« formule des coefficients universels »). - Supposons A principal et  
C libre. On a pour tout A-module N et  tout entier n une suite exacte scindée (1 3). 

En effet B(C) et Z(C) sont libres comme sous-modules du module libre C (VII. 
4 3, cor. 7 LI11 th .  1 ) .  

COROLLAIRE 4. - Si C est borné a droite et si C et H(C) sontprojectfs, alors 

est bijectif. 
D'après le théorème, il suffit de prouver que B(C) et Z(C) sont projectifs. Or on a 

des suites exactes 

donc (B,,- ,(C) est projectif) * (Z,(C) est projectif) * (B,(C) est projectif). On 
conclut en remarquant que B,(C) = O pour n assez petit. 

7. Généralisation aux complexes de multimodules ; les isomorphismes canoniques 
Soient B, B' deux anneaux, C un complexe de (A, B)-bimodules, C' un complexe de 

( A ,  BI)-bimodules ; alors (Homgr, (C, C'), D) est un complexe de (B, BI)-bimodules 
et l'homomorphisme canonique h : H(Homgr, (C, C')) -+ Homgr, (H(C), H(C1)) 
est un homomorphisme de (B, BI)-bimodules. 

Si M est un (A, B)-bimodule et N un ( A ,  Br)-bimodule, alors Homgr, (L(M), l(N)) 
est un complexe de (B, BI)-bimodules, de sorte que Ext, (M, N) est muni d'une 
structure naturelle de (B, BI)-bimodule gradué ; sur le terme de degré 0, cette structure 
coïncide avec celle de Hom, (M, N) (II, p. 35). 

Si h E B, h' E B' et si on note h,, hh, A,, hÉ les homothéties x H xh, y H yh', 
z H hz, z H zh' de M, N, Ext, (M, N), Ext, (M, N) respectivement, on a alors 

h, = Ext, (h,, 1) , hÉ = Ext (1,hN) , 

ce qui fournit une autre description de la structure de bimodule de Ext, (M, N). 
Nous laissons au lecteur le soin de généraliser les nos 4 et 6 au cas des complexes 

de multimodules. 
Soient C, C', C" des complexes de A-modules. La composition des applications 

définit un homomorphisme gradué de degré zéro : 



Soient B, B', E des anneaux, C, C', C" des complexes de (B', A)-bimodules, 
(A, E)-bimodules, (B, E)-bimodules respectivement. Par restriction de l'iso- 
morphisme canonique de II, p. 73, on obtient un homomorphisme bijectif de 
(B, B')-bimodules : 

(15) Homgr, (C O, C', C") + Homgr, (C, Homgr, (C', C")) . 

Soient enfin B un anneau, C un complexe de B-modules à droite, C' un complexe 
de A-modules à droite, C" un complexe de (B, A)-bimodules. On déduit des homo- 
morphismes canoniques ( I I .  p. 75) 

Cp QB HomA (Ci, Cr) -) Hom, (Ci, Cp OB Cr) 

un homomorphisme gradué de degré zéro : 

(16) C QB Homgr, (Cl, C") -+ Homgr, (C', C OB Cf') 

Cet homomorphisme est bijectif lorsque C est un module projectif de type fini (II, 
p. 75, prop. 2). 

PROPOSITION 12. - Les homomorphismcs (14), ( l j ) ,  (16) sont drs morphisnic.~ de 
complexes. 

Démontrons-le par exemple pour l'homomorphisme (14). Notons 

K : Homgr, (Cl, C )  Qk Homgr, (C, C') -i Homgr, (C, Cu) 

cet homomorphisme. Soient f E HomgrA(C1, C"), et g E Homgr,(C, C'), ; on a 
alors par définition K( f Q g) = f O g. De plus . : . , 

x g + ( - l ) P f @ D g = ( d " o f ) Q g - ( - l ) P ( f o d ' ) Q g +  D<f  o g> = Df O 
+ ( -  i ) P f ~ ( d l o g )  - ( -  1 ) P + 4 f ~ ( g o 4 ,  

d'où 

ic(D(f Qg) )  = d u o  f og - ( -  1IP f o d ' o g  + 
+ ( -  1 ) P  f o d ' o g  - ( -  1 ) p + 4 f o g o d  

- - d u o  f o g  - ( -  l ) P + q f o g o d =  D ( f o g )  = D ( K ( ~  Q g ) ) .  

On démontre de même que les homomorphismes (15) et (16) sont des morphismes 
de complexes. 

On déduit du morphisme (14) des homomorphismes de k-modules (X, p. 62) 

(17) HP(Homgr, (C', Cu)) Qk Hq(HomgrA (C, C')) -) ~ ~ + ~ ( ~ o m g r , ( C ,  Cu)) . 

Faisant C = A, on voit que l'homomorphisme : 

(18) Homgr, (C', Cr') Q, C' + C" 



qui applique f x sur f ( x )  est un morphisme de complexes de A-modules à gauche ; 
il lui est associé un homomorphisme canonique ( X ,  p. 80) de A-modules gradués 
y : H(Homgr, (Cl, C")) Q, H(C1) + H(C1'), qui correspond à l'homomorphisme 
canonique de k-modules 

3L : H(HomgrA (C', C")) + Homgr, (H(C1), H(C")) . 

5 6 .  UTILISATION DE RÉSOLUTIONS NON CANONIQUES 

On reprend les conventions du 4 4. 

1. Calcul des modules TorA (P, M) et ExtA (M, N) 

Soient M, N des A-modules à gauche, P un A-module à droite. Soient d'autre part 
a : R + M une résolution gauche de M, b : S + P une résolution gauche de P et 
c : N -+ E une résolution droite de N. 

D'après X ,  p. 49, prop. 3 et 3 bis, il existe des morphismes de complexes 
a : L(M) + R ,  P : L(P) + S, y : E + I(N) tels que a o a = p,, b o = p,, 
y O C = e,, et les classes d'homotopie de a, P, y ne dépendent que des résolutions 
données. D'après X, p. 64, prop. 3 et X, p. 84, prop. 3, les classes d'homotopie des 
moi-phismes 

ne dépendent que des résolutions données, d'où par passage à l'homologie des k- 
homomorphismes gradués de degré O 

indépendants des choix de a, P, y. 
Par exemple, prenant pour a,  b, c les applications identiques de M, P, N res- 

pectivement, on trouve les homomorphismes $(P, M) : TorA (P, M) + P QA M et 
<p(M, N) : Hom, (M, N) -t ExtA (M, N) introduits en X, p. 68, remarque 2) et X, 
p. 87, remarque 2). 

THÉORÈME 1. - a )  S i  l'une des résolutions R ou S est plate, alors $(S, R )  est un iso- 
morphisme de k-modules gradués. 

1,) S i  R estprojective ou si E est injective, q(R,  E) est un isomqrphisme de k-modules 
graduks. 



a )  Supposons par exemple R plat, et choisissons a et B comme ci-dessus. L'homo- 
morphisme P @ a est le composé des morphismes 

Comme L(P) (resp. R) est plat et a (resp. P) est un homologisme, lLP, @ a (resp. 
p @ 1,) en est un, d'après la prop. 4 de X ,  p. 67. Donc P @ a est un homologisme et 
$(S, R) = H(P @ a) est bijectif. 

C) On raisonne de même, en utilisant la prop. 4 de X ,  p. 86. 

COROLLAIRE. - S i  R est une résolutionplate de M, I'homomorphisme 

$(P, R) : TorA (P, M) + H(P R) 

est bijectif. Si  R est une résolution projective de M, l'homomorphisme 

q(R,  N) : H(HomgrA (R, N)) -+ Ext, (M, N) 

est 1jijectiJ S i  E est une rksolution injective de N, l'homomorphisme 

q(M,  E) : H(HomgrA (M, E)) --+ ExtA (M, N) 

Remarque. - Le diagramme de k-modules 

où op,, et o(S, K) sont les isomorphismes de commutation ( X ,  p. 71 et 63), est 
commutatif : il se déduit en effet, par passage à l'homologie, du diagramme commu- 
tatif de complexes 

(« les morphismes $ sont compatibles avec les isomorphismes de commutation »). 

De même, soient ci,  : R ,  -+ M, bl : Sl -+ P, cl  : N -+ El des morphismes de 
complexes, où RI et S, sont projectifs et  nuls à droite et El injectif et nul à gauche. 
D'après X ,  p. 49, prop. 3 et 3 bis, il existe des morphismes de complexes 



tels que PM a l  = t r , .  p. 0 p ,  = b, ,  y, o e, = c, ,  d'où des morphismes de complexes 

et par passage à l'homologie des applications k-linéairesgraduées de degré O : 

dont on vérifie comme ci-dessus qu'ils sont indépendants du choix de a, ,  p l ,  y,. 

PROPOSITION 1. - Si a, ,  b,, cl  sont des homologismes, $'(SI, R , )  et cp'(R,, E l )  
sont les bijections réciproques des bijections +(SI, R,)  et cp(R,, E l )  respectivement. 

En effet, f = ( p  Q a)  0 ( p l  Q a , )  est un morphisme du complexe S I  Q, R ,  
dans lui-même, et on a (hl  o cx , )  o f  = j: D'après X, p. 49, prop. 3 et 3 bis, ,f est 
un homotopisme, donc H ( , f )  = 1 et 

de même $'(S,, R , )  O $(SI, R,) = 1. On raisonne de manière analogue pour les 
applications cp et cp'. 

Exemples. - 1) Soit a un élément de A tel que l'application cp : x H xa de A dans 
lui-même soit injective ( « a  n'est pas diviseur de zéro à droite »). En utilisant la 
résolution 

O + A , ~ A , + A A a - + O  

on voit que pour tout A-module à droite M, on a 

Tor;" (M, AIAU) = O pour i > 1 

e tque  le k-module Tor: (M, AIAa) est isomorphe à Ker (a,). 

De même, pour tout A-module à gauche M, on a 

Ext:(A/Aa, M) = O pour i > 1 

et le k-module ExtA (AIAU, M) est isomorphe a MlaM. 
2 )  Supposons A intègre ; soient K le corps des fractions de A et M un A-module. 

En utilisant la résolution plate 

O + A + K + K A + O  

(X, p. 9, exemple 5), on voit que Tor: (K/A, M) = O pour i > 1 ; de plus, compte 
tenu de I I ,  p. 116, prop. 26, (ii), le A-module Torf (K,A, M) est isomorphe au sous- 
module de torsion de M. 



3) Supposons que A soit un anneau local nœthérien, notons m son idéal maximal, 
et posons ic  = A/m. Soient M un A-module de type fini et P une résolution projective 
minimale de M (X, p. 54). Pour tout n 2 O, les K-espaces vectoriels Tor: (K, M) 
et Ext",M, K) sont de dimension finie, égale au rang du A-module libre P,; en 
effet. les complexes ic 8, P et Homgr, (P, ic) sont à différentielle nulle. 

2. Calcul des applications TorA (g, f )  et ExtA (f, h) 

Soient j' : M + M',  h : N '  + N des homomorphismes de A-modules à gauche, 
g : P + P' un homomorphisme de A-modules à droite, a : R + M ,  a' : R' + M', 
b : S + P, b' : S' + P', des résolutions gauches de M, M', P, P', respectivement, 
c : N + E ,  c' : N' -, E' des résolutions droites de N et N', 7 : R + R', g : S + S', 
h" : E' + E des morphismes de complexes tels que 

PROPOSITION 2. - Les deux diagrammes suivants sont commutatifs 

<p'R', E') H(Homgr,(R1, E')) - ExtA (Mt, N') 

H(Homgr. tf h){ 1 E X ~ A  (f, h )  

<p(R, E) H (Homgr, (R, E)) - ExtA (M, N) . 

Soieilt r : L ( M )  -+ K,  r '  : L ( M ' )  + R ' ,  y : L(P) + S. y' : L(P ' )  + S '  Jes illoi- 

phismes de complexes tels que 

D'autre part, a' O L( f )  et O a sont deux morphismes de L(M) dans R' tels que 
a 1 o ( a 1 o L ( f ) )  = p , , o L ( f )  = f o p ,  = f o a o a =  a l o ( J o a ) .  D ' a p r è s X , ~ .  49, 



prop. 3, cl' o L( f) et 70 a sont homotopes ; de même y' o  L(g) et g o  y sont homo- 
topes, ainsi par conséquent que (y' O L(g)) @ (a' O L( f ) )  et ( g  O y) @ (r O a)  d'après 
la prop. 3 de X ,  p. 64. On a donc 

On raisonne de manière analogue pour le second diagramme. 

Remarque. - Considérons de même des diagrammes commutatifs de morphismes 
de complexes 

où les complexes RI,  Ri ,  SI, Si sont projectifs et nuls à droite et où les complexes 
El,  E; sont injectifs et nuls a gauche. Alors 

comme on le démontre de manière analogue a la prop. 2 .  

3. Calcul des homomorphismes de liaison 

Considérons un diagramme commutatif 

où la première ligne (1) est une suite exacte de complexes de A-modules à gauche. 
la seconde ligne ( 2 )  est une suite exacte de A-modules à gauche et où les flèches verti- 
cales sont des résolutions gauches. 

PROPOSITION 3. - a )  Soient P un A-module, E; : S + P une résolution gauche de P ; 
supposons que la suite de complexes de k-modules 



soit exacte. Alors le diagramme suivant est commtctatif : 

TorA (P, Mt') (2)) b Tor" (P, Mt) 

W. R ? I  p, R') 
H(S Q A RIt) * H(S QA RI) . 

6) Soient N un A-module à gauche, c : N + E une résolution droite de N ; suppo- 
sons que la suite de complexes de k-modules 

(4) 
Homgr,,(T. 1 )  Homgr, ( Ü , I )  O + Homgr, (Ru, E) + -Homgr, (R, E) HomgrA (R', E) + O 

soit exacte. Alors le diagramme suivant est commutatif : 

N4N 
H(HomgrA(R1, E)) - H(HomgrA (R", E)) 

9(R,>  E ) I  p,,, E) 

N 2 ) .  N) 
ExtA (Mt, N) - ExtA (Mu, N) . 

Démontrons par exemple a). Soit B : L(P) + S un morphisme de complexes tel que 
L 0 p = p, ; considérons le diagramme de k-complexes 

Il est commutatif à lignes exactes (d'après l'hypothèse pour la première ligne, et le fait 
que L(P) est plat pour les deux autres). On a donc un diagramme commutatif ( X ,  p. 3 1 ,  
prop. 2, et X ,  p. 72, déf. 2) 



D'après X ,  p. 67, prop. 4, H( l  @ a") et H(l  @ a') sont bijectifs; d'autre part, 
par définition des homomorphismes $, on a H(P @ 1)  0 $(L(P), R") = $(S, R") et 
H(1 @ a") O $(L(P), Ru) = $(L(PI, M") = $,(Mu), donc 

$(S, R") = H(P @ 1) o H(l  @ a")- '  O $,(Mu) ; 

de même, $(S, R') = H(P @ 1) O H(l  @ a')- '  O $,(M'), et l'assertion cherchée 
d((3)) o $(S, R )  = $(S, R') o d(P, (2)) résulte de la commutativité du diagramme 
précédent. 

Remarques. - 1 )  Utilisant les isomorphismes de commutation, on déduit de a )  
l'énoncé analogue obtenu en échangeant les rôles des deux arguments du produit 
tensoriel. 

2 )  Avec les notations de a), supposons soit Splat, soit R, R', R plats ; alors d'une 
part la suite (3) est exacte (X, p. 72, cor. 2) et on peut appliquer la prop. 3 ; d'autre 
part $(S, R') est bijectif (th. l), donc 

31 Avec les notations de b), supposons soit E injectif, soit R, R', R "  projectifs; 
alors d'une part la suite (4) est exacte ( X ,  p. 83, prop. 2) et on peut appliquer la prop. 3 ; 
d'autre part, cp(R', E) est bijectif (th. 1) ; donc 

Considérons maintenant un diagramme commutatif 

dont la première ligne (5) est une suite exacte de A-modules à gauche, la seconde 
ligne (6) une suite exacte de complexes de A-modules à gauche et où les flèches 
verticales sont des résolutions droites. En raisonnant comme dans la prop. 3, on 
démontre la proposition suivante : 

PROPOSITION 4. - Soient M un A-module à gauche, a : R + M une résolution gauche 
de M telle que la suite 

H o n i p  (Y 1 )  Honigr(?, 1) 
( 7 )  O + Homgr, (R, E') - - Homgr, (R, E) + Homgr, (R, E") -t O 

soit exacte. Alors le diagramme suivant est commutatif. 

H(Homgr, (R, Eu)) "('" H(Homgr,(R, Et)) 
m. EI 1 p> E.1 

6(M, ( 5 ) )  
ExtA (M, N )  - ExtA (M, N') . 



Rema~~qurs. - 4)  Si R est projectif ou si E, E', E" sont injectifs, la suite ( 7 )  est exacte 
( A ,  p. 83, piop. 2) ; de plus, cp(R, E") est bijectif (th. 1) ; donc 

5 )  Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer les propositions 
analogues aux prop. 3 et 4 et relatives aux homomorphismes $, et cp,. 

4. Finitude des modules d'extensions et de torsion 

Soient M un A-module à gauche, 1 un ensemble préordonné filtrant, (Ni, tri,) un 
système inductif de A-modules a gauche relatifs a 1, N = 9 Ni sa limite inductive, 
ui : Ni + N, i E 1, l'application canonique. Alors (Ext, (M, Ni), Ext, (l,, uji)) est 
un système inductif de k-modules et (Ext, (l,, ui)) un système inductif d'applications, 
dont la limite inductive est un homomorphisme de k-modules gradués, dit canonique 

lim Ext, (M, Ni) -, Ext, (M, lim Ni). ---+ 
i e l  2 

PROPOSITION 5 .  - Si A est nathérien a gauche et si M est un A-module de t j p  fini, 
I'homomorphisme canonique (8) est bijectif. 

Soit en effet (X, p. 53, prop. 6) p : L + M une résolution libre de M telle que L,, 
soit de type fini pour chaque n. Le morphisme canonique de k-coiïiplexes 

u : lim Homgr, (L, Ni) -, Homgr, (L, $ Ni) + 

est bijectif, donc aussi l'homomorphisme 

lim H(Homgr, (L, Ni)) -, H(Homgr, (L, 5 Ni)) + 
déduit des homomorphismes H(Homgr(1, u,)) (X, p. 28, prop. 1). On conclut alors 
par la prop. 2 (X, p. 103) et le th. 1 (X, p. 100). 

PROPOSITION 6. - Soient B un anneau et N un (A, B)-bimodule,. qui est un B-module 
mthérien (resp. de longueur $nie). 

a) Supposons A nathérien à droite et soit M un A-module à droite de type $ni. 
Alors les B-modules (X, p. 8 1) Tor: (M, N) sont nathériens (resp. de longueur $nie). 

b) Supposons A nathérien a gauche et soit M un A-module à gauche de type fini. 
Alors les B-modules (X, p. 98) ExtÂ (M, N) sont nathériens (resp. de longueurjnie). 

Choisissons une résolution libre p : L -, M telle que chacun des A-modules L,, 
soit de type fini (X, p. 53, prop. 6), et soit C le complexe de B-modules L O, N dans 
le cas a), Homgr, (L, N ) dans le cas b). Chacun des B-modules Cl, est isomorphe à un 
produit d'un nombre fini d'exemplaires de N, donc est nœthérien (resp. de longueur 
finie) ; il en est donc de même des modules H,(C). Or, d'après X, p. 100, th. 1, ceux-ci 
sont isomorphes aux Tort  (M, N) dans le cas a), aux Extif '  (M, N) dans le cas b). 
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COROLLAIRE. - Soient p : A + B un homomorphisme d'anneaux commutatifs nathé- 
riens, M un A-module de type jn i ,  N un B-module. Si N est un B-module de type jini 
(1-esp. de longueur ,finie), il en est de même des B-modules Tor: (M, N) et ExtA (M, N). 

5. Les homomorphismes TorB (P, N) QA Q + TorB (P, N 8, Q) 
et ExtB 0% N) @A Q -+ ExtB (M, N O, Q) 

Soient B un anneau, N un (B, A)-bimodule, M un B-module a gauche, P un 
B-module a droite, Q un A-module à gauche. 

D'après X ,  p. 62, on dispose d'un homomorphisme 

par ailleurs (X, p. 69, prop. 5), on a des isomorphismes 

L'homomorphisme gradué de degré 0, dit canonique 

(9) TorB (P, N) BA Q -+ TorB (P, N 8, Q) 

est défini comme le composé $p(N O, Q)-' 0 y, 0 (&(N) O 1,). 

De même, on déduit du morphisme canonique de complexes 

a : Homgr, (LW),  N) O, Q + Homgr, (L(M), N O, Q) 

un homomorphisme H(a ) ;  on dispose de l'homomorphisme canonique ( X ,  p. 62) 

et des isomorphismes (X, p. 88, prop. 5) 

L'homomorphisme gradué de degré 0, dit canonique 

est défini comme le composé 

<pdN OA Q) O H(a) y2 (<p,(N) O lQ)-' . 

PROPOSITION 7. - a )  Si le A-module Q est plat, I'homomorphisme (9) est bijectif. 
C) Si le A-module Q est projectif de type jn i ,  I'homomorphisme (10) est bijectif. 



C) Si le A-module Q est plat, l'anneau B noethérien et le B-module M de type $ni, 
I'homomorphisme (10) est bijectif. 

a )  Si Q est plat, y, est bijectif (X, p. 66, cor. 2). 
h )  Si Q est projectif de type fini, il est plat, donc y, est bijectif, et de plus a est 

bijectif (II, p. 75, prop. 2, a)). 
C) SOUS les hypothèses de c), y, est bijectif puisque Q est plat. Par ailleurs ( X ,  p. 53, 

prop. 6), il existe une résolution L de M telle que chaque L, soit libre de type fini ; 
soit u : L(M) -t L un homotopisme (X,  p. 49, cor. à la prop. 3) ; dans le diagramme 
commutatif, 

les flèches verticales déduites de u sont des homotopismes (X, p. 64, prop. 3 et p. 83, 
prop. 3) et E est bijectif (1 1 ,  p. 75, prop. 2 (ii)) ; donc H(a) est bijectif, et l'homomor- 
phisme (10) est bijectif. 

6. Les homomorphismes TorB (P, N OA Q) + TorA (P OB N, Q)  
et ExtA (Q, HomB@, W) 2 E X ~ B  @ OA Q, M) 

Gardons les notations précédentes, et supposons Nplat sur A. Alors le morphisme 

N O, L(Q) ' N O A  Q est un homologisme (X ,  p. 67, prop. 4), d'où des horno- 
morphismes 

Utilisant alors les isomorphismes 

on en déduit des homomorphismes gradués de degré O dits canoniques : 

(1 1) TorB (P, N OA Q) + TorA (P OB N, Q) 

(12) ExtA (Q, Hom, (N, M)) + ExtB (N O, Q, M) . 
PROPOSITION 8. - a) Si N estplat sur A et sur B, I'homomorphisme (1 1) est bijectif. 

b) Si  N est plat sur A et projectif sur B, I'homomorphisme (12) est bijectif. 



En effet N QA L(Q) est isomorphe à une somme directe d'exemplaires de N, donc 
est un B-module plat (resp. projectif) lorsque le B-module N est plat (resp. projectif) ; 
on applique alors le th. 1 (X, p. 100). 

7. Les homomorphismes B BA  or^ (E, F) + T O ~ ,  '(E BA B, B BA F) 
et B BA ExtA (E, F) -' ExtB (B BA E, B @A F) 

Dans ce numéro, on suppose que A est commutatif; on se donne un homomor- 
phisme d'anneaux p : A -t B tel que p(A) soit contenu dans le centre de B et deux 
A-modules E et F. On a un isomorphisme canonique de complexes de A-modules 

d'autre part, puisque L(E) QA B et B 8, L(F) sont des B-complexes libres, on a un 
homomorphisme canonique de A-modules gradués (X, p. 102) 

enfin, on dispose d'un homomorphisme (X, p. 63) 

L'homomorphisme canonique de B-modules gradués 

(1 3) B QA TorA (E, F) + TorB (E BA B, B Q, F) 

est défini comme le composé $'(L(E) QA B, B QA L(F)) O H(u) O y. 

PROPOSITION 9. - Si  B est plat sur A, l'homomorphisme (1 3) est bijectif. 
En effet $'(L(E) QA B, B QA L(F)) est bijectif (X, p. 102, prop. 1) et y est bijectif 

(X, p. 66, cor. 2). 

Supposons B plat sur A. Substituant dans l'homomorphisme (12) E à Q. B à IV 
et B O, F à M, on obtient un homomorphisme 

Ext, (E, B BA F) -' Ext, (B QA E, B @, F) 

qui est bijectif d'après la prop. 8. Substituant dans l'homomorphisme (10) E à M, 
F à N, A à B, B à Q, et échangeant les facteurs des produits tensoriels, on obtient 
un homomorphisme de B-modules 

d'où par composition un homomorphisme dit canonique 
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PROPOSITION 10. - L'homomorphisme (14) est bijectif dans les cas suivants : 
a) B est un A-module projectif de type $ni ; 
b) B est un A-module plat, A est nethérien, et E est un A-module de type jîni. 
Cela résulte de la prop. 7 (X, p. 108). 

8. Application : homologie et cohomologie des groupes 

Soient G un groupe, z ( ~ '  son algèbre sur Z (III, p. 19). Rappelons (cf. III, p. 20, 
exemple) que si M est un groupe commutatif, il revient au même de se donner une 
action de G sur M (c'est-à-dire un homomorphisme T : G -, Aut (M)), ou une 
structure de Z(G)-module à gauche sur le groupe additif M. En particulier, on consi- 
dérera le groupe Z comme un Z(G)-module à gauche en le munissant de l'action 
triviale. 

DÉFINITION 1. - Soient M un Z(G)-module à gauche (resp. à droite), n un entier 3 0. 
Le groupe  EX^;(^, (Z, M) (resp. ~or,Z"' (M, Z)) est noté Hn(G, M) (resp. Hn(G, M)) 
et appelé n-ièmegroupe de cohomologie (resp. d'homologie) de G à coeficients dans M. 

La rksolution standard (X, p. 58) B ( Z ( ~ ) ,  Z) est une résolution libre du Z(G)-module 
Z ; il en résulte que les groupes Hn(G, M) (resp. Hn(G, M)) s'identifient aux groupes 
d'homologie du complexe : 

Hom,,~,  (B(Z(G), Z), M) (resp. M @ , ( G ,  B(Z(G), Z)) . 

En utilisant l'isomorphisme canonique de (Z(G))@9ur  Z(Gn) (III, p. 36) et les pro- 
priétés de l'extension des scalaires (II, p. 82) on conclut que Hn(G, M) est canonique- 
ment isomorphe au groupe d'homologie de degré ascendant n du complexe C(G, M) 
défini de la façon suivante : Cn(G, M) = O pour n < O ;  pour n 3 0, C"(G, M) 
est le Z-module des applications de Gn dans M ;  pour n 3 O, la différentielle 
dn : Cn(G, M) -+ Cnf '(G, M) est donnée par 

+ (- f(g0, ..., Sn-1) 

quels que soient f dans Cn(G, M) et go, ..., gn dans G. 
De même, H,(G, M) s'identifie au groupe d'homologie de degré n du complexe 

C'(G, M), où C;(G, M) = M @, Z(Gn' pour n B O, Ci(G, M) = O pour n < 0, 
la différentielle dn : C;(G, M) -+ CA- ,(G, M) étant définie par : 

n -  1 

dn(m @ egl ,..., gn) = m ' g ~  @ eg2 ,..., 4 n  + 1 (- l ) i m  @ egl ,..., , , g l + l  ,..., g n  
i = l  

+ (- l)"m @ eg l , . , , , g n - i  

quels que soient n 3 1, m dans M et g,, ..., gn dans G. 



Exemples. - 1) Il résulte directement de la définition que HO(G, M) est isomorphe 
au sous-module des éléments de M invariants sous l'action de G, et H,(G, M) au 
module quotient de M par le sous-module engendré par les éléments m .g - m pour 
~ E M ,  ~ E G .  

2) Il résulte de ce qui précède que H1(G, M) est isomorphe au Z-module 
Z1(G, M)/B1(G, M), où Z1(G, M) est le Z-module des applications f de G dans M 
vérifiant : 

c't B1(G. V )  est le sous Z-module de Z'(G, M )  formé des f pour 1esquellc.s i l  c\ibtc 
un élément m de M tel que : 

f ( g ) = g . m - m  pourtout ~ E G .  

On dit parfois que Z1(G, M) est le Z-module des homomorphismes croisés de G 
dans M, et B1(G, M) le sous-module des homomorphismes croisés principaux. 

Notons .r : G -, Aut (M) l'homomorphisme déduit de l'action de G ; considérons 
le produit semi-direct externe M x , G et l'extension 5, : M 3 M x, G 3 G 
(1, p. 64). Soit e : G -+ M x , G une application tellequep O e = 1, ; on a e = (f, l,), 
où f E C1(G, M). Pour que e soit un homomorphisme (c'est-à-dire une section de 
l'extension 5,) il faut et il suffit que f E Z1(G, M). Pour que deux sections de 5 ,  soient 
conjuguées par un élément de i(M), il faut et il suffit que les homomorphismes croisés 
correspondants aient même classe dans H1(G, M). 

Lorsque G opère trivialement sur M, on a B1(G, M) = O et H1(G, M) est iso- 
morphe au Z-module des homomorphismes de groupes de G dans M. 

3) De même H'(G, M) est isomorphe au Z-module Z2(G, M)/B2(G, M), où 
Z2(G, M) est le Z-module des applications f de G x G dans M, vérifiant : 

quels que soient g,, g,, g, dans G, et B2(G, M) est le sous-Z-module de Z2(G, M) 
formé des f pour lesquelles il existe une application h de G dans M telle que : 

quels que soient g,, g2 dans G. 
On retrouve ainsi la définition du groupe H2(G, M) donnée en VIII, App. 

Il en résulte en particulier qu'il existe un isomorphisme canonique de H2(G, M) 
sur le groupe des classes d'extension de G par M (loc. cit.). 

4) Soit M un Z-module, que l'on considère comme un Z(G)-module à droite en 
faisant opérer G trivialement. Le groupe Hl(G, M) est isomorphe au quotient de 
M Oz z(,) par le sous-Z-module engendré par les éléments m @ (e,,,, - e,, - e,,) 
pour m dans M, g,,  g2 dans G ; il en résulte facilement que Hl(G, M) est isomorphe 
à M Oz (G/(G, G)). 
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Notons o l'anti-automorphisme de Z") défini par o(e,) = e,. , pour y E G. Tout Z(G)-module à 
gauche peut être considéré comme Un Z(G)-module à droite à l'aide de o ,  et réciproquement. Ceci 
permet par exemple de définir les groupes Hq(G, M) pour un Z(G)-rhbdule à gauche M, en posant 
Hq(G, M) = Hq(G, o,(M)) = T o r y )  (Z, M). 

Lemme 1. - Soit M un Z-module ; notons MG le groupe Hom, (Z(G), M )  muni de sa 
structure naturelle de Z(G)-module à gauche. Alors : 

Hi(G, MG) = O pour i 2 1 . 
Il résulte en effet de la prop. 8, b) (X, p. 109), appliquée avec A = N = Z(G) et 

B = Q = Z ,  que l'on a un isomorphisme canonique : 

ExtZcw ( Z ,  MG) .+ Extz(Z, M) 

d'où le lemme. 

PROPOSITION 11. - Soit L une extension galoisienne de degré fini d'un corps commu- 
tatif K ,  de groupe de Galois G. 

a )  On a Hi(G, L) = O pour i 2 1 .  
b )  On a H1(G, L*) = 0. 
c) Le groupe H2(G, L*) est canoniquement isomorphe au groupe Br (K, L) (VIII, 

0 13). 
Le théorème de la base normale (V, 010, no 9, th. 6) montre que L est isomorphe 

comme Z'G'-module à KG = H o ~ ~ ( Z ( ~ ) ,  K) ; l'assertion a) résulte alors du lemme 1. 
Compte tenu de l'exemple 2 ,  l'assertion b) résulte de V, $10, no 5, cor. 1 à la prop. 9 : 
enfin l'assertion c) a été démontrée en VIII, 0 13. 

0 7. PRODUIT DE COMPOSlTION 

On reprend les conilentions générales du $ 4 .  

1. L'homomorphisme ExtA(N, P) @ ExtA(M, N) -t ExtA(M, P) 

Soient M et N deux A-modules à gauche. Considérons les homologismes 
p, : L(M) + M ,  e, : M + 1(M) et e, o p, : L(M) -t I(M) ; d'après la prop. 4 de X, 
p. 86, on en déduit un homomorphisme bijectif 

a,,, = H(HomgrA(eM 0 p,, 1)) : H(HomgrA(I(M), I(N))) + ExtA(M, N) . 

Rappelons d'ailleurs (X, p. 82) que Hn(HomgrA(I(M), I(N))) est l'ensemble 
des classes d'homotopie des morphismes de degré ascendant n du complexe I(M) 
dans le complexe I(N). Pcir exemple, si f E Hom, (M, N), la classe d'homotopie de 
1 ( f )  est envoyée par a,,, sur f. 



Si P est un troisième A-module à gauche, on a d'après X, p. 99, un k-homo- 
morphisme canonique 

dont on déduit par transport par les isomorphismes a,,,, a,,,, a,,, un k-homomor- 
phisme (homomorphisme de composition) : 

cM,~ , ,  : ExtA (N ,  P) Ok ExtA (M, N) + ExtA (M, P) . 
Celui-ci correspond à une application k-bilinéaire 

(1) Ext, (N, P) x Ext, (M, N) + Ext, (M, P) 

qui se décompose en composantes homogènes 

(2) Ext; (N, P) x ExtA (M, N) -+ Exty j  (M, P) . 

Si u E ExtA (N, P), v E Ext, (M, N), l'image de (u, v) par (1) s'appelle le produit 
de composition de u et v et se note u O v. Si g (resp. f )  est un morphisme de complexes 
de degré ascendant j (resp. i) de I(M) dans I(N) (resp. de I(N) dans I(P)), de classe 
d'homotopie (resp. f), alors le produit de composition a,,,(f) o a,,,(;) est l'image 
pur a,,p de la classe d'homotopie du morphisme f O g de I(M) dans I(P). 

Exemple 1. - Si u E Hom, (N, P), v E Hom, (M, N), u O v est le composé de u et 
de v. 

Exemple 2. - Si u E Hom, (N, P), v E Ext, (M, N), alors 

u o I .  = Ext, (l,, u) ( r )  E Ext, ( M .  1') ; 

de même, si u E Ext, ( N ,  P), c E Hom, (M, N), alors 

1 1  O 1 .  = E x t ,  ( 1 . .  I,,) (10  E E \ t ,  ( M .  1') . 

Cclu résiilte des dkfinitions et des remarques de X. p.. 88 

Si Q, M, N, P sont quatre A-modules à gauche, et si 

u E Ext, (N, P), r E Ext, (M, N) , w E Ext, (Q, M) , 
alors (u O v) O w = u O (v O w) : le produit de composition est associatif ; on notera 
donc les composés de plusieurs éléments sans parenthèses. En particulier, d'après 
l'exemple 2 : 

Exemple 3. - Soient M, N, M', N' quatre A-modules à gauche. Si u E ExtA (M, N), 
f E Hom, (M', M), g E Hom, (N, Nt), alors 
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Cela donne une nouvelle démonstration de la k-bilinéarité de l'application 
(f, g) - ExtA (f, 9)  (X, P 88, prop. 6). 

2. Les sept calculs du produit de composition 

Soient M, M' et M" trois A-modules A gauche, u : R -t M, cc' : R' + M' et 
a" : R" + M" des résolutions projectives, c : M -+ E, c' : Mt + E' et c" : M" + E" 
des résolutions injectives. Il résulte de X, p. 100, th. 1 et p. 103, prop. 2, que le 
diagramme : 

H(HomgrA (M, Et)) -H(HomgrA (R, E')) - H(HomgrA (R, M')) t IV@. ~ ' 1 7  1 
~ 6 %  E? v(R R') H(HomgrA (E, E')) -ExtA (M, Mt)- H(HomgrA (R, R')) 

où les flèches non désignées sont déduites canoniquement de c, a, c', a', est commu- 
tatif, et que toutes les flèches sont des isomorphismes, ce qui donne cinq descriptions 
de ExtA (M, M'). On obtient de même cinq descriptions de ExtA (M', M"), et autant 
de ExtA (M. M"). 

Considérons maintenant les sept homomorphismes de composition 

ou l'on prend successivement pour (C, C', C") les sept triplets (R, R', R"), (K, K', M"), 
(R, R', E"), (R, M', EU), (R, E', E"), (M, E', E"), (E, Et, EU). 

Identifiant H(HomgrA (C, C')) à Ext (M, Mt) par l'isomorphisme ci-dessus, et de 
même pour H(Homgr, (C', Cu)) et H(HomgrA (C, Cu)), on obtient sept homomor- 
phismes 

ExtA (M', M") ExtA (M, M') + ExtA (M, M") 



Ces sept homomorphismes coïncident, et sont indépendants du choix des résolutions. 
En particulier, ils coïncident avec l'homomorphisme qui a été défini au no 2, via 
le triplet (1(M), ](Mi), I(M1')). Cela résulte en effet de l'interprétation des modules 
H(Homgr (C, C')) comme module des classes d'homotopie de morphismes de 
complexes de C dans C', et du fait que si dans un diagramme de complexes 

cc" O g est homotope à g, O a' et a' O f homotope à f ,  o a, alors a" o g o f est homo- 
tope à g, O f ,  O a ( X ,  p. 33, prop. 4 et cor.). 

Dans ce qui suit, nous utiliserons suivant le cas l'une ou l'autre des sept construc- 
tions précédentes des homomorphismes de composition. 

3. La classe associée à une suite exacte 

PROPOSITION 1. - Soient (C, d )  et (C', d ' )  deus comple'ces de A-rnocll~/~.\ à gauche 
et n ,  p, q trois entiers tels que p 2 q. Pour p 2 i 2 q - 1, soit f i  : C i  -+ C ~ + , + ,  un 
homomorphisme de A-modules tel que f p  0 d = O ,  f i  0 d = d '  0 f i+  , pourp > i 2 q - 1, 
et d' o fq- ,  = O (voir fig. 2). 

Posons cc = fp - ,  O d = d l o  fp ,  = fq-l O d = d ' o  fqr et soit a (resp. b) le A- 
homomorphisme gradué de degré n de C dans C' dont la seule composante bi-homogène 
non nulle est a (resp. p). Alors on a a E Z,(Homgr, (C, C')), b E Z,(Homgr, (C, Cl)) et 
a - (- l)(n+l)(P-q) b E Bn(HomgrA (C, C')). 

O n a d ' o a  = d ' o d l o f , =  O , a o d =  f , - , o d o d =  O ,  donc 

a E Zn (Homgr, (C, C')) ; 

de même b E Zn(HomgrA (C, C')). Posons E = (- 1)"". On a, dans le complexe 
Homgr, (C, C') les relations 
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donc 

ce qui démontre le lemme. 

Considérons deux A-modules à gauche M et N et une suite exacte de A-modules 

(4) O + N - , R , + R ,  - , + . . .  + R l + M + O .  

D'après les prop. 3 et 3 bis de X ,  p. 49, il existe un diagramme commutatif : 

Considérons les deux éléments b et a de Homgr, (L(M), l(N)) dont les seules 
composantes bihomogènes non nulles sont 

respectivement. 

PROPOSITION 2. - On a a, b E Zn(HomgrA (L(M), I(N))). De plus, les classes Ü et b 
de a et b dans Hn(HomgrA (L(M), I(N))) = Exti (M, N) ne dépendent que de la suite 
exacte (4) et sont égales. 

D'après la prop. 1, appliquée aux deux lignes extrêmes de (5) et aux flèches verti- 
cales composées, avecp = n, q = O, on a a, b E Zn(HomgrA (I(M), L(N))) et 

Puisque a (resp. b) est indépendant du choix de u (resp. v), l'élément a = b de 
Extl (M, N) est indépendant du choix des morphismes u et v ,  d'où la proposition. 

DÉFINITION 1. - On appelle classe associée à la suite exacte (4) l'élément 9 de 
Ext",M, N) déjinipar 0 = (- 1)"(n+1)12 (! = (- 1)n("+1)12 b . 

Remarques. - 1) Soit (P, p) une résolution projective de M. D'après X, p. 49. 
prop. 3, il existe un diagramme commutatif 

0 - ... -RI -M - O  

k t  I"..t ..t th 

Pn -Pn-l  -.., -Po L M - o .  



Avec les notations du 9: 6, 0 est l'image par q ( P ,  N) de la classe d'homotopie du 
morphisme P + N défini par ( -  1)"("+'"* ün. De même si (e ,  E) est une résolution 
injective de N ,  il existe un diagramme commutatif 

et 0 est l'image par q ( M ,  E) de la classe d'homotopie du morphisme M -+ E défini par 
(- 1 ) N n + 1 ) 1 2  un. Ceci résulte de la construction de 0 et des définitions de cp(P, N )  et 
q ( M ,  El. 

2) Lorsque n = O, la suite exacte (4)  s'écrit O + N 4 M + O, et la classe associée 
est f -' E HomA ( M ,  N )  = ExtA ( M ,  N) .  

4. Propriétés de la classe associée à une suite exacte 

PROPOSITION 3. - Soient 

deux suites exactes de A-modules a gauche de classes respectives 0 E Extz ( N ,  P) et 
0' E ExtA ( M ,  N ) .  La classe dans Extzfn ( M ,  P) associée à la suite exacte 

est le produit de composition 0 O 0'. 
Choisissons des diagrammes commutatifs 

Puisque Im(P) est injectif, il existe un homomorphisme ho : 10(N) + Im(P) tel que 
= h o  O e,; d'après X ,  p. 49, prop. 3 bis, ho se prolonge en un morphisme de 

complexes h : I (N)  + I(P) (- m). Alors wm = ho o e, = ho o v0 0 p, donc 
6m-i , p - l  = wmo?L = h O o v O o ( p o h ) ,  
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et le diagramme suivant est commutatif : 

. . 
où t0 = ho O vO, t1 = (- 1)" hl O vl, ..., ti = (- l)mi h' O v', ..., tn = (-  l)mn hn O un. 
La classe 0 associée à (6) est celle de (- 1)m(m+1)12 wm E Homgri (N, I(P)), donc cor- 
respond par l'isomorphisme a,,, à la classe de (- 1)m(m+1)12 h E Homgri (I(N), I(P)) ; 
la classe 0' associée à (7) est celle de (- 1)"(n+')12 v " E Homgrn (M, I(N)), la classe 
associée à (8) est celle de (- l)(m+n)(m+"1)i2 t " E Homgrm+" (M, I(P)), d'où la 
conclusion, d'après la définition du produit de composition (X, p. 114) et la formule 

4. - Considérons un diagramme commutatif de A-modules à lignes 
exactes 

Soit 0 (resp. 0') la classe de la première (resp. seconde) ligne dans 

Ext; ( M .  N) (resp. Ext; ( M ' ,  Nt ) )  . 

Dans Exti (M, N'), on a 0' o j' = O 0. 
Considérons en effet un diagramme commutatif 

Par définition 0' O f est la classe de (- 1)n(n+1)12 v " o f o p,  E Homgrn (L(M), l(N1)), 
tandis que g o 0 est la classe de (- 1)n(n+1)i2 e,. O g O un. D'après le lemme 1, appliqué 
aux deux lignes extrêmes du diagramme, ces deux classes sont égales. 



COROLLAIRE 1. - Considérons un diagramme commutatif à lignes exactes 

les deux lignes du diagramme ont même dusse associée dans Exti ( M ,  N ) .  

COROLLAIRE 2. - Soient 

une suite exacte, 0 E Ext",M, N )  la classe associée, a,, . .. , a,, , des éléments inver- 
sibles de k .  L a  classe associée à la suite exacte 

est (a;  ' a; ' . . . a,',) 0. 

En effet, on a un diagramme commutatif 

et on applique la proposition. 

COROLLAIRE 3. - Soient O -+ N h Rn A ... + R 11. M + O une suite 
exacte, 0 sa classe dans Ext; ( M ,  N ) ,  u : M '  + M et v : N + N '  deux homomor- 
phismes de A-modules. 

a )  L'élément v o 0 de ExtA ( M ,  N ' )  est égal à la classe de la suite exacte 

où RA est le A-module quotient de R n  @ N' par le sous-module formé des couples 
( f,, ,(x), - v(x)) pour x E N ,  et où fnl+ (resp. f,') est déduit de l'injection canonique 
(resp. de ( f , ,  0 ) )  par passage aux  quotients. 

b)  L'élément 0 o u de Exti ( M t ,  N )  est la classe de la suite exacte 

où R i  est leproduit jibré R,  x , M ' ,  c'est-à-dire (1, p. 44) le sous-module de R ,  x M '  
formé des couples ( x ,  y )  tels que f , (x )  = u(y ) ,  et où f;' (resp. f;') est déduit de ( f , ,  O )  
(resp. de la seconde projection). 
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Démontrons par exemple a). Soit z un élément de RA tel que fnl(z) = O ; si z est la 
classe d'un couple ( x ,  y), avec x E Rn, y E N' ,  on a f , (x )  = O ,  de sorte qu'il existe un 
élément t E N tel que x = fn+ ,(t). On a alors z = fnt+ ,(y + v(t)), ce qui prouve que 
Ker fnl = lm fnl+, . L'injectivité de f i + ,  résulte de celle de f,+ , . 

Soit j : R n  + RL l'homomorphisme déduit de l'injection canonique ; on a un dia- 
gramme commutatif de suites exactes : 

f"+ 1 f. 
O - N - R n - R n  - 1 - . . . -  M - O  

l'assertion a) résulte alors de la proposition. 
La démonstration de b) est analogue. 

Remarque. - Soit 0 E Ext",M, N ) ,  resp. 0' E Ext",M1, N' ) ,  la classe d'une suite 
exacte 

O + N  f " + l > R n +  ... + R i  f i  , M + O ,  

resp.0- t  N'  -RA + ... + R i &  M t +  0 .  

Soient i,, iN . ,  les injections canoniques de N et N' dans N @ N',  q M ,  qM, ,  les pro- 
jections de M @ M' sur M et Mt.  Considérons l'homomorphisme 

m = Ext (q,, i,) @ Ext (q,,, iN,) 

de Ext, ( M ,  N )  @ Ext, (M', N ' )  dans Ext, ( M  @ M ' ,  N @ N') .  L'élément 

est la classe de la suite exacte 
In-1 f l  0 1, O + N e N f - R n @ R ; +  ... + R I  @ R i - M @ M 1 + O  

En effet, si l'on désigne cette classe par O", il résulte de la prop. 4 qu'on a 

0" o i, = i, o 0 = m(0, 0 ' )  0 iM et 0" O iM, = i,, o 0 = m(0,  0') O iM, ; 

d'après X, p. 89, prop. 7 ,  cela entraîne 0" = m(0, 0'). 

5. Relation entre suites exactes et éléments de ExtA (M, N) 

THÉORÈME 1. - Soient n un entier 3 1, M et N deux A-modules. 
a )  Tout élément de ExtA ( M ,  N )  est la classe d'une suite exacte (X, p. 117, déf. 1 ) .  

b )  Soient O + N fn+l, Rn /".+O 
BOURBAKI. -Algèbre X 



des suites exactes, 8 et 0' les classes associées. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) 0 = 0' ; 

(ii) il existe un diagramme commutatif a lignes exactes : 

(iii) il existe un diagramme commutatif a lignes exactes : 

Démontrons a). Soit cc E ExtA (M, N), et soit P une résolution projective de M. Soit 
a : P(n) -, N un morphisme de complexes représentant a ; son unique composante 
non nulle est un A-homomorphisme u : P, -+ N qui vérifie u O d,,, = O ,  donc se 
factorise en u = U o  6,, où 6,  : P, + Zn- est l'application induite par dn (on pose 
Zn-, = lm d,) et üest un A-homomorphisme de Zn-, dans N. D'après la remarque 1 ,  
p. 1 17, la classe 0 E Exti (M, Zn-  ,) de la suite exacte 

est égale à la classe d'homotopie du morphisme ( -  1)"'"' l ) I 2  6,. On a donc 

ce qui permet d'après le cor. 3, p. 120 de représenter a comme la classe d'une suite 
exacte. 

Démontrons 6). Il résulte du cor. 1 de X, p. 120 que (ii) =. (i) et que (iii) * (i). 
Supposons (i) satisfaite, et soit P une résolution projective de M. Il existe un dia- 
gramme commutatif 



PRODUIT DE COMPOSITION 

Les morphismes de P(n) dans N définis par un et un sont homotopes, car ils appar- 
tiennent tous deux à la classe (- 1)n(n+')12 0, donc u; - u, est de la forme w 0 d,, où 
w : Pn- , -, N est un A-homomorphisme, En remplaçant ui-, par U A - ,  - f,;, o w 
et un par un, on se ramène au cas où un = u;. Ceci permet de construire un nouveau 
diagramme commutatif à lignes exactes : 

où N t  est le quotient de P,-, @ N par le sous-module formé des couples 
(d,(x), - u,(x)) pour x E P,, et où v (resp. v') est défini par passage au quotient à 
partir de l'application un-, @ f,, , (resp. u;-, @ f,', ,). La condition (ii) est donc 
satisfaite. 

Supposons de nouveau la condition (i) satisfaite, et soit E une résolution injective 
de N. Il existe un diagramme commutatif 

et on montre comme ci-dessus que l'on peut supposer v; = II,. On a alors un dia- 
gramme commutatif a lignes exactes 

O-N- R n -  ... - R2 -RI-M-O 

'4 I I 1 1'. 
O-N - E O -  ... - En-2-M'-M-O 

1 4  t t t tl. 

O - N  -R; - ... - R i  - R i  -M-O 



avec M' = M x ,, En-, (cf. X, p. 120, cor. 3, b)). La condition (iii) est donc satis- 
faite, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Remarque 1 .  - Si l'anneau A est nœthérien, et si les A-modules M et N sont de type 
fini, il résulte de la démonstration de a) que tout élément de Extz (M, N) est la classe 
associée à une suite exacte O -, N + Rn -+ ... -. RI -, M -t O où les Ri sont de 
type $ni. 

COROLLAIRE. - Soit O + N A  R A  M -, O et O -, N'. RI* M -+ O deux 
suites exactes, 0 et 0' les classes associées dans Ext' ( M ,  N ) .  Pour que 0 = 0', il faut 
et il sufJt qu'il existe un A-homomorphisme h : R -+ R' rendant le diagramme 

commutatif. Un tel homomorphisme est nécessairement un isomorphisme. 
La condition est suffisante d'après le cor. 1 de la prop. 4. Si 0 = 0', on a un dia- 

gramme commutatif à lignes exactes : 

O - N - R - M - O  

Les morphismes h' et h" sont des isomorphismes d'après X, p. 7,  cor. 3, et h = h" o hl-' 
répond à la question. La dernière assertion résulte de loc. cit. 

Remarque 2. -Le théorème 1 donne une description de ExtA (M, N) comme ensemble 
de classes d'équivalence de suites exactes ; il est facile de décrire la loi de groupe 
qu'on obtient sur cet ensemble par transport de structure. Soit en effet 0 (resp. 0') 

f n +  i I n  
la classe d'une suite exacte O -, N - Rn - . . . -, R I  -, M -+ O (resp. 

fL* 1 O-,N-R;& . . .+ R i - M - O ) .  Soient A : M + M @ M  et 
V : N @ N -, N les applications A-linéaires définies par A(x) = (x ,  x) pour x E M 
e't V(y, z) = y + z pour y, z E N. Considérons l'application 

définie dans la remarque, p. 121. Avec les notations de loc. cit., on a V o i, = 1, et 
q, o A = l,, et par suite 0 + 8' = V O m(8, 8') O A. Compte tenu de loc. cit. et du 
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cor. 3, p. 120, ceci fournit une suite exacte de classe 0 + 0' : si par exemple n 2 2, 
on peut prendre la suite 

o + N + R ; - R n - , @ R ; - ,  -;i--=...+ R , @ R ; + R ; + M + O  

où Rn est le quotient de R n  @ Rn par le sous-module formé des couples 

6. Produit de composition et homomorphismes de liaison des modules d'extensions 

PROPOSITION 5. - Soient 

une suite exacte de A-modules à gauche, 0 E Exti  (M" ,  M t )  la classe associée, N un A- 
module à gauche, n un entier. 

a)  L'homomorphisme de liaison 6"(N, 8) : Extl ( N ,  M") -, E x t Y 1  ( N ,  M' )  est le 
produit de composition a H 0 0 apar 0. 

b) L'homomorphisme de liaison 6"(6, N )  : Ext",Mr, N )  + E x t A  ' (M" ,  N )  est le 
produit de composition a H (- 1)"" a O 0par  (- 1)"" 0. 

a)  Considérons un diagramme commutatif 

Par définition, 0 est la classe de - v1 E Homgri (M" ,  I(M1)). Soit d'autre part 
a E Ext; ( N ,  Mu),  représenté par un élément a de Homgr1 ( L ( N ) ,  Mu). Par cons- 
truction, P ( a )  s'obtient comme suit : on relève an E Hom, (L,(N), M") en 

b E Horn, (Ln(N) ,  M )  , 
et V ( a )  est la classe de e,, O c où c E Hom, (Ln+ ,(N),  M t )  est tel que 

f o c  = Db = (- l ) " + ' b o d n + , .  

On a donc un diagramme commutatif 

Ln+ I N  L m  



Mais, dans Homgr, (L(N), I(M1)), on a 

Les classes de e,, O c et (- v ' )  O a dans Ext",+' (N, M') sont égales, d'où a). 
b) Considérons un diagramme commutatif 

Par définition, 8 est la classe de - u, E Homgri (L(M1'), M'). Soit d'autre part 
a E Extn (M', N) représenté par un élément a de Homgr; (M', I(N)). Par construc- 
tion, Zn(a) s'obtient comme suit : on prolonge an E Hom, (M', In(N)) en 

b E Hom, (M, In(N)) 

et Zn(a) est la classe de c op,,,, où c E HomA (M", In+'(N)) est tel que 

g o c  = Db = Zn+ 'ob .  

On a donc un diagramme commutatif 

\ l 
I"(N) L In + '(N) 

Mais, dans Homgr, (L(MU), I(N)), on a 

Les classes de c o p  et de (- 1)"" an o (- u,) dans ExtA' (Mn, N) sont donc égales, 
d'où b). 

COROLLAIRE 1. - a) L 'homomorphisme de liaison Hom, (M", Mu) + ExtA (Mu, M') 
envoie l,,, sur 8. 

b) L'homomorphisme de liaison Hom, (M', Mt) -+ Exti (M", M') envoie l,, 
sur - 8. 

COROLLAIRE 2. - Considérons deux suites exactes de A-modules àgauche 

O + M ' + M + M t l - + O  



NO 6 PRODUIT DE COMPOSITION A X.127 

Alors les homomorphismes composés d'homomorphismes de liaison 

ExtA (Ml, Nt') -+ ExtY1 (Mi', N )  -+ ExtA', (M", N') 
et 

ExtA (M', N") + Extif' (M', N') + ExtA', (M", Nt)  

sont opposés. 
En effet si O,, 8, sont les classes associées aux suites exactes données, et si 

a E Ext: (M', M"), les images de a sont respectivement 

Considérons une suite exacte de A-modules à gauche 

et posons K, = M, K i  = Ker fi, i = 1 ,  ..., n - 1, K, = N. On a donc des suites 
exactes 

auxquelles sont associées pour tout A-module à gauche P, des homomorphismes de 
liaison 

Extg (P, Ki- l )  -+ Extg" (P, Ki) , 

 EX^: ( K ~ , P )  -+ E X ~ A + ~  ( K ~ - ~ ,  P ) ,  

d'où par composition des homomorphismes de liaison itérés, associés à (Y) 

tjrn(P, Y )  : Extz (P, M) -+ Extg'" (P, N) 

grn(Y, P) : Extz (N, P) + Extg'" (M, P) . 

COROLLAIRE 3. - Si 0 E ExtA (M, N) est la classe de la suite exacte (Y), on a 

6 ,  9) (a) = 0 0 a , 6m(Y, P) (p) = (- l)rnn+n(n+i)'2 P o e .  

Si 8, E Exti (Ki- l ,  Ki) est la classe associée à la suite exacte (9), on a d'après la 
prop. 5 

Zirn(P,Y)(ct) = 8 , 0 ~ . ~ 0 8 , 0 8 , 0 a  

Par ailleurs, d'après la prop. 3 (X, p. 1 18), on a 0 = 8, O ... O 0,. Le corollaire résulte 
immédiatement de là, et de la relation (E, 111, p. 44) 



COROLLAIRE 4. - Si chaque module Ri, i = 1, . . ., n, est injectif (resp. projectif), 
l'application a t+ O O a (resp. a t+ a O O) de ExtR (P, M) dans Extlr;'" (P, N) (resp. de 
Ext? (N, P) dans Extlr;+" (M, P)) est bijectivepour tout A-module P et tout entier m > 0. 

Cela résulte en effet du cor. 3 et des suites exactes 

ExtA'j-' (P, Ri) -+ Ext:'j-' (P, Ki-') -+ Extg" (P, Ki) -+ E x ~ A + ~  (P, Ri) 

dont les termes extrêmes sont nuls par hypothèse. 

Remarque. - Les définitions et propositions des nos 3 à 6 s'appliquent aux A-mo- 
dules à droite, considérés comme modules à gauche sur l'anneau A opposé à A. 

7. L'homomorphisme ExtA (P, Q) O TorA (P, M) -+ TorA (Q, M) 

Soient M un A-module à gauche, P et Q deux A-modules a droite. Considérons 
l'homomorphisme Homgr, (L(P), L(Q)) O, (L(P) O, L(M)) -+ L(Q) 8, L(M) qui 
a f O (x O y) associe f (x)  O y. D'après X, p. 99, c'est un morphisme de complexes. 
On en déduit une application k-linéaire graduée de degré O 

donc par l'isomorphisme <p(L(P), L(Q)) du $ 6  (X, p. 100, th. l) ,  une application 
A-linéaire graduée de degré O 

(10) ExtA (P, Q) O, TorA (P, M) -+ TorA (Q, M) , 

correspondant a des applications k-bilinéaires 

~ P , Q ; M  : ExtA (P, Q) x Tor; (P, M) -+ Tor;-, (Q, M) ; 

l'image du couple (a, y) par c,,~;, s'appelleproduit de composition de a et y et se note 
a O y. 

Par construction, a o y s'obtient comme suit : on représente a par un morphisme 
de complexes f : L(P) -+ L(Q) (- n), y par un élément z E Z,(L(P) O, L(M)), et 
a y est la classe de l'élément 

Par exemple, si a E Hom, (P, Q), alors a O y = Tor (a, 1) (y). 

Remwques. - 1 )  Si on utilise les isomorphisines $ de X, p. 69, on peut aussi 
définir le produit de composition par le diagramme commutatif 
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en d'autres termes, on représente a par un morphisme f de L(P) dans L(Q) (- n), 
y par un cycle x E LJP) Q, M, et a o y est la classe du cycle 

2) On peut aussi utiliser les résolutions 1(P) et I(Q). 

De même, si N est un deuxième A-module a gauche, on définit un produit de 
composition (p, y) H p O y noté 

(. ,:,,, : Exti (M, N) x Tort  (P, M) -, Tort-,  (P, N) 

par le diagramme commutatif 
' P,M.N ExtA (M, N) x Tor; (P, M) - Tor$-, (P, N) 

(12) x a p , M , , l  p-, . 
<MO.NO,F ExtAo (Mc, No) x Tor;" (Mc, Pa) - Tor","-, (NC, Po) 

où o désigne les isomorphismes de commutation (X, p. 71). 
Si p E ExtA (M, N) est la classe du morphisme g : L(M) -, L(N) (- r), et si 

7 y E Tort  (P, M) est la classe du cycle z = 1 zij, où zij E Li(P) O, Lj(M), p O y est 
i. i 

donc la classe du cycle x (- 1)" (1 Q g) (zij?. 
i , j  

On peut aussi représenter y par un cycle y E P Q L,(M), et y O y est la classe du 
cycle (1 O g) (y) E P O Lm-,(W. 

PROPOSITION 6. - Soient K, M, N des A-modules à gauche, P, Q, R des A-modules 
à droite, 

sc E ExtA (P, Q) , p E Extg (Q, R) , h E ExtA (K, M ) ,  p~ ExtA (M, N), y E Tor: (P, K). 

Alors 

(13) (P 0 a) 0 y = P 0 (a 0 y) dans Tor~- , - ,  (R, K) , 
(14) (p O h) 0 y = y 0 (ho y) dans Tor;fi,-, (P, N) , 

(15) ci O (h O y) = (- 1)"' h o (uc o y) dans Tort-,,-, (Q. M). 

Les formules (13) et (14) résultent aussitôt des définitions. Démontrons (15). 
Soient z = 1 zij, zij E Li(P) Q Lj(K) un cycle représentant y, f : L(P) -, L(Q) (-n) 
et g : L(K) -, L(M) (- r) des morphismes représentant a et A. Alors h O (a O y) 
est la classe de (- 1)('-")' (f Q g) (zij) et a O (h o y) est la classe de 

x (- l)'* (f Q g) (zij) , d'où (1 5) . 



8. Produits de composition et homomorphismes de liaison des produits de torsion 

PROPOSITION 7. - a) Soient 

une suite exacte de A-modules a droite, 0 E Exti (Pu, P') la classe associée, M un A- 
module a gauche. L'homomorphisme de liaison 

Zn(&, M) : Tor: (Pu, M) + Tort- , (Pt, M) est l'application y H 8 O y . 
b) Soient 

( 4  1 O + M ' - + M - + M " + O  

une suite exacte de A-modules a gauche, O ,  E Exti (M", Mt) la classe associée, P un A- 
module u droite. L'homomorphisme de liaison 

6,(P, El) : Tor; (P, M") + Tor:-, (P, Mt) est l'application y H 0, O y . 

Soit y E Tor: (Pt', M) la classe d'un cycle Z"E Zn(L(P1') O, L(M)), et soit 

un diagramme commutatif. On notera p '  : L(P1) + P' et y" : L(Pt') + P" les mor- 
phismes de complexes canoniques. Par définition, 6(y) E Tort-, (Pr, M) s'obtient 
comme suit : on choisit x E P O L,(M) tel que (g O 1) (x) = (p" O 1) (z") et 6(y) est 
la classe des cycles z' E Zn-  ,(L(P1) O L(M)) tels que 

(f O 1) (P' O 1) (z') = (1 O d,) (x) . 
Pour O 6 i 6 n, notons z)' la composante de z" dans Li(P1') O L,_'(M) ; on a 

donc (di 8 1)  (z)') = (-  1)' @ dn-,+,(z~- , )  et en particulier 

(dl 1 )  (z';) = - 1 8 d,(zg) . 
Choisissons alors x = (u, O 1) (z;) : on a bien 

(g @ 1) (x) = (p'o O 1) z'o = (p" O 1) (2"'. 
Comme 

(1, d,). (x) = (u, O 1) (1 O d,) (zg) = - (u, O 1) (dl O 1) (z;) 

= - (f o 1) (u, O 1) ( 4 )  , 
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il en résulte que 6(y) est la classe des cycles z' E Zn-,(L(P1) 8, L(M))  tels que 
(p' Q 1) (z ' )  = - (u ,  Q 1 )  ( z l ) .  Mais, par définition, la classe 0 correspond par 
I'isomorphisme Ext; (Pu ,  P ' )  -+ H1(Homgr, (L(PU) ,  Pi)) à la classe du morphisme 
f : L(P1') (1) + P' défini par - u,, et le produit 0 o y est la classe des cycles 

ce qui achève la démonstration de a). L'assertion 6) se déduit de a) par les isomor- 
phismes de commutation. 

COROLLAIRE 1 .  - Soic~ut O + P' -+ P -t P" -+ O irtlc' suite esacte de A-modules a 
droite, O -, M' -+ M + M" + O une suite exacte de A-modules a gauche. Alors les 
homomorphismes composés d'homomorphismes de liaison 

Tort (Pu, Mt') + Tort-, (P", M')  -, Tor;, (Pl, M')  
et 

Tor t  (P", Mt') -, Tort-, (P' ,  M") -, Tor:-, (P', M ' )  

sont opposks. 
En effet, si 0 et 0, sont les classes associées aux suites exactes données, et si 

y E Tort  (P", M"), les images de y sont respectivement 8 O (0, O y) et 0, O (0 O y), 
donc sont opposées d'après la prop. 6. 

Reprenons les notations de X ,  p. 127 et considérons la suite ( 9 )  de A-modules 
a gauche et les homomorphismes de liaison associés aux suites exactes (9) 

Tort  (P, Ki- l) + Tort- ,  (P, Ki) ; 

on en déduit par composition des homomorphismes de liaison itérés 

3m(P, 9') : Tor: (P, M) + Tort-, (P, N )  

Alors d'après la prop. 7 et la prop. 3 de X ,  p. 11 8 : 

COROLLAIRE 2. - S i  0 E ExtA ( M ,  N) est la classe associée a la suite exacte ( Y ) ,  
on a dm(P, Y )  (a)  = 0 o ci pour tout a E Tor t  (P, M). 

COROLLAIRE 3. - S i  tous les modules R,, i = 1, . . ., n ,  sont plats, l'application 
a H 0 0 a de Tor$+, (P, M )  dans Tort  (P, N )  est bijectivepour tout A-module a droite 
P et tout entier m > 0. 

Cela résulte du cor. 2 et des suites exactes 

Tor;+,-,+, (P, R,)- ,Tor~+,- ,+,  (P, KI-,) 3 Tor;+,-, (P, KJ-, 'Tor;+,-, (P, RI) 
où les termes extrêmes sont nuls par hypothèse. 



De même, si 

(91 1 O + Q - Sn - Sn-, + ... + SI + P + O 

est une suite exacte de A-modules à droite, et M un A-module à gauche, on définit des 
homomorphismes de liaison itérés 

îim(Yl, M) : Tor: (P, M) + Tor:-, (Q, M) 

et on a : 

COROLLAIRE 4. - Si E ExtÂ (P, Q) est /u clusse associée Ù /u suite exucte (Y,), 
on a dm(Y,, M) (a) = 8, o a pour tout a E Tor: (P, M). 

9. Calcul des produits de composition par décalage de résolutions 

une suite exacte de A-modules à gauche et 0 E Ext; (M', M) la classe associée. 
Soit a : (R, d) + M une résolution gauche de M ; on a donc une suite exacte 

On déduit de (16) et (17) une suite exacte 

( -  l I n d k  , ( -  l y d ,  ( -  1)" f o a ,  
+ Rk Rk-i+... + Ro + K n - + K , - , - + . . . + K I  +M1-+O 

d'où une résolution R '  de M' ; notons cp : R' + R(- n) le morphisme tel que 
cpk = IR,_, pour k 2- n. 

Si N est un A-module à gauche et P un A-module à droite, on a donc des homo- 
morphismes 

~ ( 1 ~  8 cp) : H(P RI )  -+ H(P OA R) (- n) 

H(Homgr, (cp, 1,)) : H(HomgrA (R, N)) (n) + H(HomgrA (RI, N)) . 
Soit k un entier. 

PROPOSITION 8. - a) Le diagramme suivant, où h,(a) = 0 o a,  est commutatiJ 

Tort+, (P, M') h" Torj?(P, M) 
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b )  Le  diagramme suivant, où 6,(P) = P O O ,  est commutatif 

Soit a : L ( M )  + R un morphisme de complexes tel que a O a 

un diagramme commutatif ; choisissons un homomorphisme un 
tel que p, o v, = (- 1)" un ; d'aprés X ,  p. 47, prop. 1, a), v, se pro1onge:n un mor- 
phisme de complexes u : L ( M f )  + L ( M )  (- n) ,  et O est l'image par l'isomorphisme 
canonique Hn(HomgrA ( L ( M 1 ) ,  L ( M ) ) )  + ExtA ( M ' ,  M )  de la classe de v (X, p. 117, 
remarque 1). On définit un morphisme de complexes P : L ( M ' )  + R' par P, = u, 
pourp < n - 1 ,  P ,  = a,-, 0 v ,  pourp 2 n ,  et o n a  

q o P  = a(- n ) o t . .  

D'autre part, par définition des applications cp et $, on a 

Enfin, par définition du produit de composition, on a 

ho = H(l,(,, O c) , 6, = H(HomgrA (v, 1 ,,,, )) 

Par conséquent, on a les égalités 

d'où a )  ; la démonstration de b )  est analogue. 

Remarque. - Par les isomorphismes de commutation, on déduit de a )  un énoncé 
analogue dans le cas d'une suite exacte (16) de A-modules a droite. 

Soit maintenant b : M' + E' une résolution droite de M' ; on a donc une suite 
exacte 

O + M I  $ E ~ O  3 ~ 1 1  -, ... + ~ l k  2 ~ l k +  i 



d'où une suite exacte 

correspondant à une résolution droite E de M ; notons o : E1(n) + E le morphisme 

tel que ok = 1 - ,, pour k 2 n. On a donc des homomorphismes 

H(HomgrA (l,, o)) : H(HomgrA (N, El)) (n)  -+ H(HomgrA ( N ,  E)) 

PROPOSITION 9. - LC dugr-umme ,suivuni, oli ye(a) = 0 0 X ,  est ~~omrnut~rtif '  : 

Hk3"(Homgr,(l,, a)) 
Hk(HomgrA (N, E')) * Hk+"(Homgr, (N, E)) 

v k ( ~ ,  E,)I \ I ~ + ~ ( N .  E) 

Extfq (N, M') Ye 
+ ExtA" (N, M) . 

Cela se démontre de façon analogue à la prop. 8. 

$ 8. DIMENSION HOMOLOGIQUE 

Duns ce purugraphe, on reprend les conventions du 9: 5.  

1. Dimension projective d'un module 

DÉFINITION 1. - Soit M un A-module. On appelle dimension projective de M, et 
on note dpA(M) la borne inférieure dans Z des longueurs des résolutions projectives 
de M (X, p. 48). 

On a donc dpA(0) = - x, dpA(M) 2 O si M # O. Pour que M soit projectif, il 
faut et il suffit que dpA(M) < O. 

Lemme 1 .  - Si  dpA(M) < n < + z, on u Exti ( M ,  N )  = O pour- tout A-module N 
et Tor; ( P ,  M) = O pour tout A-module à droite P.  

Cela résulte aussitôt du fait que M possède une résolution projective de longueur 
< n et de X, p. 100, th. 1. 

PROPOSITION 1. - Soient M un A-module et n un entier 3 O. Les conditions suivcrnres 
sont Pquivaientes : 

( i )  dpA(M) < n (i.r. (déf. l ) ,  M possède une resolution projective de longueur < n) ; 
(ii) Ext; (M, N) = O pour tout A-module N et tout entier r > n ; 
(iii) Ext;+l (M, N) = O pour tout A-module N ; 
(iv) pour toute suite exacte 

O + K + P ,  - ,+. . .+ P , + M + O  

ou les Pi sontprojectifs, K estprojectif. 
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(i) * (ii) : cela résulte du lemme 1. 
(ii) * (iii) : c'est trivial. 
(iii) (iv) : dans la situation de (iv), on a pour tout A-module N un isomorphisme 

de Exti (K, N) sur Ext;+' (M, N) (X, p. 128, cor. 4) ; si (iii) est satisfait, on a 

Extf, (K, N) = O 

pour tout N et K est projectif (X, p. 93, prop. 10). 
(iv) => (i) : considérons la suite exacte (X, p. 50) 

Si (iv) est satisfait, Zn- ,(M) est projectif et M possède une résolution projective de 
longueur a n. 

COROLLAIRE 1. - Soit (Mi), , , une famille de A-modules. On a 

Cela résulte de l'équivalence des conditions ( i )  et ( i i i )  de la prop. 1 .  et de la prop. 7 
de X, p. 89. 

Dans l'énoncé suivant, on convient que I 3~ + 1 = 1: vc - I = I CG. 

COROLLAIRE 2. - Soit 

une suite exacte de A-modules. 

a )  On u d ~ ~ ( " )   su^ ( d ~ ~ ( M ' ) ,   PA(^")) 
L'égalité a lieu dès que dpA(Mn) # dpA(M1) + 1 . 

1 7 )  On u ~PA(M'O 6 sup (dpA(M), dpA(M1) + 1 )  . 
L'égalité a lieu dès que dpA(M) f dpA(M1) . 

c )  On u dpA(M') a sup (dpA(M), ~ P A W " )  - 1 )  . 
L'égalité a lieu dès que dpA(M) # dpA(MU) . 

Dcmontrons par exemple a),  les démonstrations de b) et c) étant analogues. 
Si N est un A-module quelconque et n un entier 2 O, on a une suite exacte 

E x t r l  (Mt', N) -+ Ext;+l (M, N) -+ Extl+' (Mt, N) -+ E x t y Z  (M", N) 

-+ Ext;" (M, N) . 

Si dpA(M1), dpA(Mr') < n ,  alors ExtÂ" (M', N) = O et Extif (Mt', N) = O (prop. 1) 
donc Ext;" (M, N) = O et dpA(M) < n (prop. l), de sorte que 



Si dpA(M) < sup (dpA(Mt), dpA(M1')), alors nécessairement dpA(M) < + CO. Pour 
tout n > dpA(M), et tout A-module N, on a 

Extl'l (Mt, N) # O o Ext;" (M", N) # O ,  

d'après la suite exacte précédente; d'après la prop. 1, cela implique aussitôt 
dpA(Mn) = dpA(M1) + 1, puisque l'une des quantités dpA(M1), dpA(Mt') est 
> d ~ ~ ( M ) .  

Exemple. - Soit a un élément de A qui n'est ni inversible, ni diviseur de zéro u droite. 
Alors dpA(A/Aa) = 1. 

En effet, d'après la suite exacte O + A, %- A, + AIAa -+ O, où cp(x) = xa, on a 
dpA(A/Aa) b 1. Si dpA(A/Aa) < 1, alors A/Aa est projectif, et il existe une appli- 
cation A-linéaire $ : A, + A, telle que iI, o cp = Id ; cela implique ' 

1 = 44P(l>) = ilr(4 = a.ilr(l) 
et a est inversible. 

PROPOSITION 2. - Supposons A nathérien à gauche. Soient M un A-module de type 
fini et n un entier 2 O. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(il dpA(M) b n. 
(i bis) M possède une résolution projective P de longueur < n telle que P i  soit un 

A-module de type jîni pour chaque i. 

(ii) Exti  (M, N) = O pour tout A-module de type j n i  N et tout entier r > n. 
(iii) Ext;+;+' (M, N) = Opour tout A-module de type fini N. 
(iv) Tort (P, M) = Opour tout A-module a droite P et tout r > n. 
(v) Tort,, (Ala, M) = Opour tout idéal a droite de type ,fini a de A. 

(i bis) * (i) : c'est trivial. 
(i) * (ii) : cela résulte du lemme 1. 
(ii) a (iii) : c'est trivial. 
(iii) a (i) : d'après (iii) et X, p. 107, prop. 5, on a ExtA1 (M, N) = O pour tout 

A-module N, d'où (i) d'après la prop. 1. 
(i) * (iv) : cela résulte du lemme 1. 
(iv) a (v) : c'est trivial. 
(v) a (i bis) : soit (L, d)  une résolution libre de M telle que L, soit de type fini 

pour tout r (X, p. 53, prop. 6). Posons K = Zn- ,(L) ; alors K est de type fini comme 
sous-module de Ln-,  et on a une suite exacte 

D'après (v) et X, p. 131, cor. 3, on a Tor? (A/a, K) = O pour tout idéal a droite 
de type fini a de A. D'après le th. 2 de X, p. 74, le A-module K est plat ; comme 
il est de type fini, donc de présentation finie (X, p. 10, prop. 5), il est projectif 
(X, p. 13, cor.), donc (1) est une résolution projective de M. 
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COROLLAIRE. - Supposons A nathérien à gauche et soit %& (resp. 9) l'ensemble 
des classes des A-modules projectifs de type fini (resp. des A-modules de dimension 
projective finie et de type fini). Alors l'homomorphisme des groupes de Grothendieck 
K(Wo) + K(g)  est bijectif. 

Cela résulte de X, p. 58, th. 1 (notons que Vo et %? sont exacts à gauche d'après 
le cor. 2). 

2. L'homomorphisme To* (P, M) + Hom, (Extl (M, A), P) 

Soient M un A-module à gauche, P un A-module à droite, n un entier 3 O. L'appli- 
tion k-bilinéaire (X, p. 129) 

CP;M,A, : ExtA (M, A) x Tort  (P, M) + P @,A 

correspond à une application k-linéaire 

(2) Tort (P, M) + Hom, (Ext; (M, A), P) ; 

de plus, si l'on munit Extl (M, A) de la structure de A-module a droite provenant 
de la structure de bimodule de A, l'image de (2) est formée d'applications A-linéaires, 
comme on le vérifie aussitôt ; on en déduit un k-homomorphisme, dit canonique 

(3) Tort  (P, M) -+  HO^,   EX^; (M, A), P) 

PROPOSITION 3. - a) Si dpA(M) < n, l'homomorphisme canonique (3) est injectif. 
b) Si dpA(M) < n, si A est nethérien à gauche et si M est de typefini, I'homomor- 

phisme canonique (3) est bijectif, 
Raisonnons par récurrence sur n. Si n = O, M est projectif, l'homomorphisme (3) 

se réduit a l'homomorphisme canonique P @, M -+ Hom, (M*, P) de I I ,  p. 77, et la 
proposition résulte de loc. cit., corollaire. Si n > O, soit 

une suite exacte de A-modules où L est libre (et de type fini dans le cas b)) ; alors 
dp,(N) < n - 1 (X, p. 135, cor. 2, c)) et N est de type fini'dans le cas 6). 

Soit 8 E ExtA (M, N) la classe associée à la suite exacte (4) (X, p. 117, déf. 1). 
Notons 

un : ExtÂ1 (N, A) -+ Ext; (M, A) v, : Tort (P, M) -+ Tort-, (P, N) 

les applications définies par un(%) = a o 0 et v,(P) = 0 o (3. On a 



pour tous a E ExtÂ1 (N, A), p E Tor: (P, M) (X, p. 129, prop. 6), de sorte que le 
diagramme 

T o t  (P, M) - Hom, (Exti (M, A), PI 

(5 )  1 bn 
Hom (un, 1) 1 

TOI$, (P, N) - Hom, (Exti- ' (N, A), P) , 

où les flèches horizontales sont les homomorphismes canoniques, est commutatif. 
Si n = 1, on a ainsi un diagramme commutatif : 

Tor: (P, M) - Hom, (Ext; (M, A), P) 

où les colonnes sont exactes ; on en déduit le résultat dans ce cas. Si n >, 2, les appli- 
cations un et,vn sont bijectives (X, p. 128, cor. 4 et p. 131, cor. 3). D'après l'hypothèse 
de récurrence, l'homomorphisme canonique 

~ o r f - ,  (P, N) + Hom, (ExtA1 (N, A), P) 

est injectif (resp. bijectif) ; le diagramme (5) montre qu'il en est de même de l'homo- 
morphisme canonique Tort (P, M) + Hom, (Ext; (M, A), P), ce qui achève la 
démonstration. 

3. Dimension homologique d'un anneau 

DÉFINITION 2. - On appelle dimension homologique de A et on note dh(A) la borne 
supkrieure dans Z de l'ensemble des entiers n pour lesquels il existe deux A-modules M 
et N tels que Ext; (M, N )  # 0. 

On a dh(0) = - a, dh(A) >, O si A # O. On verra ci-dessous que dh(A) = 1 si 
A est principal et n'est pas un corps, et que, si K est un corps commutatif 

dh(K[X,, .. ., X,]) = n . 

PROPOSITION 4. - Soit n un entier 2 O .  Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) dh(A) 6 .n, 
(ii) pour tout A-module M, on a dpA(M) < n, 
(ii') pour tout A-module M de type fini, on a dpA(M) 6 n, 





4. Anneaux de dimension homologique O 

PROPOSITION 6. - Les conditions suivuntes sont i.quivult.ntes : 
(i) tout A-module est projectif, 
(ii) tout A-module est injectif, 
(iii) tout idkal de A est un module injectif, 
(iv) dh(A) ,< O, 
(v) A est semi-simple, 
(vi) A est nœthérien et tout A-module est plut; 
(vii) tout complexe de A-modules est scindk, 
(viii) toute suite exacte de A-modules est scindée. 
D'après la prop. 4, on a (i) o (ii) o (iv) ; d'après le cor. 1 a la prop. 4, on a 

(vi) 3 (iv). D'après X, p. 35, exemple 4, on a (i) * (vii); comme (ii) *. (iii) et 
(vii) 3 (viii) sont triviales et que (viii) =- (i) résulte de II, p. 39, prop. 4, il reste 
à prouver (iii) =- (v) et (v) =- (vi) ; la dernière assertion résulte de VIII, § 5, no 1 ,  
prop. 1 et 2 ; enfin si tout idéal de A est injectif, il est facteur direct dans A, d'où 
(iii) * (v). 

5. Anneaux de dimension homologique 1 

PROPOSITION 7. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) dh(A) < 1, 
(ii) tout sous-module d'un module projectif est projectif, 
(ii') tout idéal de A est projectif, 
(iii) tout quotient d'un A-module injectif est injectif, 
(iv) pour tout complexe projectif C, il existe un homologisme cp : C -t H(C) tel 

que H(cp) = 1,(,,, 
(v) pour tout complexe injectif C, il existe un homologisme $ : H(C) -i C tel 

que H(+) = l,,,,. 

(i) o (ii) e (iii) : cela résulte de la prop. 4 de X, p. 138. 
(ii) => (iv) : soit C un complexe projectif. Si (ii) est vérifié, le sous-module B(C) 

de C est projectif, d'où (iv) d'après X, p. 35, remarque b). 
(iii) =- (v) : soit C un complexe injectif. Si (iii) est vérifié, le quotient B,(C) de C,+ , 

est injectifpourtoutn, d'où(v)d'aprèsX,p. 35, remarque a) .  
(iv) * (ii) : soient P un A-module projectif, M un sous-module de P, i : M -+ P 

l'injection canonique. Soit p : L -+ M un homomorphisme surjectif d'un module 
libre L sur M. Considérons le complexe projectif C tel que C, = L, Co = P, Ci  = O 
pour i # O, 1 ,  dl = i o p .  Si (iv) est satisfait, soit cp : C -, H(C) un homologisme 
tel que H(cp) = 1,(,,. Comme H,(C) = Ker p, <pl est un  projecteur de L sur Ker p, 
donc la suite exacte 

O + K e r p + L P I M - , O  
est scindée et M est isomorphe à un facteur direct de L, donc est projectif. 
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(v) * (iii) : soient 1 un module injectif, M un quotient de 1,n : 1 + M la projection 
canonique. Soit i : M -+ J un homomorphisme injectif de M dans un module injectif 
J .  Considérons le complexe injectif C tel que Co = 1,  Cl = J ,  C' = O pour i # 0, 1 ,  
d o  = i O 71. Si (v) est satisfait, soit JI : H(C) 4 C un homologisme tel que H($) = l,(,,. 
Comme 

H1(C) = Coker i , 

$' est une section de la projection canonique J -+ Coker i, et M est facteur direct 
dans J,  dopc injectif. 

(ii) +- (ii') : c'est trivial. 
(ii') 3 (ii) : cela résulte de VII, 5 3, cor. 1 au th. 1. 

Exemple. - Si A est principal, alors &(A) a 1 

Remarque. - Si A est (commutatif) intègre, les conditions précédentes équivalent aussi aux 
suivantes : 

(iii') : tout A-module divisible est injectif, 
(vi) : tout A-module sans torsion est plat et A est ncethérien. 
Les anneaux intègres vérifiant ces conditions sont appelés anneaux de Dedekind (cf: X, p. 204, 
exercice 12 et AC, VII, 5 2, no 2, th. 1). 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau de dimension homologique < 1 ,  C un complcse 
de A-modules projectifs, C un complexe de A-modules à droite projectifs, C' un 
complexe de A-modules injectifs, P un A-module à droite, M un A-module à gauche, 
n un entier. On a alors des suites exactes scindées 

0 -+ @ HP(C) QA Hq(C) H,(e O, C) % @ Tort  ( ~ , ( e ) ,  H,(C)) + O , 
p + q = n  p + q = n - 1  

O -+ n Ext: (Hp(C), Hn-P-l(C')) 5 Hn(HomgrA (C, Cl)) 
P 

4 , HomgrA (Hp(C), Hn-P(C')) -+ O , 
P 

O -+ P @A H,(C) J+ Hn(P O, C) 4 Tort  (P, H,- ,(C)) -+ O ,  

O -+ ~ x t i  (H,- ,(Ch M) 5 Hn(HomgrA (C, M)) L HomA (H,(C), M) -+ O 

Puisque Z(C), B(C), z(C) et ~ ( e )  sont projectifs et B(C') injectif, cela résulte 
de X, p. 78, cor. 2, p. 96, cor. 1 et p. 98, cor. 2. 

6. Dimension homologique des anneaux de polynômes 

Lemme 2. - Soient p : A -+ A' un homomorphisme d'anneaux, M un A-module, 
M' un A'-module. S i  le A-module Ai est plat, on a dpA,(A1 BA M) < dpA(M). Si 
le A-module AS est projectg on a dpA(M1) < dp,.(Mf). 



La première assertion est claire si dpA(M) = & m ; si dpA(M) = n E N, il existe 
une suite exacte de A-modules 

où les Pi sont projectifs ; la suite de A'-modules 

est exacte, puisque Ad est plat, et les At-modules A' O, Pi sont projectifs (Il, p. 89, 
cor.); donc dp,(A1 8, M) < n = dpA(M). La seconde assertion est claire si 
dpA,(M1) = I 'cc ; si dp,(Mf) = m E N, il existe une suite exacte de A'-modules 

où les Pi sont projectifs ; la suite des A-modules sous-jacents est exacte. D'autre part 
chaque P,! est un sous-A'-module facteur direct d'un module A:''), donc est un A- 
module projectif; on a donc dpA(M1) < m = dpA,(Mf). 

Lemme 3. - Supposons A commutatif et soit M un A[X]-module. 
a)  On a dpA(M) < dpAFl(M) < dpA(M) + 1. 
b) Si l'homothétie X, est injective, on a dpA(M/XM) < dpAlxl(M). 
c )  Si XM = O, on a dpA(M) + 1 = dpAIxl(M). 
a )  On a une suite exacte de A[X]-modules (III, p. 106 et VII, 5 5, no 1) 

l'assertion a) résulte alors de X, p. 135, cor. 2 et du lemme 2. 
b) Si dpAIXl(M) = f co, l'assertion est triviale. Si M est projectif et non nul, 

alors le A-module M/XM s'identifie à A OAK] M, donc est projectif, et on a 
dpA(M/XM) < O = dpAIxl(M). Raisonnons par récurrence sur dpAIXl(M) = n, 
supposé > O. Considérons une suite exacte de A[X]-modules O -+ N -, L + M 4 0, 
où L est un A[X]-module libre ; appliquant au diagramme 

O - N - L - M - O  
x.1 x.1 "Mi 

O -N -L-M - O  

la prop. 2 de X, p. 4, on voit que X, est injectif et qu'on a la suite exacte 

O + NjXN -+ L/XL + M/XM + 0 .  

Comme L est libre sur A[X], L/XL est libre sur A et l'on a 

comme dpA(N/XN) < n - 1 d'après l'hypothèse de récurrence, on en tire 
dpA(M/XM) $ n, ce qu'il fallait démontrer. 
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L.) L'assertion est triviale si dpAIXl(M) = I: x, et aussi si dpAlxl(M) = O (qui est 
impossible puisque XM = O). On peut donc supposer dpAlxl(M) = n > O. Considé- 
rant comme ci-dessus une suite exacte O + N + L + M + O, où L est un A[X]- 
module libre, on obtient une suite exacte de A-modules 

D'après b), on a dpA(N/XN) d dpAlxl(N) = dpAIxl(M) - 1 = n - 1 ; comme 
dpA(L/XL) = O, on déduit de la suite exacte précédente, en appliquant deux fois X, 
p. 135, cor. 2, que dpA(M) 6 n - 1. Mais, d'après a), on a 

THÉORÈME 1. - Supposons A commutatif. Alors 

dh(A[X]) = dh(A) + 1 

Pour tout A[X]-module M, on a (lemme 3) 

donc dh(A[X]) d dh(A) + 1 ; inversement, si M est un A-module, soit M le A[X]- 
module obtenu en munissant M de la structure pour laquelle XM = O, alors (lemme 3) 

~ P A ( M )  = dp.qx1(Q) - 1 6 dh(A[X]) - 1 : 

donc dh(A) b dh(A[X]) - 1. 

COROLLAIRE 1. - Supposons A commutatif. On a 

Cela résulte du théorème par récurrence sur n. 

COROLLAIRE 2. - Soit K un corps commutatif (resp. un anneau principal * ou de 
Dedekind , qui n'est pas un corps). Alors dh(K[X,, .. ., X,]) est égal à n (resp. n + 1). 

Cela résulte de ce que dh(K) = O (resp. dh(K) = 1). 

7. Dimension homologique des modules gradués 

Dans ce numéro, on suppose que A est un anneau gradué a degrés 2 O. On note 
(A,), ., sa graduation ; on a donc A, = O pour n < O, A, est un sous-anneau de A, 
J O  = @ A, est un idéal bilatère de A et l'anneau gradué quotient A/J, s'identifie à 
A,. ">O 



Lemme 4. - Soit M un A-module gradué borné inférieurement (X, p. 56). Si 
A, B A  M = O, alors M = 0. 

Comme A, O ,  M est isomorphe a M/J, M, ce n'est autre que I I ,  p. 171, prop. 6. 

Lemme 5. - Soit M un A-module gradué borné inférieurement, et soit 

s : A OAo M/Jo M -+ M 

un A-homomorphismegradué tel que 1 O ,  s : A, O ,  (A OA0 M/J, M) -+ A, 8 ,  M 
soit l'isomorphisme canonique. Alors s est surjectif. Si  Tor: (A,, M) = O, s est bijectif. 

On a une suite exacte 

O -+ Ker s -+ A OAo M J,,  M 4 M -+ Coker A -, O 

et les A-modules gradués Ker s et Coker s sont bornés inférieurement. De la suite 
exacte A, 8,  (A OAo M/J, M) A, Q ,  M -+ A, 8,  Coker s -+ O, on déduit 
que A, B A  Coker s = O, donc s est surjectif (lemme 4). On a alors une suite exacte 

Torf (A,, M) -t A, 8 ,  Ker s -t A, 8 ,  (A OAo M/J, M) A, 8,  M . 

Si Torf (A,, M) = O, alors A, 8,  Ker s = O et s est injectif (lemme 4). 

PROPOSITION 8. - Soit M un A-module gradué borné inférieurement. 
a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) M est isomorphe à un A-module gradué de la forme A OAo N, où N est un A,- 

module gradué projectif (resp. gradué libre) ; 
(ii) M est un A-module projectif (resp. gradué libre) ; 
(iii) M/J, M est un A,-module projectif (resp. gradué libre) et Tor: (A,, M) = 0. 
b) Supposons de plus que M ait un système générateur formé d'éléments homogènes 

de degrks bornés. Alors les conditionssuivantes sont équivalentes : 
(i) Le A-module gradué M possède une suite de composition $nie dont les quotients 

sont isomorphes à des A-modules gradués de la forme A O,, N, où N est un A,- 
module gradué plat ; 

(ii) M est un A-moduleplat ; 
(iii) M/J, M est un A,-module plat et Tor: (A,, M) = 0. 

Dans chacun des deux cas, on a évidemment (i) (ii) (iii). Il s'agit donc de 
démontrer (iii) * (i). 

a) Le A-module gradué A O,, M/J, M est un A-module projectif puisque M/J, M 
est un A,-module projectif. L'homomorphisme canonique de A-modules 

est surjectif; il existe donc un A-homomorphisme gradué de degré zéro 

telquep os(a O x )  = a x p o u r a ~  A e t x ~  M/J, M. 
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D'après le lemme 5, s est un isomorphisme de A-modules de A 8," M/J, M sur M, 
d'où (i). 

b) D'après l'hypothèse sur M, il existe des entiers a, b avec a < b tels que M soit 
engendré par @ Mi. Raisonnons par récurrence sur l'entier positif b - a .  

u $ i < b  

Si b - a = O, alors M est engendré par Mu et le A,-homomorphisme canonique 
M,, -+ M/J, M est bijectif; on déduit alors du A-homomorphisme A QAo Ma -+ M 
défini par la structure de A-module de M un A-homomorphisme gradué 

satisfaisant à la condition du lemme 5. Alors, d'après le lemme 5, s est bijectif, d'où (i). 
Dans le cas général, soient M(") le sous-A-module (gradué) de M engendré par Ma 

et M' le quotient MiM'"). On a une suite exacte 

d'où, puisque Tor: (A,, M) = O par hypothèse, des suites exactes 

(6) T G ~ $  (A,, Mt) -+ Tor: (Ao, M(")) -+ O 

(7) O -+ Tor: (A,, M') -+ M(")/J, M(") iof, M/Jo M '-= M1/J0 M' -+ 0 .  

Mais l'homomorphisme canonique Mu -+ M(")/J, M'") est bijectif. Il s'ensuit que 
l'homomorphisme 1 Q f : M(")/J, M(") -+ M/J, M est injectif et que son image est 
un sous-A,-module facteur direct de M/J, M. Il résulte alors de la suite exacte (7) que 
Tort (A,, M') = O et que le A,-module M'/J, M' est plat puisque isomorphe à L i 
facteur direct de M/J, M. D'après l'hypothèse de récurrence (qui s'applique à h' 
puisque celui-ci est engendré par les M" pour a < i < b), M' satisfait à la condi. 
tion (i), donc est plat. On déduit alors de la suite exacte (6) que Tor: (A,, = 0 ,  
mais M(")/J0 M(") s'identifie à M, qui est un A,-module plat (comme sous-module 
facteur direct de M/J, M) ; d'après ce qu'on a déjà démontré, le A-module gradue 
M(") est isomorphe a A 8," Ma, donc satisfait aussi a (i), ce qui achève la démonstra- 
tion. 

COROLLAIRE 1. - Soit M un A-module gradué de type fini. Si le A,-module M/J, M 
est projectif (resp. gradué libre, resp. plat) et si Tort (A,, M) = O, alors le A-module 
M est projectif (resp. gradué libre, resp. plat). 

COROLLAIRE 2. - Supposons que tout A,-module projectif soit libre (resp. que A 
soit nethérien et que tout A,-module projectif de type fini soit libre). Soit M un 
A-module gradué borné inférieurement (resp. un A-module gradué de type fini) et 
soit n un entier 3 O tel que dpA(M) < n. Il existe une suite exacte de A-modules 
gradués et d'homomorphismes gradués de degré O 



oir les Li sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués libres et de type 
fini). 

En effet, il existe (X, p. 56, prop. 11) une suite exacte de A-modules gradués et 
d'homomorphismes de degré O 

O + L , + L n  -,-+... - + L , - + M + O  

où les Li sont bornés inférieurement (resp. de type fini) pour O < i < n et gradués 
libres pour O < i < n - 1. 

Comme dpA(M) < n, le A-module Ln est projectif; donc A, O, Ln est un 
A,-module projectif, donc gradué libre; comme Ln est borné inférieurement et 
A, O, Ln gradué libre, Ln est gradué libre (prop. 7). 

COROLLAIRE 3 (Théorème des syzygies de Hilbert). - Supposons que A, soit un 
corps commutatif et que A soit engendré comme A,-algèbre par n éléments homo- 
gènes de degrés > O algébriquement indépendants. Pour tout A-module gradué M 
borné inférieurement (resp. de type fini), il existe une suite exacte de A-modules 
gradués et d'homomorphismes gradués de degrés O 

où les Li sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. et de typejini). 
En effet, dh(A) = n d'après le théorème 1 de X, p. 143, et on applique le cor. 2. 

Romarque. - Le cor. 2 s'applique également aux cas suivants : 
a )  A, est principal et A = A,[X,, . .., Xn- ,] ; 
h )  * A, est nœthérien local régulier de dimension 1. et A = A , , [ X , .  . .  . .  X,, ,.] , 

COROLLAIRE 4. - Supposons A, semi-simple. Soient M un A-module gradué borné 
inférieurement et n un entier 2 O. Pour que dpA(M) < n ,  il faut et il suffit que 

Tort+, (A,, M) = 0. 
Si dpA(M) < n, alors Tor:,, (A,, M) = O (X, p. 135, lemme 1). Inversement, soit 

O + K + Ln- , + ... -+ L1 -+ L, + M -, O une suite exacte de A-modules gradués 
bornés inférieurement telle que L,, . . . , Ln-, soient gradués libres (X, p. 56, prop. 1 1) ; 
d'après le cor. 3 de X, p. 131, l'égalité Tort,, (A,, M) = O implique 
Tort (A,, K) = O ; comme K/J, K est un A,-module projectif puisque A, est 
semi-simple (X, p. 140, prop. 6), K est projectif d'après la prop. 8 (X, p. 144), et 
dp,(M) < n. 

COROLLAIRE 5 .  - Supposons l'anneau A, semi-simple. S i  Tor:, , (A,, A,) = 0: 
on a dpA(M) < npour tout A-module gradué borné inférieurement. 

Notons A" l'anneau gradué opposé a A : on a (Ao), = (A,)", donc (A"), est semi- 
simple (VIII, s 5, no 1, remarque 3). Comme Tort; ,(A;, A:) = O, on a dp, (Ai,) < n 
d'après le cor. 4 : cela implique Tor%, (Mo. A;) = O pour tout A-module M,  donc 
Tor;, (A,, M) = O et on applique le cor. 4. 
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5 9. COMPLEXES DE KOSZUL 

Dans ce paragraphe, tous les anneaux considérés sont commutatijs. 

1. Les complexes K(u), K.(u, C), K'(u, C) 

Soient A un anneau, L un A-module, u : L -+ A une forme linéaire, et A(L) 
l'algèbre extérieure du A-module L. Pour x E A(L), notons du(x) le produit intérieur 
x L u (III, p. 161, exemple). D'après loc. cit., p. 162, formule (60), on a 

pour e l ,  .. ., en dans L. D'après III, p. 164 et 165, l'application du : A(L) + A(L) est 
une antidérivation de degré (- 1) et de carré nul. C'est l'unique antidérivation de la 
A-algèbre A(L) qui prolonge u : A1(L) + A"(L). 

DÉFINITIOY 1.  - Le complexe (A(L), du) se note KA(u) OU K(u). 

On prendra garde que Kn(u) = An(L) = K-"(u). Il est clair que K(u) est nul à 
droite et que Ho(K(u)) = Coker (u) = A/q où q est l'idéal u(L) de A. 

Pour tout complexe de A-modules C, on pose 

KP(u, C) = C 8, KA(u) , Ki(u, C) = Homgr,(KA(u), C) . 
H!(u, C) = H(C 8, KA(u)) H;(u, C) = H(Hoingi4(K '(il), C)) , 

H)(u, C) = H,(C OA  KA(^)) , HA(u, C) = Hr(Homgr,(K ' ( u ) ,  C)) . 

On a donc des homomorphismes canoniques de A-modules (X, p. 62 et p. 82) 

Lemme 1. - Si le complexe C est nul à droite (resp. à gauche), alors KA(u, C) 
(resp. K,(u, c)) est nul à droite (resp. à gauche), et y. (resp. ho) est bijectif. 

Cela résulte de X, p. 62, prop. 1 et p. 82, prop. 1. 

PROPOSITION 1. - Soit x E L ; notons R, : y H x A y la multiplication à gauchepar x 
dans l'algèbre A(L). Alors du o R, + R, o du = u(x). 1,,(,, = ~(x),,~~,.  

En effet (du o R, + R, 0 du) (y) = du(x A y) + x A du(y) ; puisque du est une 
antidérivation, d,(x A y) + x A du(y) = du(x) A y = u(x).y. 



COROLLAIRE 1. - Si u est surjectij; K(u) est homotope a zéro (X, p. 34) uinsi que 
K?(u, C) et Ki(u, C) pour tout complexe C.  

En effet, il existe x E L tel que u(x) = 1. Alors K(u) est homotope à zéro d'après 
la prop. 1, donc aussi KA(u, C) (X, p. 64, prop. 3) et K,(u, C) (X, p. 83, prop. 3). 

COROLLAIRE 2. - Soient C un complexe, Ann (C) son annulateur. Alors q + Ann (C) 
annule H?(u, C) et H,(u, C). 

Pour tout h E q, l'homothétie A,(,, est homotope à zéro d'après la proposition, donc 
aussi 1, 0 hK(u) et Homgr (AK(,,,, lC) d'après X, p. 64, prop. 3 et X, p. 83, prop. 3 ; 
il s'ensuit que h annule H.(u, C) et H'(u, C). Si h E Ann (C), alors lK(,,) O hc et 
Homgr (l,(,,, h,) sont nuls. 

Supposons Lprojectif (resp. K(u) acyclique en degrés > O). Alors le complexe A(L) 
est projectif d'après I I I ,  p. 87, cor. 2 (resp. est une résolution de A/q) ; d'après X, 
p. 102 (resp. p. 100), on a donc, pour tout A-module M, des homomorphismes 

Si L est projectif et K(u) acyclique en degrés > O, les homomorphismes (2) et (3) 
ci-dessus sont bijectifs et réciproques les uns des autres (X, p. 102, prop. 1). 

PROPOSITION 2. - Soit (Li)i une famille de A-modules, où l'ensemble 1 est ,fini et 
totalement ordonné. Soient u une forme linéaire sur @ Li, ui sa restriction à Li. 

i s l  

L'isomorphisme canonique de A-algèbres (III, p. 84) 

est un isomorphisme du complexe @ K(ui) (X, p. 63) sur le complexe K(u). 
i s I  

En effet, d'après X, p. 64, remarque 4, la différentielle D du complexe @ K(ui) 
i 1 

est une antidérivation; les antidérivations du et g O D O g- '  de A(@ Li) coïncident 
sur @ Li avec l'application x H u(x). 1 de @ Li dans A(@ Li), donc sont égales 
(III, p. 128, cor.). 

Soient C et C' deux complexes de A-modules. On a (X, p. 63 et p. 99) des iso- 
morphismes canoniques de complexes 
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c'est-à-dire des isomorphismes 

(4) C QA KP(u, C') + K!(u, C Q, C') 

(5) Homgr, (Cl, K,(u, C)) + Homgr, (KA(u, Cr), C) 

Dans (4) et ( 9 ,  prenons Cf = K(ul), où u' : L' -t A est une forme linéaire sur un 
A-module L', et notons que K?(u, K(ur)) qui est égal par définition a K(uf) Q, K(u) 
s'identifie d'après la prop. 2 a K(u' O u) où u' O u : L' @ L + A est la forme linéaire 
(x', X) H ul(x') + u(x). On obtient alors des isomorphismes de complexes 

K?(ur @ u, C) + KA(u, K?(u', C)) 

KA(ul, KA(u, C)) -, K,(u' @ u, C) . 

Par passage à l'homologie, on en déduit des isomorphismes de A-modules 

Notons enfin que l'homomorphisme déduit du produit dans l'algébre A(L) 

est un morphisme de complexes (puisque du est une antidérivation). Supposant L 
libre de rang n et composant avec le morphisme de complexes KA(u) + An L(- n) 
qui est l'identité en degré n, on en déduit un morphisme de complexes 

a ce morphisme correspond canoniquement, d'après X, p. 99, prop. 12, un mor- 
phisme de complexes 

cp : KA(u) + Homgr, (KA(u), An L(- n)) 

qui est bijectif (1 I I ,  p. 87, formule (20)). Pour tout complexe C, on en déduit un iso- 
morphisme composé 

Kt\(u, C) = C 8, KA(u) C Q Homgr, (KA(u), An L(- n)) + 

+ Homgr, (KA(u), C QA An L(- n)) = C QA An L(- n)) . 

Par passage a l'homologie, on a donc des isomorphismes cunoniques 

(8) Ht(u, C) + H;-;-*(u, C 8, An L) , r E Z . 

Remarques. - 1) * Ce qui précède reste valable lorsque L est projectif de rang n. * 



2) Puisque L est libre de rang n, An L est isomorphe a A, on a des isomorphismes 
non canoniques Hxu,  C) + Hrr (u ,  C). 

2. Fonctorialité 

Soit f : C + C' un morphisme de complexes. On note 

K?(u, f )  : K!(u, C) + K?(u, C') , 

KA(% f : Ki(u, C) -+ Ki(u, C') , 

les morphismes de complexes f Q lK(,,) et Homgr, (1,(,,, f ) .  
On note H?(u, f )  : H?(u, C) + HA(u, C'), HA(u, f )  : HA(u, C) -. HA(u, Cr), 

Hi(u, f )  : Hf(u, C) + Hf(u, C'), HA(u, f )  : HA(u, C) + HA(u, C') les morphismes 
induits en homologie. L'application f H K?(u, f )  est linéaire ; si g : C' + C est un 
autre morphisme de complexes, on a K?(u, g o f )  = K?(U, g) O KA(u, f )  ; de même 
pour Ki, He, HA, H:, HA. 

Soit O -+ C' 4 C 4 Cu + O une suite exacte de complexes. 

a) Supposons L plat; alors A(L) est plat (X, p. 15, cor.). La suite 

est alors exacte, et donne naissance (X, p. 30) à une suite exacte d'homologie 

b) Supposons Lprojectif; alors A(L) est projectif. La suite 

est alors exacte, et donne naissance à une suite exacte d'homologie 

Soient p : A + A' un homomorphisme d'anneaux, L' le A'-module A' 8 ,  L, 
ut : L' + A' la forme linéaire 1 Q u. ~ ' homomor~h i sme  canonique bijectif (111, 
p. 83, prop. 8) 

est un isomorphisme de complexes de A'-modules. On en déduit : 

1) pour tout complexe de A'-modules c', un isomorphisme de complexes de A- 
modules 

KA'(ul, C') + Kb(u, CI) , 
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composé du diagramme 

C' (AA4A1 @ A  L))  'C @' , C' @ A ,  A' Q A  AA(L) 4 C' 8,  AA(L) 

où cp est la bijection canonique ( I I I ,  p. 85, prop. 14) ; 
2) pour tout complexe de A-modules C ,  un isomorphisme de complexes de A'- 

modules 

K?(u, A' BA C )  -+ A' @ A  Kb(u, C )  , 

d'où des homomorphismes de A'-modules 

qui sont bijectifs lorsque A' estplat sur A (X, p. 66, cor. 2). 

Soient L' un A-module, u' : L' -+ A une forme linéaire, f : L -+ L' un A-homomor- 
phisme tel que u' O f = u. Il résulte de 11 1, p. 161, formule (55 ) ,  que l'homomor- 
phisme A( f )  : A(L) -+ A(L1) satisfait a du O A( f )  = A( f )  O du,, donc définit un 
morphisme de complexes A(u) : KA(u) -+ KA(u'). Si C est un A-complexe, on en déduit 
des morphismes de complexes 

1 ,  8 A(u) : KA(u, C )  -+ KA(u1, C )  et Homgr ( N u ) ,  lc) : KA(u', C )  -+ KA(u, C )  . 

Si f est bijectif, tous ces morphismes sont des isomorphismes. 

3. Exemple 1 : le complexe S(L) 8 ,  A(L) 

Soient A un anneau, L un A-module, S ( L )  son algèbre symétrique, S ( L )  O ,  L 
le S(L)-module déduit par extension des scalaires, u : S ( L )  O ,  L -+ S ( L )  la forme 
linéaire telle que u(s 8 x )  = sx pour s E S(L ) ,  x E L. Par l'isomorphisme cano- 
nique de S(L)-modules ( I I I ,  p. 83, prop. 8 )  

la différentielle du complexe K S ' L ) ( ~ )  est transportée en l'application 

telle que, pour x , ,  . . ., x,, y,, . . ., y, dans L, on ait 

( 9 )  d((xl  ... x,) @ (s, A ... A ? l q ) )  

= f (- l ) ' + l y i x ,  ... X ,  @ ( y ,  A ... ( / y i - ,  A) . ,+ ,  A ... AJ' , ) .  
i =  1 

Notons que d applique S P ( L )  @ A4(L) dans S p +  ' ( L )  @ A g -  ' (L ) ,  donc que le 
complexe de A-modules S ( L )  @ A(L) se décompose en la somme directe des 
complexes décrits par les diagrammes suivants : 



Si le A-module L est somme directe d'une famille finie (Li), , , où 1 est totalement 
ordonné, la bijection canonique 

est un isomorphisme de complexes de 4-modules (cela résulte de la prop. 2 de X, 
p. 148 ou de la formule (9) ci-dessus). 

PROPOSITION 3. - Si le A-module L est plat, les suites (&,,) ci-dessus sont exactes 
pourn > 0. 

a) Notons d'abord que, sip, est l'homomorphisme composé 

où a est le produit tensoriel des projections canoniques et P l'isomorphisme cano- 
nique, il s'agit de prouver que H(p,) est bijectif. 

b) Si L = O ou si L = A, la proposition est évidente. 
c) Supposons L libre de rang fini ; écrivons-le comme somme directe LI @ . . . @ Ln 

de A-modules 'libres de rang 1. D'après la remarque qui précède la proposition, le 
complexe S(L) O A(L) est isomorphe au produit tensoriel des n complexes libres 
S(Li) @ A(L,) dont d'après b) l'homologie est libre. D'après X, p. 79, cor. 4, 
l'homomorphisme canonique 

-y : 6 H(S(L3 O N L J )  + H ( W )  B A&)) 
i =  1 

II 

est bijectif. D'après b) H(pLi) est bijectif pour tout i. Comme @ H ( p L i ) =  H(p,) O y, 
i = l  

H(pL) est bijectif 

d) Dans le cas général, L est limite inductive d'un système inductif filtrant (Li)i,, 
de modules libres de rang fini (X, p. 14, th. 1). Comme l'homomorphisme bijectif 
canonique 

lim S(Li) O A(LJ + S(L) O A(L) - 
est un isomorphisme de complexes, la proposition résulte de X, p. 28, prop. 1. 

Remarques. - 1) Nous verrons ci-dessous (X, p. 158, exemple) une autre démons- 
tration de la partie c) ci-dessus. 

2) Si A est une Q-algèbre, la conclusion de la prop. 3 reste vraie sans hypothèse 
sur L (cj. X, p. 206, exercice 1). 

* 3) Soient G un groupe et p : G + GL(L) une représentation linéaire de G dans 
un A-module plat L. Alors les (8,) sont des suites exactes de représentations linéaires. 
Supposons L projectif de type fini, et notons RA(G) l'anneau des représentations 
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de G dans les A-modules projectifs de type fini. Il résulte de la prop. 3 que l'on a 
dans RA(G) les relations 

Si on considère les séries formelles 

m 

W) = 1 [n'(LI] Ti E RA(G) [[Tl] , 
i = O  

les relations (10) s'écrivent 

(1 1) s(T) A(- T)  = 1,. 

4. Exemple 2 : le cas d'un module libre 

Soient k un anneau, M un k-module, 1 un ensemble e t p  un entier 3 0. 
cation m : I P  -, M est dite alternée si elle satisfait aux deux conditions suivantes : 

a) pour toute permutation o E G p  et toute suite (a,, ..., a,) E IP, on a 

b) pour toute suite (a,, ..., a,) E I P  telle que deux des indices a, ,  ..., a, soient 
égaux, on a m(a,, ..., a,) = O. 
(Dans le cas où 1 est un k-module et m est multilinéaire, on retrouve la notion intro- 
duite en Ill, p. 80.) 

Supposons 1 fini et notons CP(M) le k-module des applications alternées de I P  
dans M. 

Soient Lo un k-module, (ei)i,I une famille d'éléments de Lo ; on définit deux 
applications k-linéaires 

g : Hom, (AP Lo, M) -, Cf(M) 

h : Cf(M) -+ M @,APLO 

comme suit : si f e Hom, (A, Lo, M), on pose 

soit m E Cf'(M), définissons h(m) E M Q, AP Lo. Pour tout élément (a,, . . . , a,) 
BOURBAKI. -Algèbre X 6 



de IP, l'élément m(a,, . .., a,) 63 (ea, A ... A cap) de AP L, Ok M est nul si 
Card { cl , ,  ..., a, ) < p et est indépendant de l'ordre des indices a , ,  ..., a, si 

Card{a , ,  ..., a , )  = p .  

11 ne dépend que de la partie J = (a,, . . ., a,) de 1 ; notons-le hJ(rn) ; on a hJ(rn) = O 
si Card (J) < p ;  on pose alors : 

Mm) = C h J h )  , 
J 

où J parcourt les parties de 1 ayant p éléments. 

Lemme 2. - Si le k-module L, est libre de base (el), ,,, les applications k-linéaires (I 
et h sont bijectives. 

Cela résulte de 111, p. 79, th. 1. 

Soient maintenant M un k-module, et x = (xi)i,, une famille de k-endomorphismes 
de M, deux à deux permutables. Considérons l'anneau de polynômes A = k[(Xi)i, ,] 
et munissons M de la structure de A-module telle que P(Xi) m = P(xi) m pour P E A 
et m E M. Soient d'autre part L le A-module libre A', sa base canonique et 
u : L + A la forme linéaire qui applique ei sur Xi pour tout i E 1 .  Considérons les 
complexes de k-modules K?(u, M) et KA(u, M) ; on a des isomorphismes cano- 
niques 

d'où par composition avec les isomorphismes g et h des isomorphismes de k-modules 

On note 

les k-homomorphismes obtenus en transportant les différentielles de K,(u, M) 
et K?(u, M) par les isomorphismes 0. On a par exemple : 

Le complexe formé des Cf(M) et des aP (resp. des 8,) se note K'(x, M) 
(resp. K.(x, M)) et s'appelle le complexe de Koszul ascendant (resp. descendant) 
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associé au module M et à la suite d'endomorphismes (x,, . . ., x,). On a donc des 
isomorphismes de complexes de k-modules 

Remarque. - Inversement, soient B une k-algébre, L un B-module libre de base (eJ i , , ,  et M un 
B-module. La donnée d'une forme linéaire u : L -P B équivaut à celle d'une famille x  = (x i ) , . ,  
d'éléments de B, par la relation x ,  = u(e,). Le complexe de k-modules sous-jacent à KB(u, M )  
(resp. KR@, M ) )  s'identifie alors, par l'isomorphisme 0' (resp. 0.) au complexe de Koszul K'(x,  M )  
(resp. K .  ( x ,  M ) ) .  Par exemple K'(u) s'identifie à K' (x ,  B). 

On introduit comme au no 1 (X, p. 147) les notations H.(x, M), H.(x, M), etc., 
et tous les résultats des nos 1 et 2 s'appliquent mutatis mutandis, le module A' étant 
libre. On a par exemple des isomorphismes 

où (x) désigne l'idéal Ax, de A. Par exemple aussi, si K.(x, A) est acyclique en 
degrés > O, on a des isomorphismes 

Enfin, supposons 1 (fini et) totalement ordonné, par exemple 1 = { 1, ..., n } ; 
identifions An(A1) à A grâce à l'élément de base e, A ... A en et traduisons l'iso- 
morphisme KP(u, M) + KÂ-P(u, M) de X, p. 149. Il devient, par transport par (0,) 
et (en-,), l'isomorphisme 

qui associe a m E qP(M) l'élément m de C;-P(M) tel que 

si (a1, ..., a,, Pl, ..., P,-,) est une permutation paire de { 1, ..., n }. Remarquons 
aussi que lorsque 1 = { 1, . . ., n }, on peut identifier Cf(M) a l'ensemble des familles 
m(a,, . . ., a,) d'éléments de M où a, < a, < . .. < a, ; la formule (12) reste valable, 
ainsi que la relation (13). 

Exemple. - Prenons M = k[Tl , . . ., T,] ; le complexe de Koszul K (d/dT, M) associé 
a la suite d'endomorphismes (a/aT,, . . ., a/aTn) s'identifie au complexe de de Rham 



de k[xl, ..., x,] sur k (X, p. 44) : à m E CIl ,,.,,, )(M), 'on associe la forme différentielle 

w(m) = C m(al ,..., ap)dx,, A ... A dxZp, 
21 <...<ap 

cf. formule (12) et exemple 1, p. 44. 

5. Exemple 3 : le cas L = A 

Si L = A, posons u(1) = x E A. Le complexe K(u) est alors de longueur 1, on a 
Ko(u) = KI@) = A et dl(a) = xa, donc pour tout A-module M, Ko(u, M), 
Kl(u, M), KO(u, M) et K1(u, M) s'identifient à M, les différentielles 

étant m H xm. On a donc des isomorphismes 

Lemme 3. - Soit K un complexe tel que Ki = O pour i # 0, 1, et soient C un complexe 
et p un entier. 

a) Si K est plat, on a pour tout p E N une suite exacte 

b) Si K est projectif, on a pour tout p E N une suite exacte 

O + H1(HomgrA (K, HP- '(C))) -+ HP(HomgrA (K, C)) 

-+ HO(HomgrA (K, HP(C))) + O . 

Démontrons a), la démonstration de b) étant analogue. Pour tout i, notons K(i, 
le complexe Ki(- i). On a une suite exacte de complexes, scindée comme suite 
de A-modules 

O -+ 4 K 4 K,,) -+ 0 ; 

la suite 

(14) O- ~ , , Q , c ~ K @ ~ c ~ ~ ~ K ( , , Q , C - O  

est exacte, et K étant plat, les homomorphismes 
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sont bijectifs 
w o l ,  P Q ~  
de da, O b,, 

(X, p. 66, cor. 2). Calculons l'homomorphisme de liaison 
) ; par définition, il applique la classe du cycle a i  O b i  sur celle 
ce qui signifie que 

La suite exacte d'homologie associée à (14) prend donc la forme 

Appliquant le lemme 3, a) au complexe K(u), et utilisant les isomorphismes de 
commutation, on obtient : 

PROPOSITION 4. - Pour tout complexe C, on a des suites exactes , 

O + AIxA 6, Hp(C) + Hp(x, C) -, Hom, (AIxA, HP- ,(C)) + O 

COROLLAIRE 1. - Pour que HJx, C) = O, il faut et il suffit que l'homothétie de 
rapport x dans Hp(C) soit surjective et que l'homothétie de rapport x dans HP- ,(C) 
soit injective. 

COROLLAIRE 2. -Soient x = (x,, ..., x,) une suite d'éléments de A, M un A-module, 
X I  la suite (x,, ..., x,- ,). On a des suites exactes 

O + Alx, A O, Hp(xl, M) + HJx, M) + Hom, (Aix, A, HP- ,(XI, M)) + O . 

COROLLAIRE 3. - Pour que H,(x, M) soit nul pour tout i > O, il faut et il suffit 
que I'homothétie de rapport x, dans Hi(xl, M) soit bijective pour i > O, et que I'homo- 
thétie de rapport x, dans M/(xl) M soit injective. 

6. Familles complètement sécantes 

Soient A un anneau, M un A-module, x = (xi),,, une famille d'éléments de A. 

DÉFINITION 2. - La famille x est dite complètement sécante pour M si on a 
Hi(x, M) = O pour i > 0. 

Si 1 est fini, il revient au même (X, p. 150) de dire qu'on a Hi(x, M) = O pour 
i < Card (1). 

La proposition suivante permet de donner des exemples de familles complète- 
ment sécantes. 

PROPOSITION 5. - Soit x = (x,, . . ., x,) une suite d'éléments de A. Sipour i= 1, . . ., n, 
l'homothétie de rapport xi dans le A-module M/(xl M + + xi-, M) est injective, 
la suite x est complètement sécante pour M. 



Une suite vérifiant les conditions de la proposition est dite régulière pour M, 
ou M-régulière. On notera que cette propriété dépend en général de l'ordre des xi ; 
par exemple la suite (1, 0) est toujours M-régulière, tandis que la suite (O, 1) ne 
l'est que si M est nul. En revanche, le fait qu'une suite soit complètement sécante 
ne dépend pas de l'ordre des termes. 

Démontrons la proposition par récurrence sur n, le cas n = O étant immédiat. 
Posons x' = (xl, ..., x,-,) ; si la suite x est M-régulière, la suite x' est M-régulière 
et la multiplication par x, dans M/(x') M est injective ; d'après l'hypothèse de 
récurrence, on a Hi(xr, M) = O pour i > O; il résulte alors du cor. 3 de X, p. 157, 
que Hi(x, M) = O pour i > 0. 

Exemple. - Soit k un anneau ; prenons A = k[Xl, . .., X,] et x = (X,, . .., X,). 
La suite x est A-régulière et la proposition redonne l'acyclicité en degrés > O du 
complexe Sk(kn) Bk Ak(kn) (cf. X, p. 152, prop. 3). 

De même dans l'anneau de séries formelles Â = k[[Xl, . . ., X,]], la suite 
(3, , . . . , X,) est Â-régulière, donc complètement sécante pour Â. 

PROPOSITION 6. - a) Si  C xi A = A, la famille (xi)i ,, est complètement sécante 
i e l  

pour M. 
b) Soit x = (x,, .. ., x,) une suite d'éléments de A. Soit (aij) E GL,(A) ; posons 

Si  lasuite x est complètement sécante pour M, il en est de même de la suite (y,, ..., y,). 
c) Soient k,, ..., k, des entiers 2 1 ; pour que la suite (xtl, ..., x?) soit complète- 

ment sécante pour M, il faut et il suffit que la suite x soit complètement sécante pour M. 
L'assertion a) résulte du cor. 1, p. 148. 
Démontrons b). Soit f : An -t An l'isomorphisme défini par la matrice '(aij) ; 

il résulte de X, p. 151, que 1, @ A( f )  est un isomorphisme du complexe K. (y,  M) 
sur le complexe K. (x, M), d'où b). 

Pour démontrer c), il suffit évidemment de prouver que si k est un entier 2 1, 
la suite (x,, . . ., x,- ,, xn) est complètement sécante pour M si et seulement si il en 
est de même pour la suite x. Soit x' = (x,, ..., x,-,) ; d'après le cor. 3, p. 157, la 
première condition (resp. la seconde) signifie que l'homothétie de rapport xi  (resp. x,) 
est bijective dans Y(xl, M) pour i 2 1 et injective dans M/(xt) M. Ces deux condi- 
tions sont clairement équivalentes, d'où c). 

Remarque. - 1) L'assertion analogue à c) pour les suites régulières est vraie (X, 
p. 207, exercice 5). 

PROPOSITION 7. - a) Soit N un A-module plat. Si la famille x est complètement 
sécante pour M, elle l'est pour M 8,  N. 
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b) Soit O + M' + M + M" + O une suite exacte de A-modules. Si la famille x 
est complètement sécante pour M' et pour M", elle l'est pour M. 

Le complexe K .(x, M 8, N) est isomorphe par définition à K.(x, M) 8, N ; 
comme N est plat, on en déduit un isomorphisme H.  (x, M) 8, N + H. (x, M 8,  N) 
(X, p. 66, cor. 2), d'où a). 

Le complexe K.(x) étant plat, on a une suite exacte de complexes 

l'assertion b) résulte de la suite exacte d'homologie associée. 

Remarques. - 2) Les assertions analogues à a) et b) pour les suites régulières sont 
immédiates. 

3) Si la famille x est complètement secante pour A, le complexe K.(x, A) définit 
une résolution libre du A-module AIX, avec r = 1 xi A ; on a donc pour tout 

i e I  

entier i 2 O et pour tout A-module M des isomorphismes 

4) On dit que la suite x = (x,, ..., x,) est M-corégulière si (notant (xi), l'homo- 
thétie de rapport xi dans M) l'homothétie de rapport xi dans le module 

Ker (x,), n . . . n Ker (xi- ,), 

est surjective pour i = 1, . . ., n. On a alors Hi(x, M) = Opour i c n : cela se démontre 
de la même manière que la prop. 5. 

Prenons par exemplc A = k[D,, ..., D,], où k est une Q-algèbre, et 
M = k[T,, ..., T,], muni de la structure de A-module telle que Di P = BP/BTi 
pour tout P E: M (1 < i < n). On vérifie aussitôt que la suite (Dl, . . ., D,) est M-coré- 
gulière; compte tenu de l'exemple p. 155, on en déduit que le complexe de de Rhum 
de k[T,, . .. , T,] sur k est acyclique en degrés > 0. 

7. Un critère pour les suites complètement sécante 

Soient A un anneau, M un A-module, x un idéal de A. On appelle topologie 
x-adique sur M la topologie compatible avec la structure de groupe de M pour 
laquelle l'ensemble des sous-modules r r  M (r 2- 0) est un système fondamental de 
voisinages de zéro (TG, III, p. 5, exemple). Cette topologie est séparée si et seu- 
lement si 

n x ' = o .  
r 2 0  

Supposons maintenant que l'idéal r soit engendré par une suite x = (x, , . . ., x,) 



d'éléments de A. Considérons le A-module gradué @ xr M et le A-homomorphisme 
r à 0  

gradué de degré O 

a", : A[X,, ..., X,] BA M -, @ xr M 
r 3  O 

tel que aM(P 8 m) = P(x,, . .., x,) m si P est un polynôme homogène en XI, . .., X, 
et m E M. Notons b l'idéal de A[X,, . . ., X,] engendré par les éléments (xi X j  -xj Xi) 
pour 1 < i < j < n. On a P(x,, ..., xn) = O si P E b, de sorte que a", donne par 
passage au quotient un A-homomorphisme gradué de degré O 

Par produit tensoriel avec Aix, on déduit de a; un A-homomorphisme gradué de 
degré O 

PX; :(A/x) [XI, ..., X,] Q A M  -r @ (xrM/xr+' M ) .  
r B  O 

.. 
Le,s homomorphismes a;, a; et PM sont surjectifs. 

THÉORÈME 1. - Considérons les conditions suivantes : 
(i) La suite x est M-régulière (X, p. 158). 
(ii) La suite x est complètement sécante pour M (X, p. 157, déf. 2). 
(iii) On a H,(x, M) = 0. 
(iv) L'homomorphisme a; : (A[X,, . . ., XJ/b) Q A M  + @ xr M est bijectif. 

r 3 O  

(v) L'homomorphisme PX; : (AIX) [X,, . . ., X,] BA M -, @ (xr M/xr + l M) est 
r 3 O  

bijectif. 
On a alors les implications (i) a (ii) a (iii) o (iv) a (v). Si pour 1 < i < n le 

A-module M/(x, M + + xi-, M) est séparé pour la topologie x-adique, les 
conditions (i) à (v) sont équivalentes. 

Le théorème sera démontré aux nos 8 et 9. 

* COROLLAIRE 1. - Si A est nethérien, si le A-module M est de type fini et si les 
xi appartiennent au radical de A, les conditions (i) à (v) du théorème sont équivalentes. 

En effet, sur chacun des modules M/(x, M + ... + xi -, M) la topologie x-adique 
est séparée (AC III, 4 3, no 3, prop. 6). , 

COROLLAIRE 2. - Supposons que A soit un anneau gradué à degrés positifs, M un 
A-module gradué borné inférieurement, et les xi des éléments homogènes de degré > O 
de A. Alors les conditions (i) à (v) du théorème sont équivalentes. 

La topologie x-adique est en effet séparée pour tout A-module gradué N borné 
inférieurement, puisque si N, = O pour n < no on a xa N c Nj  pour tout 
u 2 o. j 3 n o + a  
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COROLLAIRE 3. - Supposons que les modules M/(xl M + + xi - , M) soient 
séparés pour la topologie x-adique (1 < i < n) ; soit p un entier compris entre 1 et n. 
Pour que la suite x soit complètement sécante pour M, il faut et il suffit que la suite 
(x,, . . . , x,) soit complètement sécante pour M et que la suite (x,, ,, . .. , x,) soit complè- 
tement sécante pour M/(x, M + ... + x, M). 

En effet le corollaire est évident si on remplace dans l'énoncé « suites complè- 
tement sécantes » par « suites régulières » ; or les deux notions coïncident ici d'après 
le théorème. 

Remarque. - Soit x = (x,, .. ., x,) une suite d'éléments de A telle que H,(x, A)= O ; 
alors le noyau de l'homomorphisme surjectif u : A" + x tel que u ( z  ai ei) = 1 ai xi  
est engendré par les éléments Xjei - Xi e j ;  par conséquent, la A-algèbre 
AB1, ..., X,]/b est isomorphe à l'algèbre symétrique SA(x) (III, p. 69, prop. 4). 
Il résulte donc du théorème 1 que l'homomorphisme d'algèbres SA(x) + @ xn 

n 

déduit de l'injection canonique de x dans @ x" est un isomorphisme. Il en va de 
n 

même pour l'homomorphisme SA(x/x2) -+ @ ??/Y+ l .  
n 

8. Démonstration du théorème 1 : premi6re partie 

L'implication (i) * (ii) a déjà été démontrée (X, p. 157, prop. 5). L'implication 
(ii) * (iii) est évidente ; il en est de même de (iv) => (v), puisque BM s'identifie à 

a; 8 lA,* * 

Pour montrer que (iv) entraîne (iii), considérons l'homomorphisme (a;), induit 
sur les composants de degré 1. Notons E le A-module gradué A[X,, .. ., X,] ; le 
A-module El est libre de base XI, ..., Xn et b1 est le sous-A-module de El engendré 
par les éléments (xi Xj - xj  Xi) pour 1 < i < j < n .  Par suite ((E/b) 8, M), s'identifie 
à K,(x, M)/B,(K.(x, M)), l'homomorphisme (a",), s'identifiant à l'application 
de K,(x, M)/B,(K.(x, M)) sur B,(K.(x, M)) induite par d l .  Ainsi la nullité de 
H,(x, M) est équivalente à l'injectivité de (ci;),, d'où l'implication (iv) * (iii). 

Pour démontrer que (iii) entraîne (iv), nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme 4. - Soit A, l'anneau ZITl, ..., T,], et soit u : Ao[Xl, ..., Xn] + A,[U] 
I'homomorphisme de A,-algèbres tel que u(Xi) = Ti U. Le noyau de u est l'idéal b, 
de A,[X,, ..., X,] engendré par les éléments (Ti Xj - Tj  Xi) pour 1 < i < j < n. 
Si t est l'idéal de A, engendré par (Tl, ..., T,), u induit un isomorphisme 

11 suffit évidemment de démontrer la première assertion. Pour toute suite 
d'entiers naturels a = (a,, . . . , a,) et tout entier k E [O, n], notons Pa,, le monôme 

Tfl ... TF?;; ... xn. ; 



soit N le sous-Z-module de Ao[Xl, ..., X,] engendré par les Pa,, pour a E Nn et 
O < k < n. Nous allons montrer que la restriction de u a N est injective et que 
Ao[Xl, ..., X,] = b, + N ;  comme on a b, c Ker u, cela entraînera le lemme. 

Observons que N est engendré par l'ensemble S formé de Po,, = 1 et de ceux 
des Pa,, pour lesquels a, # O. Pour prouver l'injectivité de la restriction de u a N, 
il suffit de montrer que deux éléments distincts de S ont pour image par u des 

E 
monômes distincts dans A,[U]. Or on a u(P,,,) = T a  U1"\ de sorte que l'éga- 
lité u(Pa,,) = u(P,,,~,) entraîne a = a' et ai = ai. Supposons que Pa,, et 

i > k  i 2 k' 

Pm,,,. appartiennent a S. Si a = O, on a alors k = k' = O ; si a # O, on obtient 
k = k' puisque a, et a,, sont différents de zéro, d'où le résultat. 

Montrons que tout monôme T 'X~  E Ao[Xl, ..., X,] est congru modulo b, a 
un P,,,. Pour toute suite h E Nn, on notera i(h) (resp. j(h)) le plus petit (resp. le 
plus grand) entier k E [l,  n] tel que hk # O. Dans l'ensemble des monômes T~ X" 
qui sont congrus à Ta XB modulo b,, choisissons-en un pour lequel l'entier rationnel 
j(y) - i(6) soit minimum ; montrons qu'on a alors j(y) - i(6) < O. Supposons 
qu'on ait j(y) > i(6) ; notons j = j ( y ) ,  i = i(6), et soit E = inf (yj, 6,). Comme 
(T; X: - T; X;) est divisible par (Tj Xi - Ti Xj), donc appartient à b,, on voit 
que T7xS est congru modulo b, à T ~ ' x ~ ' ,  où y; = yi + E, y; = yj - E, y; = yk 
pour k # i, j, et 6; = - E, 6; = 6j + E, 6; = tik pour k # i, j. Comme y; ou 6; 
est nul, on a j(y1) - i(6') < j(y) - i(6) ce qui contredit le caractère minimal de 
j(y> - i(6) . 
Par conséquent on a j(y) < i(6), d'où T7 XS E N, ce qui achève de prouver le lemme. 

Démontrons que (iii) implique (iv). Considérons l'anneau A, = Z[T,, ..., TJ 
et l'idéal t de A, engendré par Tl,  . . ., T,. Munissons M de la structure de A,-module 
pour laquelle Ti m = xi m pour m E M, 1 < i < n. D'après X, p. 155, Hi(x, M) 
s'identifie canoniquement a H,(T, M). 

Comme la suite T est régulière pour A,, il résulte de l'implication (i) =- (ii) que 
le complexe K.(T, A,) définit une résolution libre du A,-module A,/t. Remar- 
quons que celui-ci s'identifie a Z, muni de la structure de A,-module telle que 
T i  Z = O pour 1 < i & n. Ainsi la condition (iii) est équivalente à Tor? (M, Z) = 0. 

Montrons que (iii) entraîne T o e  (M, A,/tr) = O pour tout r > 1. Cela résulte 
de ce qui précède pour r = 1. Dans le cas général, considérons la suite exacte 

Le A,-module tr/tr+' est isomorphe à un produit fini d'exemplaires de Z ; on a 
donc Tor? (M, tr/tr+') = O. On en déduit, par récurrence sur r, que 

TorfVM, Ao/tr) = O pour tout r . 
La suite exacte (16) fournit donc, par produit tensoriel avec M, une suite exacte 

(17) O -, (tr/tr+') @& M + M/xr+ ' M -t M/xr M -t O 
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d'où un isomorphisme de (tr/tr+ ') QAo M sur xr M/xr+' M. En considérant la suite 
exacte O -, t r+ '  + tr + tr/tr+' + O, on voit alors par récurrence sur r que l'appli- 
cation mr : tr QAo M + sr M, induite par l'opération de A, dans M, est un iso- 
morphisme. 

Pour démontrer (iv), il reste à observer que le diagramme 

où e est l'isomorphisme canonique d'extension des scalaires (II, p. 85, prop. 6), 
est commutatif, et à appliquer le lemme 4. 

9. Démonstration du théorème 1 : deuxième partie 

Considérons de nouveau la suite exacte 

(1 6) O, tr/tr+' Ao/tr+' o* Ao/tr + O 

et la suite exacte de modules de torsion associée 

(18) Toc (~,/ t '+ ' ,  M) -+ Tory  (AoPr, M) 

Le noyau de pr Q 1, s'identifie à sr M/xr+' M ; par ailleurs tr/tr+' est annulé 
par les Ti et s'identifie au composant homogène de degré r de A,, de sorte que 
l'homomorphisme (tr/tr+') QAo M + xr M/xr+l M déduit de ir Q 1, s'identifie à 
la composante homogène de degré r de l'homomorphisme &. Il résulte donc de 
la suite exacte (18) que la condition (v) est équivalente à 

(v') : l'homomorphisme Tort0 (p,, 1,) : Tory  (Ao/tr+', M) + Tory  (A,/tr, M) 
est surjectif pour tout r 2 1. 

Il nous reste à prouver l'implication (v) * (i) lorsque les modules 

sont séparés pour la topologie x-adique (1 ,< i < n). ~ o t o n s  a le A-module M/xl M. 
Par définition, la suite x est régulière pour M si et seulement si (x,), est injectif et 
la suite x' = (x,, .. ., x,) est régulière pour a. Raisonnant par récurrence sur n, 
il suffit donc de prouver que, si M est séparé pour la topologie x-adique et si 
est bijectif, alors (x,), est injectif et PM est bijectif. Or la bijectivité de & implique 
en particulier que l'homothétie de rapport x, dans @ xr M/xr+' M est injective, 

r 

donc que Ker (x,), c n x' M et par conséquent que (x,), est injectif si la topologie 
i 

x-adique sur M est séparée. 



On est ainsi ramené à démontrer que si (x,), est injectif et si M vérifie la condi- 
tion (v'), alors vérifie la condition (v') relativement à la suite x'. 

On a par hypothèse une suite exacte - 
O-M'X''".M-M-O; 

- - 
posons A, = Ao/Tl A,, I = tA,. Soit q : L -, M une résolution libre du 
A,-module M ;  comme l'homothétie de rapport Tl est injective dans A,, elle est 
injective dans L, et on a une suite exacte de complexes - 

O-L'X"'.L-L-O 

avec = Llx, L, et un diagramme commutatif 

- - 
Comme g est un homologisme, q : L -r est une résolution libre du A,-module M 

(cor. 1, p. 30). Pour tout A,-module P, on a un isomorphisme canonique 

d'où par passage à l'homologie un isomorphisme 

cp, : Tory  (P, M) + T O ~  (P, M) . 
Si u : P -, P' est un A-homomorphisme, alors 

< p p r  O To? (u, lM) = Tor? (u, lM) O cp ,  

Cela étant, supposons la condition (v') vérifiée pour M, et démontrons qu'elle 
est vraie pour M. Soit r un entier 2 1 ; on a un diagramme commutatif à lignes 
exactes 

d'où l'on déduit un diagramme commutatif à lignes exactes 

Or la multiplication par x, définit une injection de M/xr M dans M/xr+l M : cela 
résulte aussitôt, par récurrence sur r, de la suite exacte 
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et de l'injectivité de l'homothétie de rapport x, dans @ (xr ~ / x * + '  M). La condi- 
r 2 O  

tion (v) entraîne donc que l'homomorphisme Tor:" Gr ,  1,) est surjectif pour 
tout r > 1. Par composition avec les isomorphismes (qAoiir+i)-l et qxo,p, on en 
déduit que l'homomorphisme 

est surjectif pour r > 1, d'oh la condition (v') pour M. Ceci achève la démonstra- 
tion du théorème. 

10. Classe d'extensions associée à une suite régulière 

Soient A un anneau, M un A-module, x = (x,, . . ., x,) une suite d'éléments de A. 
Notons Mi le A-module M/(xl M + + xi-, M) pour i = O, ..., n + 1, de 
sorte que Mo et Ml  s'identifient à M et que Mn+ ,  = M/(x)M. Notons 

- 
x i : M i - ' + M i ,  i =  1 ,..., n ,  

le A-homomorphisme composé de l'homothétie de Mi-, de rapport xi et de la 
projection canonique de Mi-, sur Mi. Notons enfinp : Mn + M/(x) M la projection 
canonique. Le diagramme 

est une suite exacte si et seulement si la suite x est M-régulière. Supposons désormais 
la suite x régulière pour M. L'élément 0, E ExtA (M/(x)M, M) associé à la suite 
exacte (19) est aussi dit associé à la suite M-régulière x. 

Soit i un entier, 1 < i < n. Notons que la suite (19) peut se décomposer en les 
deux suites exactes 

qui ne sont autres que les suites exactes associées à la suite (x,, ..., xi) qui est régu- 
lière pour M et à la suite (xi + ,, . . ., x,) qui est régulière pour M/(x, M + ... + xi M). 
Notant 

oh ,...,xJ E ExtX (M/(xl M + + xi M), M) 

'(Xi + 1,. . .,Xn) E E x t r i  (M/(x) M, M/(xl M + + xi M)) , 



les classes d'extensions associées à (20) et (21), on a d'après X, p. 118, prop. 3 

Par ailleurs, d'après la prop. 5 (X, p. 157), le complexe de Koszul K.(x, M) est 
acyclique en degrés # n, d'où une suite exacte 

où on a identifié KO(x, M) à M et où q applique chaque élément m E Kn(x, M) 
sur la classe dans M/(x) M de m(1, 2, ..., n) E M. 

PROPOSITION 8. - Supposons la suite x régulière pour M. L'élément de 
Exti (M/(x) M, M) associé à la suite exacte (23) est (- 1)"(n+1)12 0 S. 

Pour i = 0, 1, . . ., n, définissons une application A-linéaire 

comme suit : si m E Ki(x, M), d(m) est la classe dans Mi de l'élément m(1, 2, ..., i) 
de M. Il est clair que a0 est l'application identique de M et que p O an = q. Par 
ailleurs ai+' O di(m) est l'image dans Mi+,  de l'élément 

Comme x, annule Mi + pour k = 1, . . ., i, ai + l O ai(m) est aussi l'image de 

(- 1)i x i+ l  m(1, 2, ..., i) , 
donc 

a i+ l  O a i  = (- 1)i Xi+' O a i .  

D'après X, p. 120, cor. 1 et 2, l'élément de ExtÂ (M/(x) M, M) associé à (23) est 
n 

égal à (- 1)'.0,, d'où l'assertion. 
i =  1 

COROLLAIRE. - Supposons de plus les modules M/(x, M + . . . + xi-,  M) séparés 
pour la topologie (x)-adique, et soit (aij) E GLn(A). Posons 

Yi  = C a i j x j  et Y = (Y15 ...,Y,) . 
j 

Alors la suite y est régulière pour M, et on a 0, = det (aij)-' 0,. 
En effet, la suite y est régulière pour M d'après la prop. 6 (X, p. 158) et le théo- 

rèmz 1 (X, p. 160) ; la dernière assertion résulte de la prop. 8, et de la prop. 4 de X, 
p. 119. 

PROPOSITION 9. - Supposons la suite x régulière pour M. Si N est un A-module 
tel que (x) N = O, on a ExtA (N, M) = O pour i < n, et l'application a w 0, o a 
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de Hom, (N, M/(x) M) dans Extl (N, M) (qui est aussi l'homomorphisme de liaison 
itéré associé a (19), cf. X, p. 127, cor. 3) est bijective. 

Il s'agit de prouver que l 'hom~moi~hisme : a H 0, O a de Exti-" (N, M/(x) M) 
dans ExtA (N, M) est bijectif pour i < n. Raisonnons par récurrence sur n, l'assertion 
étant triviale pour n = O. Posons M l  = Mlx, M, x' = (x,, ..., x,), de sorte que x' 
est Ml-régulière. D'après l'hypothèse de récurrence, i'homomorphisme 

de Exti-,-" (N, M/(x) M) dans Exti-l (N, Ml) est bijectif pour i < n. Par ailleurs, 
considérons la suite exacte 

l'homomorphisme de liaison ExtÀ(N, Ml) + Ext;" (N, M) associé est 

<pi : fi H O,, O B (X, p. 125, prop. 5) ; 

comme on a Exti (l,, (x,),) = Exti ((x,),, 1,) = O, on en déduit des suites exactes 

O - ExtÀ(N, M) - Ex&(N, Ml) A Exty'  (N, M) - O .  

Comme Exti(N, Ml)  = O pour i < n - 1, on en déduit que Extp ' (N, M) = O 
pour i < n - 1, c'est-à-dire i + 1 < n ; il s'ensuit que <pi est bijectif pour i < n. 
Comme q (a )  = 0, O a = OX1 O O,, O a = <pi-' O p ( a )  pour a E Ext';;" (N, M/(x) M), 
y est bien bijectif pour i ,< n. 



EXERCICES 

5 1 

1) Soit 

un diagramme commutatif de A-modules où les lignes sont exactes; on suppose que u est surjectif et 
s injectif. Montrer que : 

Ker (w)  = t(Ker ( 0 ) )  Im (II) = t'-'(lm ( w ) )  

2) Soient u : M + N, v : N + P deux homomorphismes de A-modules. Montrer qu'il existe une suite 
exacte : 

O + Ker (u) -t Ker (v o u) + Ker (v) + Coker (u) + Coker (v O u) + Coker v + O . 
3) Dans le diagramme de A-modules : 

1 $1 
N - Q  

la commutativité des deux triangles extraits du diagramme entraîne-t-elle nécessairement celle du dia- 
gramme ? 
4) Soient k  un corps, B = k [ q ,  A le sous-anneau k [ T 2 ,  T 3 ]  c k[T].  Montrer que 1: A-module B est 
sans torsion, mais n'est pas un A-module plat. 
5) Soient k  un corps, C = k [ X ,  Y ]  ; on considère les sous-anneaux A = k[X4,  Y 4 ] ,  B = k[X4,  X3  Y ,  X Y 3 ,  Y 3  
et B = k[X4,  X 3  Y ,  X2 Y', XY 3 ,  Y 4 ]  de C,Les inclusions A c B c B permettent de définir sur B et B 
des structures de A-module. Montrer que B est un A-module plat, tandis que le A-module B n'est pas 
plat. 
6) Montrer qu'un A-module E est plat si et seulement si il vérifie la condition suivante (cf. X,  p. 15, 
remarque) : 
(ii") Pour toute famille finie (ci); ,, d'éléments de A, toute solution e = (e,), ,, de l'équation ci e, = O 

, e l  

peut s'écrire b, z, + ... + b, z,, où b,, ..., b, E E et où, pour r = 1, ..., n, z ,  = (z,,,)~,, est une solution 
de l'équation 2 z,,~ ci = 0. 

i EI 

7) Soient E un monoïde et S une partie stable de E, simpliiiabk et vérifiant les hypothèses de l'exercice 
de III, p. 121, de sorte qu'il existe un a monoïde de fractions » E et un homomorphisme injectif E : E + E. 
Soit A un anneau commutatc On déduit dee un homomorphisme des algèbres de monoïdes u : A'E) + A(D, 
qui permg de considérer A(E) comme un A@)-module à gauche. Montrer que ce module est plat sur A'E) 
(écrire A'E) comme limite inductive filtrante de A@)-modules libres de rang 1). 
* 8) Soit A l'anneau des fonctions continues à valeurs réelles sur l'intervalle (O, 1). 
a)  Montrer que l'idéal des fonctions nulles en O est un A-module plat (montrer qu'il est limite inductive 
filtrante des idéaux Af, où f est une fonction qui ne s'annule qu'en 0). 
b) Montrer que l'idéal 1 des fonctions nulles au voisinage de O est un A-module projectif (montrer qu'il 

1 1  
existe une suite (f,),,,, f, E 1, telle que Supp (f,) c (- + 2 , n )  e txf , (x)  = 1 pourx # O; endéduire 

n 

1 )  n 

que tout élément h de 1 s'écrit h = x (f, h) en avec en = f,, et utiliser II, p. 46, prop. 12 . , 
r d n + l  
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9) Soit P un A-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a )  Pour qu'une suite M' M M" de A-modules à droite soit exacte, il faut et il suffit que la suite 

soit exacte. 
B) P est plat, et pour tout A-module à droite non nul M, on a M @, P # (0). 
y) P est plat, et pour tous A-modules à droite M, N, l'homomorphisme canonique 

est injectif. 
6) P est plat, et pour tout idéal à droite maximal m de A, on a mP # P. 
On dit alors que P est un A-moduleJidélement plat. 

10) a) Montrer qu'un module fidèlement plat est fidèle (II, p. 28). 
b) Le Z-module Q est fidèle et plat, mais non fidèlement plat. 
c) Soit (p,) la suite strictement croissante des nombres premiers, et soit A l'anneau produit n Z/p, Z. 

Montrer que la somme directe E des Z/p, Z est un A-module projectif fidèle qui n'est pas fidèlement plat 
(observer que E est un idéal de A tel que E2 = E). 
11) Soit O + Pi + P + P -+ O une suite exacte de A-modules. On suppose que P' et P" sont plats, et 
que l'un d'eux est fidtlement plat. Montrer que P est fidèlement plat. 
12) Soit p : A + B un homomorphisme d'anneaux qui fasse de B un A-module à droite fidèlement 
plat ; soit M un A-module. 
a) Montrer que pour que M soit de type fini (resp. de présentation finie), il faut et il suffit qu'il en soit 
de même du B-module B @, M. 
b) On suppose que p(A) est contenu dans le centre de B. Montrer que M est plat (resp. fidèlement plat, 
resp. projectif de type fini) si et seulement si le B-module B @, M l'est. 
13) Montrer que tout module plat de type fini P sur un anneau intègre A est projectif (considérer une 
présentation O + R 4 L -Q+ P + O, où L est libre de type fini ; choisir un sous-module de type fini R' 
de R tel que R/R' soit de torsion, et appliquer le théorème 1, p. 14). 
q 1 4 )  a) Soit O + R -+ L -+ E + O une suite exacte de A-modules, où L est un A-module libre ; soit 
(e,) une base de L. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) E est plat. 
B) Pour tout x E R, si a, est l'idéal à droite engendré par les composantes de x sur la base (e,), on a 
XEQ,R. 
y) Pour tout x E R, il existe un homomorphisme u, : L -+ R tel que u,(x) = x. 
6) Pour toute suite finie (xi), d'éléments de R, il existe un homomorphisme u : L + R tel que 

u(xi) = xi pour 1 < i < n. (Utiliser le th. 1, p. 14.) 
b) Soit r le radical de A, et soit O + R -+ L + E -+ O une suite exacte de A-modules, telle que L soit libre. 
On suppose que E est plat et que R est contenu dans rL. Montrer que l'on a alors R = O (avec les nota- 
tions de a), observer que a, est un idéal de type fini et que l'on a a, = a, r). 
c) Soit E un A-module plat de type fini ; supposons qu'il existe un idéal bilatère b de A contenu dans 
le radical de A, tel que E/bE soit un (A/b)-module libre. Montrer que E est alors un A-module libre (obser- 
ver qu'il existe un A-module libre de type fini L tel que L/bL soit isomorphe à E/bE et appliquer b)). 
En particulier, tout module plat de type fini sur un anneau local est libre. 
15) Soient A un anneau, a un élément de A. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

cl) a E aAa. 
p) Aa est facteur direct dans le module A,. 
y) AJAa est un A-module plat. 
6) Pour tout idéal à droite b de A, on a b n Aa = ba. 

16) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) Tout élément a E A vérifie les propriétés équivalentes de l'exercice 15. 
p) Tout idéal à gauche de type fini est facteur direct de A,. 
y) Tout A-module à gauche est plat. 
6) Tout A-module à droite est plat. 
On dit alors que A est un anneau absolument plat (cf. VIII, 3 8, rxcrcice 15). 

17) Soit A un anneau absolument plat (exercice 16). 



a) Soit P un A-module projectif. Montrer que tout sous-module de type fini de P est facteur direct de P 
(se ramener au cas où P est libre de type fini). 
b) Montrer que tout A-module projectif est somme directe de sous-modules monogènes, isomorphes 
à des idéaux monogènes de A. (Utiliser le théorème de Kaplansky (II, p. 183, exercice 2) pour se ramener 
au cas où P admet une famille dénombrable de générateurs, puis utiliser a).) 
c) Montrer que tout idéal de A engendré par une famille dénombrable de générateurs est projectif. 
d) Donner un exemple d'un anneau absolument plat A et d'un A-module de type fini non projectif. 
li 18) Soit M un A-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) M est de type fini (resp. de présentation finie). 
B) Pour tout système inductif (Ni, uii) de A-modules relatif à un znsemble préordonné filtrant 1, I'homo- 

morphisme canonique lim Hom, (M, Ni) -, Hom, (M, @ Ni) est injectif (resp. bijectif). 
4 
i s l  i e l  

y) Pour toute famille (Pj)j,J de A-modules à droite, l'homomorphisme canonique 

(II, p. 61) est surjectif (resp. bijectif). 
6) Pour tout ensemble 1, l'homomorphisme canonique Ai BA M + M1 est surjectif (resp. bijectif). 

19) Soient A et B dcux anneaux, cp : A + B un homomorphisme, M un B-module. On munit B O, M 
et Hom, (B, M) des structures de B-module à gauche déduite de la structure de B-module de B. On dit 
que M est projectifrelativement à A, ou cp-projeclif, si la surjection canonique B @, M + M admet une 
section B-linéaire ; on dit que M est injectif relativement à A, ou cp-injectif, si l'injection canonique 

M + Hom, (B, M) 

admet une rétraction B-linéaire. 
a) Si M est projectif (resp. injectif) en tant que A-module et cp-projectif (resp. cp-injectif) alors M est un 
B-module projectif (resp. injectif). 
b) Pour tout A-module N,  le B-module B @, N (resp. Hom, (B, N)) est cp-projectif (resp. cp-injectif). 
cj  On suppose que cp(A) est contenu dans le centre de B. Soit N un A-module, P un B-module cp-projectif. 
Montrer que le B-module P @, N (resp. le B-module à droite Hom,(P, N)) est cp-projectif (resp. cp- 
injectif). 
20) Soient A un anneau principal, a un élément non nul de A, B = A/Aa. Montrer que le B-module B, 
est injectif. 
21) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) A est noethérien. 
p) Tout A-module limite inductive de A-modules injectifs est injectif. 
y) Tout A-module somme directe de A-modules injectifs est injectif. 
(Pour prouver que y) entraîne a), soit (a,),, , une suite croissante d'idéaux à gauche de A, a = $.l a,, 

1, une enveloppe injective de a/a,. L'homomorphisme naturel de a dans @ 1, est la restriction d'un homo- 
morphisme f : A -+ @ 1, ; considérer f (l).) 
22) Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, n un élément extrémal de A. Montrer que le 
composant n-primaire du A-module K/A est une enveloppe injective du A-module A/rrn A pour tout n 2 1. 
li 23) Soient 1 un A-module injectif, E l'anneau End,(I), r l'ensemble des éléments u de E tels que 1 soit 
enveloppe injective de Ker (u). 
a)  Montrer que r est un idéal bilatère et que l'anneau E/r est absolument plat (exercice 16). (Soit u un 
élément de E, N un sous-module de 1 tel que N n Ker u = O et maximal pour cette propriété ; montrer 
qu'il existe a E E tel que vu(x) = x pour tout x E N, et en déduire que uvu - u E K.) 
b) Montrer que r est le radical de E (l'inclusion r(E) c r résulte de a) ; montrer que pour tout u E r, 
1 - u est bijectif). 
c) On suppose que 1 est somme directe d'une famille finie d'injectifs indécomposables. Montrer que 
l'anneau E/r est semi-simple. 
li 24) Soit i : A + 1 une enveloppe injective du A-module A,. On pose E = End,(I) et B = End,(I), 
de sorte que B est le bicommutant du A-module 1 (VIII, 5 3, déf. 1). On considère A comme un sous- 
anneau de B. On note j : B + I et p : E + 1 les applications définies par j(b) = b(i(1)) et p(u) = u(i(l)) 
pour b E B, u E E. 
a) Montrer que p est une surjection et j une injection. 
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b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
cl) L'application p est bijective. 
B) L'application j est bijective. 
y) Le A-module B est injectif. 
Si ces conditions sont réalisées, I'application j-' op est un isomorphisme de l'anneau E sur l'anneau 

opposé à B. 
c) Soit 5 l'ensemble des idéaux à gauche a de A tels que a n b # (O) pour tout idéal a gauche non nul b. 
On note s(A) l'ensemble des éléments a de A pour lesquels il existe a E 8 tel que au = O. Montrer que 
s(A) est un idéal bilatère de A. 
d) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) s(A) = O. 
j3) L'anneau E est sans radical. 
y) L'anneau B est absolument plat. 
Si ces conditions sont réalisées, les propriétés équivalentes de b) sont satisfaites. 
(Soit s(1) l'ensemble des éléments x de 1 pour lesquels il existe a E 5 tel que ax = O. En utilisant l'exer- 

cice 23, prouver quep-'(~(1)) est égal au radical r de E, d'où l'implication P) => a). Montrer ensuite que 
a) implique r = Ker (p) = O, ce qui entraîne B) et y) (compte tenu de l'exercice 23) ainsi que la condi- 
tion a) de b). Montrer enfin que y) entraîne a).) 
e) Si A est noethérien à gauche, l'idéal s(A) est nilpotent (prouver d'abord que tout élément a de s(A) 
est nilpotent, en considérant les annulateurs a gauche des a\ puis utiliser l'exercice 8, b) de VIII, 6 9). 
T 25) On suppose que l'anneau A est noethérien a gauche et ne contient pas d'idéaux bilatères nilpotents. 
a) Démontrer que l'anneau B défini dans l'exercice 24 est semi-simple (« thPorime de Goldie )) ; utiliser 
l'exercice 23, c) et l'exercice 24, d) et e)). Si de plus (0) est un idéal bilatère premier dans A (V111, 8 8, 
exercice 19), montrer que B est simple. 
b) On identifie A à un sous-anneau de B. Démontrer les propriétés suivantes : 

(i) Tout élément de A simplifiable à gauche est inversible dans B (donc simplifiable dans A). 
(ii) Tout élément b de B peut s'écrire s - '  a, avec s E A, a E A et s simplifiable. 

On dit parfois que B est l'anneau total des fractions à gauche de A. 
(Pour prouver (ii), se ramener au cas où B est simple. Montrer qu'alors l'idéal (0) de A est premier. 

Soit a un idéal de 5, a un élément de a pour lequel l'idéal à droite aB est maximal parmi les idéaux a '  B 
(a' E a), x un élément de B tel que axa = a. Prouver que B(l - xa) c aB, d'oh 

(B(1 - ax) n a) . (B(l - xa) n a) = (O) ; 

en déduire que a est simplifiable. Conclure en prenant pour a l'ensemble des a E A tels que ab E A.) 
c) On suppose que tout élément non nul de A est simplifiable. Montrer que B est un corps, qui est un 
corps des fractions à gauche pour A (cf. 1, p. 155, exercice 15). 
q 2 6 )  a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) L'anneau A est noethérien a droite, et le A-module A, est injectif. 
aO) A est noethérien a gauche et le A-module A, est injectif. 
B) L'anneau A est auto-injectif (VIII, 5 2, exercice 11). 
(Prouver que a) entraîne que tout idéal à droits r vérifir r = rO. Montrer alors que r(A) est nilpotent, 

et en déduire que A est artinien à droite en utilisant l'exercice 23. Démontrer ensuite que le dual d'un A- 
module a gauche simple est simple. En déduire que A est nœthérien à gauche et finalement auto-injectif. 
b)  Montrer que l'anneau A est auto-injectif si et seulement si tout A-module injectif est projectif et tout 
A-module projectif est injectif. 
T 27) On suppose l'anneau A noethérien à gauche. 
a) Soit 1 un A-module injectif indécomposable. Montrer que l'ensemble des idéaux annulateurs d'un sous- 
module non nul de 1 admet un plus grand élément %(]), qui est un idéal bilatére premier (VI11, § 8, exer- 
cice 19). 
b) Montrer que pour tout idéal bilatére premier p de A, il existe un A-module injectif indécomposable 1 
tel que %(I) = p (considérer un facteur direct indécomposable de l'enveloppe injective de A/p). 
c) On suppose A commutatif. Montrer que tout A-module injectif indécomposable 1 est enveloppe injec- 
tive de A/%(I). En déduire que l'application 1 t+ %(I) définit une bijection de l'ensemble4des classes de 
A-modules injectifs indécomposables sur l'ensemble des idéaux premiers de A. La bijection inverse associe 
à l'idéal p l'enveloppe injective de A/p. 
d) Montrer que pour que l'application 1 H %(1) de $sur l'ensemble des idéaux bilatéres premiers de A 
soit bijective, il suffit que A vérifie la condition (H) suivante : 



(H) Pour tout idéal a gauche a de A, il existe des éléments x , ,  . . ., x, de A/a tels que 

Ann (A/a) = n Ann (xi) . 
I 

e)  Montrer que la condition (H) est vérifiée dans les cas suivants : 
cc) Tous les idéaux a gauche de A sont bilatères. 
p) A est artinien. 
y) Le centre Z de A est un anneau noethérien et A est un Z-module de type fini. 

f) Soient k un corps, Qt le monoïde additif des nombres rationnels > O, A l'algèbre k(Q'), a un élément 
non nul de A, 1 l'enveloppe injective de A/Aa. Montrer que le A-module 1 est indécomposable, mais ne 
contient pas de sous-module isomorphe a A/p pour p premier (remarquer que l'ensemble des idéaux de A 
est totalement ordonné et que A ne contient que deux idéaux premiers). 
28) Soient A un anneau nœthérien, M un A-module, 1 une enveloppe injective de M, somme directe d'une 
famille (I,),,, de sous-modules indécomposables. On note Ass (M) l'ensemble des idéaux bilatères pre- 
miers %(la), pour cc E J (exercice 27) ; si p E Ass (M), on dit que p est associé a M. 
a) On a Ass (M) # 0 si M f O ;  si M est de type fini, l'ensemble Ass (M) est fini. 
b) Montrer qu'un idéal bilatère premier p est associé a M si et seulement si M contient un sous-module N 
tel que Ann (N') = p pour tout sous-module non nul N' de N. Si A est commutatif, p est associé à M si et 
seulement si M contient un sous-module isomorphe à A/p. 
c) Soit M'  un sous-module de M.  Montrer qu'on a 

Ass (M') c Ass (M) c Ass (M') v Ass (M/M') 

d )  On pose Jp - C 1, et Q(p) = n M. Montrer qu'on a n Q(p) = O et 
'U(1.) = P p E Ass (M)  

n Q(p) # O pour tout sous-ensemble E de Ass (M) distinct de Ass (M). Pour tout p E Ass (M), on  a 
P E E  

Ass (M/Q@)) = { P 1. 
e) Soit a un élément du centre de A. Montrer que pour que l'homothétie de rapport a soit injective dans M, 
il faut et il suffit que a n'appartienne a aucun des idéaux premiers associés a M. 
* 29) On suppose que l'anneau A est commutatif et noethérien. Soit a un idéal de A. 
a) Soit H un A-module tel que tout élément de H soit annulé par une puissance de a. Montrer que pour que 
H soit injectif, il suffit que pour tout entier n à 1, tout A-module M de trpe fini annulé par a" et tout 
sous-module M' de M, l'homomorphisme naturel Hom, (M, H) -t Hom, (M', H) soit surjectif. 

(Utiliser le fait que pour tout idéal b de A, il existe un entier k à O tel que b n ak c ba (AC, III,§ 3, no 1, 
cor. 2)) 
b) Soit M un A-module injectif. Pour n à 1, on note H, le sous-module de M formé des éléments annulés 
par an ; on pose H = iJ H,. Montrer que H est un A-module injectif. 

c) Montrer que pour tout élément de l'enveloppe injective de A/a est annulé par une puissance de a. , 
30) On suppose l'anneau A local, commutatif et noethérien; on note m son idéal maximal, k = A/m. 
Soit 1 un A-module tel que tout élément de 1 soit annulé par une puissance de m. Pour tout A-module M, 
on note T(M) le A-module Hom, (M, 1) et c, : M + T(T(M)) l'homomorphisme défini par 

(c,(m)) (u) = u(m) pour m E M , u E T(M) 

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) Pour tout A-module de longueur finie M, le A-module T(M) est de longueur finie et l'homomor- 
phisme c, : M -. T(T(M)) est bijectif. 
B) Pour tout A-module de longueur finie M, on a long T(M) = long M. 
y) Le A-module 1 est injectif et les A-modules k et T(k) sont isomorphes. 
6) Le A-module 1 est isomorphe à l'enveloppe injective de k. 
Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit parfois que 1 est un module dualisant pour l'anneau A. 
(Montrer que la propriété y) est équivalente a chacune des trois autres : pour voir que a)  ou P) entraîne 

y), utiliser l'exercice 29.) 
31) Avec les hypothèses de l'exercice précédent, soit B un anneau local, commutatif et noethérien et soit 
p : A -. B un homomorphisme d'anneaux qui fasse de B un A-module de type fini. Si 1 est un module 
dualisant pour A, montrer que le B-module Hom, (B, 1) est dualisant pour B. En particulier pour tout 
idéal a de A, le sous-module de 1 formé des éléments annulés par a est un module dualisant pour A/a. 
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32) a) On garde les hypothèses de l'exercice 30 ; on suppose de plus que A contient un corps k, tel que k 
soit un k,-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que le A-module 1 = Lm Homko (A/mn, k,) 

n 

est dualisant pour A. 
b) Soient k un corps de caractéristique zéro, B l'anneau de séries formelles k[[Tl, ..., T,]]. On munit le 
groupe 1 = k[X,, . . . , X,] d'une structure de B-module en posant Ti. P = ôP/dXi pour tout 
P E k[X1, ..., X,]. Montrer que 1 est une enveloppe injective de k. 

1 )  On suppose l'anneau A principal ; soit C un complexe de A-modules libres. 
a) Montrer que C est somme directe d'une famille de complexes (PE)p vérifiant : PE, = O pour n # p, 
p - 1 ; ZfE) = O. 
b) On suppose de plus que C, est dc type fini pour tout n E Z. Montrer qur C est somme directe de 
complexes ayant seulement, soit une composante non nulle, soit deux composantrs consécutives non 
nulles, ces composantes étant isomorphes à A. 
2) Soient C et C' deux complexes de A-modules ; on suppose que les complexes Cet B(C) (resp. C'et Z(C1)) 
sont projectifs (resp. injectifs). Montrer que tout morphisme de complexes de H(C) dans H(Cr) est induit 
par un morphisme de C dans C'. 

3) Soit C un complexe de A-modules ; on considère C comme un A(&)-module (X, p. 27). On note 

l'injection canonique. 
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) C est i-projectif (X, p. 170, exercice 19). 
(ii) C est i-injectif (loc. cit.). 
(iii) Le complexe C est homotope a zéro. 
(iv) Il existe un A-module gradué M et un isomorphisme de A(&)-modules gradués A(&) OA M + C. 
(v) Il existe un A-module gradué N et un isomorphisme de A(&)-modules gradués C + Hom,(A(e), N). 

4) a) Soit C un A-complexe borné a droite, tel que C et H(C) soient projectifs. Montrer que C est scinde. 
6 )  Sur l'anneau B =A(&) (X, p. 27), on considère le complexe C défini par C, =B pour tout n, et d(b) =&b 
pour b E B. Le complexe C est libre d'homologie nulle, mais non scindé. 
5) Soient C un complexe, s une scission de C, 6 : C -+ C un homomorphisme gradué de degré- 1, tel que 
(d + 6) o (d + 6) = O. On note C' le complexe (C, d + 6). On suppose que l'application A-linéaire 8 de C 
dans C définie par 8 = 1, + 6s est bijective. 
a) Pour que se- ' soit une scission de C', il faut et il suffit que 6(Z(C)) c O(B(C)). 
b) On suppose les conditions de a) satisfaites. Montrer qu'il existe des décompositions en somme directe : 
C = B(C) @ Ker (ds) = B(Cf) @ Ker (ds). Si p (resp. p') est le projecteur d'image Ker (ds) et de noyau 
B(C) (resp. B(C1)), on ap '  = PO-'. 
c) On suppose de plus que l'application A-linéaire h de C dans C définie par h = 1, + s6 est bijective. 
Montrer qu'on a Z(C1) = h-'(Z(C)) et C = Z(C) @ lm (sd) = Z(C1) @ Im (sd). Si q (resp. q') est le 
projecteur d'image Z(C) (resp. Z(C1)) et de noyau lm (sd), on a q' = h-' q. 
6) On garde les notations de l'exercice 5 ; on suppose de plus que A est commutatif, que les complexes C et 
C'/B(Cf) sont plats et qu'il existe un idéal m de A vérifiant 6(C) c mC et n (B(C) + m" C) = B(C) (* cette 

dernière condition est toujours vérifiée si A est local noethérien d'idéal maximal m et si C, est un A-module 
de type fini pour tout n, cf. AC, III, 6 3, no 3, prop. 6). , Montrer alors que se- '  est une scission de C'. 

(Les hypothèses de platitude entraînent lm (d + 6) n m" C = (d + 6) (m" C) pour tout n ; si x E Z(C), 
construire par récurrence des éléments y, E C, Z, E Z(C) n mn C tels que 6(x) = ed(y,) + 6(z,). Conclure 
à l'aide de l'exercice 5, a).) 
7) Soient C et C' ~ B U X  complexes, s,(resp. s') une scission de C (resp. C'), u : Cf -t C un morphisme de 
complexes. On définit un A-endomorphisme o de Con (u), gradué de degré - 1, en posant 

Montrer que pour que o soit une scission de Con (u), il faut et il suffit que l'on ait H(u) = 0. 

8) Soit O + M' Y M 3 M" + O une suite exacte de A-modules, que l'on peut considérer comme une suite 



exacte de complexes (nuls en degrés + O). Montrer que le morphisme de complexes cp : Con (u) -+ M" 
( X ,  p. 39) est un homotopisme si et seulement si la suite exacte O -+ M '  + M + M" -+ O est scindée. 
9) Soit u : C' -+ C un morphisme de A-complexes. On note u : C + Coker (u) l'application de passage 
au quotient. On considère les A-homomorphismes gradués 

a : (Ker u) ( -  1 )  -+ Con (u) et cp : Con (u) -+ Coker (u) 

définis par a(x') = (x ' ,  O), cp(xf, x )  = v(x) pour x' E C f ,  x C. Montrer que a, cp sont des morphismes de 
complexes et qu'ils donnent lieu A une suite exacte 

où 6 est le composé des homomorphismes de liaison relatifs aux deux suites exactes 

O - + K e r u - + C ' - + I m u + O  et O - + l m u - + C - + C o k e r u - + O .  

10) Soient u : C -+ C f  un morphisme de A-complexes, P un A-module projectif, n un entier 0, 
h : P -+ H,(Con (u)) 

un A-homomorphisme. Montrer qu'il existe un complexe C, une suite exacte de complexes 

et un morphisme ü : C -+ C' tels que ü o i = u et que le morphisme C(9 : Con (u) -+ Con (ü) induit par i 
vérifie les propriétés suivantes : 

cc) L'application H,(C(i)) : Hp(Con (u)) + Hp(Con (ü)) est bijective pour p # n, n + 1 ; 
p) il existe une suite exacte 

O -+ Ho+ ,(Con (u)) H,+ l(Con (ü)) -+ P ht H,(Con (u)) H,(Con (ü)) -+ O .  

1 1 )  On appelle bicomplexe de A-modules un triplet (C, d', du) ,  où C est un A-module gradué de type 
2 x 2, d' : C -+ C un A-endomorphisme gradué de degré (- 1, O )  et d : C -+ C un A-endomorphisme 
gradué de degré (0, - l ) ,  satisfaisant à d' o d' = d" o du = d' o d" + d" o d' = O. On utilisera aussi 
la graduation ascendante définie par CPl4 = C-p,,-q pourp, q E Z .  

On note Z1(C), Z"(C), B1(C), B ( C )  les sous-bicomplexes Ker (d') ,  Ker (du),  l m  (d') ,  l m  ( d ) ,  et H'(C) 
(resp. H"(C)) le bicomplexe Z'(C)/B1(C) (resp. Z(C) /BU(C)) .  
a) On pose d = d' + du. Montrer que lorsque l'on munit C de la graduation totale associée à la bigradua- 
tion donnée (définie par C, = @ C,,,, cf. II, p. 164), le couple (C, d )  est un complexe. On dit que c'est 

p + q = n  

le complexe associé au bicomplexe (C,  d ' ,  d u )  ; son homologie est notée H(C). 
b) Soient (C ,  dl ,  d") et ( K ,  6', 6") deux bicomplexes. On appelle morphisme de (C, d', d'? dans ( K ,  6', 6'7 
un A-homomorphisme gradué u de degré (0,  O) de C dans K vérifiant : 6'  o u = u o d' et 6" O u = u O du. 
Montrer que u induit un mqrphisme des complexes associés. 
c) Soient u, v deux morphismes de bicomplexes de C dans K. On appelle homotopie reliant u a v un couple 
(s', s") de A-homomorphismes de C dans K ,  gradués de degrés ( 1 ,  O )  et ( O ,  1 )  respectivement, tel que 

Montrer que s' + s" est une homotopie reliant les morphismes de complexes associés induits par u et v .  
12) Soit (C,  d' ,  d") un bicomplexe, tel que l'on ait HP,_,(C) = O pour tout p E 2 ,  HL,,,+,(C) = O pour 
q 3 0 ,  H: ,-,-, (C)  = O pour r 3 O, et qu'il existe des entiers positifs a et b tels que C ,,-, = C -,,, = 0. 
Démontrer que le A-module Hb,,(C) est nul. 

13) Soit I un ensemble fini ; on notera (eJ i , ,  la base canonique du 2-module Z1.  On appelle 1-complexe 
(resp. 1-précomplexe) de A-modules un A-module C gradué de type Z1,  muni d'une famille de A-endomor- 
phismes (d,), .,, tels que di soit gradué de degré (-  e,), vérifiant : 

di di = 0 pour tout i e 1 ; 

di dj + dj  O di = O (resp. di O dj = dj 0 d,) pour i, i c 1 

Si Card ( 1 )  = 1 ,  un 1-complexe est un complexe ; si Card (1) = 2, un 1-complexe est un bicomplexe 
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(exercice Il). Si (C, (di)) et (C', (d,')) sont deux 1-complexes (resp. 1-précomplexes), un morphisme de 
(C, (di)) dans (C', (d,')) est un homomorphisme gradué de degré zéro u : C + C' tel que d,' o u = u O di 
pour tout i E 1. 
a) Soit (C, (di)) un 1-complexe. Si l'on munit C de la graduation totale (de type Z) déduite de sa graduation, 
montrer que (C, C di) est un complexe de A-modules, dit complexe associé au 1-complexe (C, (di)). 

Le1 

Montrer qu'un morphisme de 1-complexes induit un morphisme des complexes associés. 
b) Soit C un 1-précomplexe, et soit R une relation d'ordre total sur 1, notée 9 .  P0ur.k = (ki)i ,,, x E Ck et 
i E 1, on pose 

1 b 
6 )  = - 1 )  di(x). Montrer que (C, (6,)) est un 1-complzxe, noté C,. 
c) Soient R,, RB deux relations d'ordre total sur 1, notées <,et GD. Soit up,l'endomorphisme de C défini par 
U(X) = (- x pour x E Ck, avec ~ ( k )  = ki kj .  Montrer que uga est un morphisme de 1-complexes de 
CR= dans CR,. ic. j 

i < n i  - 7 

d) Soit S l'ensemble des relations d'ordre total sur 1 ; on munit S de la relation de préordre triviale (c'est-à- 
dire telle que R, < Rp quels que soient R,, Rp E S). Montrer que le système (C,,, uap) est un système pro- 
jectif de 1-complexes, relatif à S ; sa limite C est un 1-complexe, appelé 1-complexe associé au 1-précomplexe 
C. Montrer que tout morphisme de 1-précomplexes induit un morphisme des 1-complexes associés. 
T 14) On appelle suite spectrale de A-modules la donnée d'une suite de A-complexes (E,, d,),,, et d'appli- 
cations cl, : H(EJ + telle que : 

(i) La graduation du complexe E, est la graduation totale associée à une bigraduation 

E, = @ EfSq (r 2) ; 
PA E Z 

on a d,(Ep) c E:+'.4-'+ '. 
(ii) Les applications cc, sont des isomorphismes de A-modules bigradués. 
On utilisera également la bigraduation descendante de E, : on notera EL, = E;p.-q. 

u) On notera ici Z,+,(E,) (resp. B,+,(E,)) le A-module bigradué Ker d, (resp. Im d,). Soit 

l'application de passage au quotient et i, : Er+ ,  -4 E,/B,+,(E,) l'application composée de cc;' et de 
l'injection naturelle. Pour tout r 2 2, on définit par récurrence sur k les sous-modules bigradués Z,+,(E,) 
et B,, ,(E,) de E, en posant : 

Démontrer que l'on a des inclusions : 

et que E, est isomorphe à Z,(E,)/B,(E,) pour k 2 r + 1. 
On pose Z,(E,) = n Z,(E,), B,(E,) = U B,(E,) et E, = Z,(E,)/B,(E,). On dit que la suite 

r > 3  r2-3 

spectrale est régulière si la suite décroissante (Z,(E;q)),,, est stationnaire pour tout couple (p, g). 
b) Soient E=(E,, d,, a,),,, et E'=(E:, di, cl:),,, deux suites spectrales de A-modules ; on appelle mor- 
phisme de E dans E' une suite de morphismes de A-complexes u, : E, -t E;, compatibles aux bigraduations, 
tels que a: 0 H(u,) = u,+ , o cc, pour tout r 2. Montrer que pour tout r > 2 et tout k > r + 1, u, induit 
un homomorphisme de Z,(E,) (resp. B,(E,)) dans Z,(E:) (resp. B,(EL)). En particulier, u, induit des homo- 
morphismes Z,(u,) : Z,(E,) + Z,(E;), B,(u,) : B,(E,) + B,(E;) et u, : E, + EL ; tous ces homo- 
morphismes sont compatibles aux bigraduations. 
c) On suppose que u, est un isomorphisme. Montrer qu'alors u, est un isomorphisme pour tout r 2, 
ainsi que B,(u,). Si de plus les suites E et E' sont régulières, Z,(u2) et u, sont des isomorphismes. 
d) Soit G = @ Gn un A-module gradué, muni d'une suite décroissante (FP G)p de SOUS-A-modules 

n e 2  

gradués, telle que n Fp G = O et iJ FP G = G. On dit que la suite spectrale E approche (G, (Fp G), ..) 
P P 

(ou simplement G) s'il existe des isomorphismes fipq : E g  + (FP G)P+q/(FP+l G)p+q Pour tout 
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On dit que la suite spectrale E converge vers G si elle approche G et si de plus : 
(i) La suite spectrale E est régulière ; 
(ii) Pour tout entier n, il existe un entier p tel que (FP G)" = 0. 
Supposons que E (resp. E') converge vers G (resp. G'). Soient u : E + E' un morphisme de suites spec- 

trales, v : G + G'  un homomorphisme gradué de degré 0, tel que v(FP G) c FP G'  pour tout p et que les 
homomorphismes induits üps" : (FP G)"/(FP+' G)" + (FP G')"/(FP+l Gr)" vérifient üP3P+q O Pp34= P'PiQo UV 
pour tout oouple (p, q). Montrer que si uiq est un isomorphisme pour tout couple @, q), alors v est un iso- 
morphisme. 
15) Soit E une suite spectrale de A-modules, qui approche un A-module gradué G (exercice 14). 
a) On suppose ETq = O pourp < O. Montrer que les applications a, induisent pour tout q des A-homo- 
morphismes injectifs : 

d'où, par composition avec (Po')-' et avec l'application de passage au quotient;un A-homomorphisme 
yq : G4 + E2.4. 
b) On suppose Egq = O pour q < O. Montrer que les applications a; ' induisent des homomorphismes 
surjectifs : 

d'où par composition avec P P s O  un A-homomorphisme 6P : EfO + GP. 
c) On suppose vérifiées les hypothèses de a) et b), c'est-à-dire Egq = O sip < O OU q < O. Montrer que la 
suite 

est exacte. 
d) On suppose E54 = O sip > O ou q > O ; définir une suite exacte analogue à celle de c). 
e)  On suppose qu'il existe des entiers r, d, avec d > r > 2, tels que E l  = O s ip  f O, d. Définir une suite 
exacte : 

... + ~ y - d  + G" + E;." + ES."+ 1 -*  + G"+ 1 + ... , 

Si de même Efq = O pour q # 0, d, montrer qu'il existe une suite exacte : 

f )  On suppose Egq = O si q # O (resp. p # O). Montrer que l'homomorphisme 

6" : E;O + Gn (resp. y" : Gn + EZs") 

est bijectif pour tout n. 
T 16) Soient C un A-complexe, (FP C)pEZ une suite décroissante de sous-complexes de C. 
a) Pourp, q, r E Z, soit M.' l'ensemble des éléments x de (Fp C)p+q tels que dx E FP+' C ; pour r > O, on 
pose Efq = M:q/(d(Mf:;f 1 , q t r - 2  ) + MIf l.4-') et on note d, : Efq + l'homomorphisme 
déduit de dpar passage aux quotients. Montrer qu'il existe pour r > O un isomorphisme a, : H(E,) + Er+ ,, 
de sorte que la suite (E,, d,),,  ,, munie des applications a,, est une suite spectrale. On a 

b) On suppose que iJ Fp C = C et que pour tout n, il existe un entierp tel que (FP C)" = O. Montrer que la 

suite spectrale définie en a) converge (exercice 14) vers le A-module gradué H(C), muni de la suite de sous- 
modules gradués FP H(C) = lm H(ip) où ip : FP C + C est l'injection canonique. 
c) Si F0 C = C, le A-module EIq est nul pourp < O ;  si (FP C)" = O pourp > n, on a Ef4 = O pour q < 0. 
d)  Soient Ci  un second complexe, (FP E Z  une suite décroissante de sous-complexes de Cf,  E' la suite 
spectrale associée. Soit u : C + C' un morphisme de complexes tel que u(FP C) c FP C' pour tout p. 
Montrer que u induit un morphisme de suites spectrales U : E + E'. 
e) Avec les notations de d), soit v : C + C' un second morphisme tel que u(FP C) c FP C' pour tout p, 
et soit h une homotopie reliant u à v. Soit k un entier > O tel que h(FP C) c FP-' C f  pour toutp. Montrer 
que 2, = 5, pour r > k. 
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17) Soit C un bicomplexe (X, p. 174, exercice 11). 
a) On définit deux suites décroissantes ('FP C)p , et ("Fq C)q , de sous-complexes du complexe associé à, C 
en posant 

('FP C)" = @ CLn- i ("p C)n = @ cn-jJ, 
i d p  P q  

Soient 'E et "E les suites spectrales correspondantes (exercice 16, a)). Montrer que pour tout couple (p, q), 
le A-modula 'Esq (resp. "Ep) est isomorphe à, 'HP("H+'(C)) (resp. "HP('Hq(C))). 
b) On suppose qu'il existe un entier n tel que CPq = O pour p > n ou pour q < n. Montrer que la suite 
spectrale 'E converge vers H(C). Si de même il existe un entier m tel que CPq = O pour p $ m ou pour 
q > m, la suite spectrale "E converge vers H(C). 
c) On suppose que CPq = O pour p < O ou q 0. Montrer que l'homomorphisme ZiP : 'ET + HP(C) 
(exercice 15) provient par passage a l'homologie de l'injection canonique de complexes "ZO(C) + C. 
De même l'homomorphisme "EqO + HP(C) provient de l'injection 'ZO(C) + C. 
d) Soient C un second bicomplexe, 'E et "Ë les deux suites spectrales associées. Montrer que tout moL- 
phisme de bicomplexes u : C + C induit des morphismes de suites spectrales 'u : 'E + 'E et "u : "E + "E. 
Montrer que si deux morphismes u, v de C dans C sont homotopes, les morphismes associés 'u et ' v  
(resp. "u et " v )  sont égaux (utiliser l'exercice 16, e)). 
18) Soit E une suite spectrale (exercice 14), telle que le A-module E, soit de longueur finie. Soit Q l'en- 
semble des classes de A-modules de longueur finie; montrer que l'on a x,(E2) = x,(E,) = xV(E,) 
pour tout r > 2 (X, p. 41). Si de plus E converge vers un A-module gradué G, celui-ci est de longueur 
finie et on a x,(G) = x,(E2). 
a 19) On appelle schéma simplicial un couple (K, F), où iC est un ensemble et F un ensemble de parties 
finies de K, appelées faces de K, tel que tout sous-ensemble d'une face soit une face et que tout point de K 
appartienne a au moins une face. Une application simpliciale d'un schéma simplicial O(, 9) dans un 
schéma simplicial (L, Y)  est une application de Kdans L qui transforme toute face de K en une face de L. 
a) Soit n un entier > O. On appelle n-simplexe du schéma simplicial K toute suite (a,, ..., a,) d'éléments 
de K telle que les ai appartiennent a une même face de K. On note S,(K, A) le A-module libre engendré 
par les n-simplexes pour n > O, et on pose S,(K, A) = O pour n < O. On définit un A-homomorphisme 

n 

d,, : S,(K, A) + Sn-,(K, A) en posant d,=O pour n a O et d,,(a,, ..., a,)= (- 1)' (a,, ..., 4, ..., a,) 
i = o  

pour tout n-simplexe (a,, ..., a,) (le signe sur une lettre signifie qu'elle doit être omise). Montrer que 
d,,-, O d, = O pour tout n, de sorte que (S(K, A), d) est un complexe de A-modules. On définit de même 
un A-complexe C(K, A) en posant Cn(K, A) = Hom, (S,(K, Z), A), Sn = Hom (d,, 1,) pour tout n. 
Pour n > O, on note parfois H,(K, A) (resp. Hn(K, A)) le A-module H,(S(K, A)) (resp. Hn(C(K, A))). 
b) Soit K, L deux schémas simpliciaux, f : K + L une application simpliciale. Montrer que f induit 
des morphismes de complexes S( f )  : S(K, A) + S(L, A) et C( f )  : C(L, A) -, C(K, A), d'où des A- 
homomorphismes f, : H(K, A) + H(L, A) et f * : H'(L, A) -t K(K, A). 
c) Soit g : K + L une seconde application simpliciale. On dit que f et g sont simplicialement homotopes 
si pour toute face a de K, l'ensemble f (o) u g(o) est une face de L. Montrer que les morphismes S(fl 
et S(g) (resp. C( f )  et C(g)) sont alors homotopes (définir une homotopie h en posant 

pour tout n-simplexe (a,, ..., a,)). 
d) On dit que le schéma simplicial K est conique s'il existe un points de K tel que pour toute face o de K, 
o u { s ) soit une face. Montrer qu'il existe alors des homotopismes de S(K, A) et de C(K, A) sur A. 
e) On note D(K, A) le sous-complexe de S(K, A) engendré par les simplexes (a,, ..., a,) pour lesquels 
deux des ai sont égaux, et par les éléments de la forme (a,, ..., a,) - &(o).(a,(,, ..., a*,,,) pour tout 
n-simplexe (a,, .. ., a,) et toute permutation o de { 0, ..., n }. Montrer que D(K, A) est un sous-complexe 
de S(K, A), et que l'application de passage au quotient p : S(K, A) + S(K, A)/D(K, A) est un homo- 
topisme (un homotopisme réciproque s'obtient en choisissant un ordre total sur K et en associant à la 
classe modulo D(K, A) d'un simplexe (a,, ..., a,) le simplexe ~(o).(a,(,,, ..., a,(,,)), où o est la permu- 
tation telle que a,(,, < ... < a,,,, si tous les cl, sont différents, et O dans le cas contraire). 
$20) Soit R un anneau de valuation discrkte (AC, VI, 5 3, no 6) complet, A corps résiduel k de caracté- 
ristique p > O. On suppose que le corps des fractions de R est de caractéristique 0. On note v la valua- 
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tion normée de R, m l'idéal maximal de R et R* le groupe multiplicatif des unités de R. Pour tout entier 
n 2 O, soit R*(n) le sous-groupe de R* formé des éléments x tels que v(x - 1) 2 n. 
a) Soit r un entier, r > v ( p ) / ( p  - 1). Montrer que la série 

converge pour x E m' et définit un isomorphisme du groupe additif mr sur le groupe R*(r). 
b) On suppose que k est un corps fini à q éléments. Soient n un entier 3 l , ~ ,  le sous-groupe des éléments x 
de R* tels que x" = 1. Montrer que les groupes p, et R*/(R*)" sont finis et que l'on a 

Card (R*/R*")/Card 01,) = qv(n) . 
(Soient W l'ensemble des classes de Z-modules finis, cp : K(W) + Q* l'homomorphisms défini par 

cp([G]) = Card (G) pour G E W , 

C(') le complexe de Z-modules tel que Ci)  = O pour p + 0, 1, Cg) = Cf) = R*(r), dl(x) = x" pour 
x E R*(r). Démontrer que cp(H(C1)) est indépendant de r, puis utiliser a).) * 
21) On suppose que l'anneau A est une algèbre commutative sur un anneau commutatif k ; le A-module 
D,(A) des k-dérivations de A s'identifie alors au dual du A-module Ri,,, ce qui définit sur Ryk une struc- 
ture de A,(D,(A))-module à gauche (cf. III, p. 165). Démontrer la formule 

(X, A ... A X,) 1 dm = (- 1)' xi(@, A ... A Ri A ... A X,) 1 W) 
i = O  

où w E RA/,, XO, . .., Xp E D,(A), et où le signe -sur une lettre signifie qu'elle doit être omise. (Se ramener 
au cas p = 1.) 
22) On garde les conventions de l'exercice précédent; si M est un A-module, V une connexion sur M et 
si X E Dk(A), on note Vx le k-endomorphisme (1,8 X) o V de M. 
a) Soient Ml, M, deux A-modules, munis de connexions 'V, 'V ; montrer qu'on définit une connexion V 
sur Ml  @ M, (resp. Ml 8, M,, resp. Hom, (Ml,  M,)) en posant V(m, + m,) = 'V(m1) + '~ (m,)  
pour ml E Ml,  m2 E M2 (resp. Vx(ml O m2)) = lVX(ml) O m2 + ml O 'Vx(m2) pour X E  Dk(A), 
ml E Ml et m, E M,, resp. V,(u) = 'Px O u - u o 'VX pour X E Dk(A), u E Hom, (M,, M,). 
b) Soit M un A-module, V : M -r M 8, Rh, une connexion sur M. Si X, Y E D,(A), on note R(X, Y) 
le A-endomorphisme de M tel que R(X, Y) (m) = ( R(m), X A Y ) pour tout m E M. Démontrer la 
formule : R(X, Y) = [V,, V,] - V,,, (utiliser l'exercice 21). 
c) On suppose le A-module M projectif, de sorte que l'homomorphisme de courbure R s'identifie à un 
élément de End, (M) 8, RAI,. Si l'on munit End, (M) de la connexion V définie en a), montrer que 
l'on a VZR = 0. 

1) Soient a, b deux éléments de A, tels que l'annulateur à gauche de a (resp. b) soit I'idéal Ab (resp. Aa). 
Montrer que la suite 

où 6, (resp. 6,) désigne la multiplication à droite par a (resp. b), définit une résolution libre du 
A-module A/Aa. Montrer que cette construction s'applique dans les deux cas suivants : 

a) Soit A, un anneau; on prend A = AO(e) (X, p. 27), a = b = E. 

p) Soient G un groupe cyclique fini, o un générateur de G, k un anneau commutatif. On prend 

2) On suppose l'anneau A commutatif. Soit B une A-algèbre; pour n > O, on note dn (B)  le produit ten- 
horiel sur A de (n + 1) modules égaux à B. On pose d n ( B )  = O pour n < O et d ( B )  = @ dn(B).  On 
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définit un A-endomorphisme d gradué de degré ascendant + 1 de d ( B )  en posant : 

a) Montrer que d o  d = O, de sorte que (d(B) ,  d)  est un complexe de A-modules. Si M est un A-module, 
on note .d(B, M) le complexe tel que d n ( B ,  M) = d n ( B )  8, M, de différentielle d 8 1,. 
b) On suppose que l'algèbre B est un A-module$dèlement plat (X, p. 169, exercice 9). Montrer que le 
complexe d ( B ,  M) définit une résolution droite du A-module M. (Il suffit de vérifier que le complexe 
B Q, d ( B ,  M) définit une résolution de B 8, M ;  construire un homotopisme A-linéaire entre ces 
deux complexes.) 
3) Soient B un anneau, a un idéal bilatère de B, b un idéal à gauche de B contenant a. On désigne par A 
l'anneau B/a, par p : B + A i'homomorphisme de passage au quotient et par b' l'idéal p(b) c A. 
a) On considère la suite d'injections canoniques : 

Montrer que la suite obtenue par produit tensoriel avec B/a 

définit une résolution gauche du A-module A/b'. 
b) On suppose que les idéaux a et b sont des A-modules à gauche libres. Montrer que la résolution précé- 
dente est une résolution libre du A-module A/bf. 
c) Soient G un groupe, k un anneau commutatif, A = k(G) l'algèbre de G sur k, E : A + k l'homomor- 
phisme de k-algèbres tel que ~(e , )  = 1 pour tout g E G. On munit k de la structure de A-module (à gauche) 
associée à l'homomorphisme E. Soient (g,), , ,une famille génératrice de G, F le groupe libre construit sur 1, 
B = k(fl, n : F + G l'homomorphisme tel que ~ ( r )  = g, pour i E 1, p : B + A l'homomorphisme de 
k-algèbres déduit de n. Montrer que les idéaux a = Ker (p) et b = Ker (E op) sont des B-modules à 
gauche libres; en déduire une résolution libre du k(G)-module k. 

(D'après 1, p. 147, exercice 20, le groupe Ker (n) admet une famille basique (r,),,,; montrer que les 
éléments (e,a - l),  pour a E J (resp. (e, - l), pour i E 1) forment une base du B-module à gauche a 
(resp. b).) 
d)  Avec les notations de c), on pose R = Ker (n); soit <p : R -, R/(R, R) l'application de passage au 
quotient. On munit le k-module k QZ R/(R, R) de la structure de A-module telle que 

pour tout r E R, f E F. Montrer qu'il existe une suite exacte de A-modules : 

O + k B z R / ( R ,  R)  + A ( " + A  + k - 0 .  

4) On suppose l'anneau A commutatif. 
Soient G un groupe, K un schéma simplicial (X, p. 177, exercice 19). Une opération de G dans K est 

un homomorphisme de G dans le groupe des applications simpliciales bijectives de K dans lui-même. 
a) Une opération de G dans K définit une opération de G sur le A-module S(K, A) (loc. cit.) ; montrer 
que cette action fait de S(K, A) un complexe de A(G)-modules. 
b) On suppose que G opère librement sur l'ensemble sous-jacent à K. Montrer que les A(G)-modules 
S,(K, A) sont libres. 
c) On suppose que le schéma simplicial K est conique. Montrer que le A(G)-complexe S(K, A) définit 
une résolution gauche de A, muni de la structure de A(G)-module pour laquelle e, a = a pour tous g E G, 
a E A. 
d )  Soit J G  1 le schéma simplicial (G, Y), ou .F est l'ensemble des parties finies de G. Le groupe G opère 
par translations à gauche sur le schéma simplicial 1 G 1 ; montrer que le A(G)-complexe S(IG 1, A) est une 
résolution libre du A(G)-module A. 
e) Soit B(A(G), A) la résolution standard du A(G)-module A ;  pour n 3 0, le A(G)-module B,(A(O), A) 
s'identifie à Montrer que I'homomorphisme A-linéaire u : S(IG1, A) + B(A(O), A), défini 
Par 

u(go, ..., g,) = go Q go' 9, Q ... Q g;ll g, pour 90, ..., g, dans G , 

est un isomorphisme de A(G)-complexes. 



5) a) Soient O -t K + P -+ M -+ 0, O -+ K' -t Pt  -+ M + O deux suites exactes de A-modules, avec 
P et P' projectifs. Montrer qu'il existe un diagramme commutatif : 

' 

où les lignes horizontales sont exactes, et où u et v sont des isomorphismes (cf. Il, p. 183, exercice 4). 
b) Soient n un entier 2 O, (P,p) et (P', p') deux résolutions gauches du A-module M, telles que Pj=P;=O 
pour j > n et que les A-modules Pi et Pi soient projectifs pour O 6 i a n - 1. Montrer que les A-modules 
@ (PZi $ P;i+l) et @ (Pi, $ PZj, ,) sont isomorphes. 
i B 0  j20 

c) Sous les hypothèses de b), montrer qu'il existe deux complexes projectifs R, R', d'homologie nulle, 
tels que Ri = R; = O pour i 4 [O, n], et un isomorphisme de résolutions u : P @ R -+ P' $ R'. 
q 6 )  .Soit M un A-module à gauche. On appelle présentation de longueur n ou n-présentation de M une 
suite exacte 

Ln - Ln-, -+ ... -+ Ll  -, Lo -+ M -+ O 

où Li est un A-module à gauche libre (O a i n). On dit que la présentation estJinie si tous les Li sont 
des modules libres de type fini. 

Si M est un A-module à gauche de type fini, on désigne par h(M) la borne supérieure (finie ou égale 
à + a )  des entiers n > O tels que M posséde une n-présentation finie. Si M n'est pas de type fini, on 
pose h(M) = - 1. 
a) Soit O -+ P -+ N -+ M -+ O une suite exacte de A-modules à gauche. On a alors h(N) 2 inf (h(P), h(M)). 

b) Soit Ln bn) Ln- -+ ... -t Lo -+ M -+ O une n-présentation finie de M ;  si h(M) > n, montrer que 
Ker (d,) est un A-module de type fini (utiliser l'exercice 5, b)). 
c) Montrer que, sops les hypothèses de a), on a 

h(M) inf (h(N), h(P) + 1) 

(Si n a inf (h(N), h(P) + l}, montrer par récurrence sur n que h(M) 2 n, en raisonnant comme dans a) 
et utilisant b).) 
d) Montrer que, sous les hypothtses de a), on a 

h(P) > inf (h(N), h(M) - 1) . 

(Même méthode que dans c).) En déduire que, si h(N) = + co, alors h(M) = h(P) + 1. 
e) Déduire de a), c) et d) que, si N = M @ P, on a 

h(N) = inf (h(M), h(P)) 

En particulier, pour que N admette une présentation finie il faut et il suffit qu'il en soit ainsi pour M et P. 
f )  Soient N,, N, deux sous-modules d'un A-module M. Supposons que NI et N, admettent une présen- 
tation finie. Pour que Nl  + N, admette une présentation finie, il faut et il suffit que Nl n N, soit de 
type fini. 
7) a) Avec les notations de l'exercice 6,  montrer que, si M est un module projectif, on a 

Si A est un anneau nœthérien à gauche, alors, pour tout A-module M, on a h(M)= - 1 ou h(M)= +a. 
b)  Si a est un idéal à gauche d'un anneau A, qui n'est pas de type fini, A,/a est un A-module monogène 
qui n'admet pas de présentation finie, autrement dit h(AJa) = O (cf. X, p. 11, prop. 6). 
c) Donner un exemple d'un idéal à gauche monogène a d'un anneau A tel que A,/a (qui est de présen- 
tation finie) admette un dual qui ne soit pas un A-module à droite de type h i .  
d) Soient K un corps commutatif, E l'espace vectoriel K(N', (en) la base canonique de E, T l'algèbre tenso- 
rielle de E, dont une base est donc formée des produits finis e,, ei, . .. ei, (k 2 O, ij E N  pour tout j ) .  Pour 
Lin entier n donné, soit b l'idéal bilatère de T engendré par les produits el eo, e, el, ..., en e,-, et en+, en 
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pour tout k 3 1 ; soit A l'anneau quotient T/b, et pour tout entier m, soit a, l'image canonique 
de e, dans A. Montrer que, si M = AJAa,, on a h(M) = n (observer que, pour rn < n - 1, l'annu- 
lateur à gauche de a, est Au,, ,, et utiliser l'exercice 6, b)). 
8) Soient C un anneau commutatif, E, F deux C-modules. Montrer que l'on a h(E 8, F) 3 inf(h(E), h(F)). 
9) Soient p : A -, B un homomorphisme d'anneaux, M un A-module. 
a) Si B est un A-module à droite plat et si M admet une n-présentation finie, le B-module B 8, M admet 
une n-présentation finie. 
b) Si B est un A-module à droite fidèlement plat (X, p. 169, exercice 9), et si le B-module B 8, M admet 
une n-présentation finie, alors M admet une n-présentation finie (utiliser l'exercice 6, b) et l'exercice 12, 
p. 169). 
10) Soit E un A-module. On dit que E est pseudo-cohérent si tout sous-module de type fini de E est de 
présentation finie; tout sous-module d'un module pseudo-cohérent est pseudo-cohérent. On dit que E 
est cohérent s'il est pseudo-cohérent et de type fini (donc de présentation finie). 
a) Soit O + E' + E + E" + O une suite exacte de A-modules. Montrer que, si E est pseudo-cohérent 
(resp. cohérent) et E' de type fini, E" est pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, si E' et Eu sont 
pseudo-cohérents (resp. cohérents), il en est de même de E. Montrer que, si E et E" sont cohérents, il 
en est de même de E' (utiliser X, p. 11, prop. 6). 
b) Soient E un A-module cohérent, E' un A-module pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, pour 
tout homomorphisme u : E + E', lm (u) et Ker (u) sont cohérents et Coker (u) pseudo-cohérent (resp. 
cohérent) (utiliser a)). 
c) Montrer que toute somme directe (resp. toute somme directe finie) de modules pseudo-cohérents 
(resp. cohérents) est un module pseudo-cohérent (resp. cohérent). 
d) Si E est un module pseudo-cohérent et si M, N sont des sous-modules cohérents de E, montrer que 
M + N et M n N sont cohérents (utiliser a) et c)). 
e) On suppose A commutatif. Montrer que, si E est un A-module cohérent et F un A-module cohérent 
(resp. pseudo-cohérent), Hom, (E, F) est un A-module cohérent (resp. pseudo-cohérent). (Se ramener 
au cas où F est cohérent; considérer une présentation finie de E, puis utiliser b).) 

11) a) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) Le A-module A, est cohérent (exercice 10). 
p) Tout A-module de présentation finie est cohérent. 
y) Pour tout A-module à droite M de présentation finie, le dual M* est un A-module de type fini. 
6) Pour tout ensemble 1, le A-module à droite A!, est plat. 
E) Tout produit de A-modules à droite plats est plat. 
(Pour prouver que a) entraine p), utiliser l'exercice 10, b). Pour voir que 6 )  entraîne y), utiliser X, p. 14, 

th. 1 ; pour montrer que a) entraîne E), utiliser X, p. 170, exercice 18.) 
On dit qu'un anneau vérifiant ces propriétés est cohérent à gauche (ou simplement cohérent), et on définit 

de même la notion d'anneau cohérent à droite. 
b) Montrer qu'un anneau noethérien (à gauche) est cohérent. Donner un exemple d'anneau artinien à 
droite qui n'est pas cohérent (cf. VIII, 5 1, exercice 4). 
c) Montrer qu'un anneau absolument plat (X, p. 169, exercice 16) est cohérent. 
d) Montrer que, si A est un anneau cohérent et M un A-module, on a k(M) = - 1 ou h(M) = O ou 
h(M) = + oo (exercice 6). En particulier, tout A-module de présentation finie admet une résolution 
par des modules libres de type fini. 
e) Soit (A,, qeJ un système inductif d'anneaux dont l'ensemble d'indices est filtrant, et soit A = lim A,. 
On suppose que pour a d P, Ag est un A,-module à droite plat. Montrer que si les A, sont cohzents, 
il en est de même de A. (Observer que A est un A,-module à droite plat pour tout a, et que pour tout 
idéal à gauche a c A, de type fini, il existe un indice a et un idéal a, de A tels que a soit isomorphe à 
A @,, a,.) 
f )  Déduire de e) que tout anneau de polynômes (pour un ensemble fini ou infini quelconque d'indéter- 
minées) sur un anneau commutatif noethérien est cohérent. En déduire qu'un anneau quotient d'un 
anneau cohérent n'est pas nécessairement cohérent. 
g) Pour que A soit cohérent à gauche, il faut et il suffit que l'annulateur à gauche de tout élément de A 
soit de type fini, et que l'intersection de deux idéaux a gauche de type fini soit de type fini (utiliser l'exer- 
cice 6, f )). 
12) Soit c un cardinal infini. On suppose que tout idéal à gauche de l'anneau A admet un ensemble géné- 
rateur de cardinal d c. Montrer que tout A-module engendré par un ensemble d'éléments de cardinal < c 
admet une résolution gauche par des A-modules libres de rang d c (cJ VUI, 8 1, exercice 13). 



13) Soit M un A-module. Une résolution injective minimale de M est une résolution injective ( r ,  1) de M 
telle que 1" soit une enveloppe injective de Zn(I) pour tout n > 0. 
a) Tout A-module admet des résolutions injectives minimales ; deux telles résolutions sont isomorphes. 
b) Soient 1, 1' deux résolutions injectives de M, 1 étant minimale ; soit f : 1 -t 1' et g : 1' + 1 deux mor- 
phismes de résolutions. Alors f est injectif, g est surjectif et 1' est somme directe de sous-complexes lm (f) 
(isomorphe à 1) et Ker (g) (d'homologie nulle). 
14) On suppose que l'anneau A est local nathérien ; on note m son idéal maximal. Soient L un complexe 
de A-modules de type fini, nul en degrés < O, M un A-module de type fini, et q : L + M un morphisme. 
On fait les hypothèses suivantes : 

(i) L'homomorphisme 1 Q q : (A/m) @, L, + (A/m) 8, M est injectif. 
(ii) On a di(Li) c mLi-, pour i > 1, et l'application 

d, : L,/mLi + mLi-,/m2 Li-, est injective . 
Soient (P, p) une résolution projective de M, u : L -, P un morphisme tel que p o u = q. Démontrer 

que u est injectif et que u(L) est facteur direct de P en tant que A-module gradué (se ramener au cas oh 
la résolution P est minimale, et utiliser VIII, # 8, no 3, cor. 3). 
T 15) Soient A un anneau local nœthérien, m son idéal maximal, k = A/m. Soit P une résolution pro- 
jective minimale du A-module k ; pour n > O, on note b, le rang du A-module libre P,. 
a) Montrer qu'on a 6, = 1 et que b, = dim, (m/m2) est le nombre minimal de générateurs de m. 
b) Si A est commutatif, on a b, > 3 b,(b, - 1) (considérer la suite exacte P, -t mP, + m2 + 0). 
c) On suppose l'anneau A artinien (non nécessairement commutatif). Démontrer l'inégalité b, > b: 
(soit Mi le sous-module de P, formé des éléments x tels que d,(x) E ml Pl  ; montrer que l'on a 

m1P2 Ml+, 
et qu'il existe une suite exacte O + M,/M,+, + ml P1/mi+' P l  + -+ O. En déduire que le 
polynôme p(t) = (dim, (m'/ml+')) t1 vérifie (b, t2  - b, t + l)p(t) > O pour O < t < 1. Conclure 

1 

en examinant séparément les cas b, = 1, b, > 2). 
16) a) Soient O + M' + M + Mu + O une suite exacte de A-modules, (P1,p') (resp. ( P ,  p")) une réso- 
lution projective de M' (resp. M"). Montrer qu'il existe une résolution projective (P, p) de M et un dia- 
gramme commutatif : 

où les lignes horizontales sont exactes. 
b)  Soient O + N' + N + N + O une seconde suite exacte de A-modules, (Q, q) (resp. (Q', q'), 
resp. (Q", 9")) une résolution projective de N (resp. N', resp. N ) ,  de façon qu'il existe un diagramme 
commutatif à lignes exactes : 

Soit d'autre part : 

un diagramme commutatif de suites exactes, et soient U' : P' + Q' et U" : P + Q des morphismes de 
complexes tels que u 'op'  = q' O u' et u" op" = q" O n'. Montrer qu'il existe un morphisme ü : P -, Q 
tel que u o p  = q o ü et que le diagramme : 

O + P f - , P +  p u + 0  

O + Q ' + Q +  Q - 0  
soit commutatif. 
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c )  Soient Ü; : P' + Q', ü, : P + Q et ù'; : P" + Q trois morphismes de complexes tels que 

u 'op'  = q'o ü; , u o p = q o Ü , ,  u "op"=q"oü ;  

et rendant le diagramme (*) commutatif; soit s' (resp. s") une homotopie reliant ü' à Ci; (resp. ü" à 2;). 
Montrer qu'il existe une homotopie s reliant U à ü,, telle que le diagramme : 

soit commutatif. 
d) Enoncer et démontrer les résultats correspondant à a), b), c) pour des résolutions injectives. 
11 17) Dans cet exercice, si (K, d',  d )  est un bicomplexe (X, p. 174, exercice 1 l), on notera K,,. le 
complexe ($ K , , ,  d"). Tout complexe sera considéré comme un bicomplexe, nul en degré (p, q) pour 

q # O. 
Soit C un complexe de A-modules. Une résolution projective de C est un couple (P,p), ou P est un 

bicomplexe etp : P + C un morphisme de bicomplexes, tel que PPsq = O  pour q < O et que le complexe P,,: 
(resp. Zk,.(P), Bk,.(P), HL,.(P)) définisse une résolution projective de Cp (resp. Zp(C), Bp(C), Hp(C)) pour 
tout p E Z. Pour que (P, p) soit une résolution projective de C, il suffit que les complexes BL,.(P) et H;,.(P) 
définissent pour tout p des résolutions projectives de Bp(C) et Hp(C). 
a) Montrer que tout A-complexe C admet une résolution projective (choisir pour tout p des résolutions 
projectives B,,. et HP,. de Bp(C) et Hp(C) ; en utilisa.nt l'exercice 16, construire des résolutions projec- 
tives Z,,. de Zp(C) et P,,. de Cp ainsi que des suites exactes : 

b) Soient C' un autre complexe, (P', p') une résolution projective de Cf, u : C + C' un morphisme de 
complexes. Montrer qu'il existe un morphisme de bicomplexes ü : P -+ P' tel que u o p  = p '  o ü (pour 
tout p E Z, choisir des morphismes Bk,.(P) + B;,.(P1) et Hh,.(P) + HP,.(P1) ; construire Ci comme précé- 
demment, en utilisant l'exercice 16, b)). 
c) Soit v : C + C' un morphisme de complexes homotope à u, et soit ü : P + P' un morphisme de bi- 
complexes tel que v op = p' o L?. Montrer que ü et üsont homotopes (au sens de X, p. 174, exercice l l ,  c) ; 
utiliser l'exercice 16, c)). 
d )  Soient E un sous-ensemble de Z, C un A-complexe tel que Cp = O pour p E E. Montrer qu'il existe une 
résolution projective (P, p) de C telle que P , ,  = O pour p E E. 
e) On suppose qu'il existe un entier n tel que tout A-module admette une résolution projective de lon- 
gueur d n. Montrer que tout A-complexe C admet une résolution projective (P, p) telle que P , ,  = O 
pour q > n. 
f )  Soit C un A-complexe. Une résolution injective de C est un couple (e, l), où 1 est un bicomplexe et 
e : C + 1 un morphisme de bicomplexes, tel que lP*q=O pour q < O et que le complexe Ip.' (resp. 'ZP"(I), 
'BP.'(I), 'HPs'(1)) définisse une résolution injective de Cp (resp. Zp(C), Bp(C), HP(C)) pour tout p E Z. 
Enoncer et démontrer les analogues des résultats a) à e)  pour les résolutions injectives. 
18) On suppose l'anneau A commutatif. Une A-algèbre d~@rentielle graduée est une A-algèbre S, graduée 
de type Z, telle que Sn = O pour n i O, munie d'une antidérivation d de degré ( -  l), vérifiant do d = 0. 
On notera encore S le complexe de A-modules (S, d). 
a) Soit C un complexe de A-modules, nul en degrés < O. Montrer qu'il existe sur S=T(C) (resp. S=S(C), 
resp. S = A(C)) une structure de A-algèbre différentielle graduée, telle que l'injection canonique de C 
dans S soit un morphisme de complexes. 
b) Montrer que la multiplication de S induit une structure de A-algèbre graduée sur H(S). 
c) Soient S, T deux A-algèbres différentielles graduées. On pose D(s Q t)  = & Q t + (- l)P s Q dt 
pour s E Sp, t E T. Montrer que D définit une structure de A-algèbre différentielle graduée sur le produit 
tensoriel gauche S '@, T (III, p. 49). 
19) On suppose l'anneau A commutatif. 
a)  Soient (S, d,) une &algèbre différentielle graduée (exercice 18), M un A-module, u : M + Z,(S) un 
A-homomorphisme. Montrer qu'il existe sur S 8, T(M) une structure de A-algèbre différentielle graduée 
telle que d(s Q 1) = d, s @ 1 pour s E S et d(l @ m) = u(m) Q 1 pour m E M. 



b) Soit B une A-algèbre. Montrer qu'il existe une A-algèbre différentielle graduée S et un homomor- 
phisme de A-algèbres p : S, -+ B tels que (S,p) soit une résolution libre du A-module B. (Construi're 
par récurrence sur n, à l'aide de a), une algèbre différentielle graduée S(n), libre en chaque degré, telle 
que H,(S(n)) = O pour O < i < n et H,(S(n)) = B.) 
c) Si I'algébre B est commutative, montrer qu'on peut trouver une A-algèbre S alrernée ( I I I ,  p. 53) véri- 
fiant les conditions de b). Si de plus A est noethérien et si B est un quotient de A par un idéal, montrer 
qu'on peut trouver S de façon que S, = A et que Sn soit un A-module de type fini pour tout n. 
T20)  On suppose que l'anneau A est une algèbre surun  anneau commutatif k. Soit q : k + A l'homo- 
morphisme défini par q(h) = hl,  pour h E k, et soit A son conoyau. Si a est un élément de A, on notera 
a sa classe dans A. On pose N,(A) = A Q, A@" @, A pour n > O, N,(A) = O pour n < O, et 

a) Montrer qu'il existe un (A, A)-endomorphisme d de N(A), gradué de degré (- l), tel que 

b) Montrer que d O d = O, de sorte que N(A) est un complexe de (A, A)-bimodules. Si M est un A-module 
à gauche, on note N(A, M) le A-complexe N(A) @, M. 
c) Soit B(A, M) la résolution standard de M (X, p. 58), p : B(A, M) + N(A, M) le A-homomorphisme 
défini par p(a, @ ... @ a, @ m) = a, @ ü, @ ... @ â, @ m pour a,, ..., a, E A ,  m E M. Montrer que 
p est un homotopisme de A-complexes (construire par récurrence une application inverse à homotopie 
prts). 
* 21) Soient k un anneau commutatif, g une k-algèbre de Lie, U son algèbre enveloppante (cf. LIE, 1,s 2). 
On suppose que g est un k-module libre. 
a)  Montrer qu'il existe pour tout n 2 O un U-homomorphisme injectif 

j,, : U Bk An(g) + u @ ( " + ~ )  tel que j,(u @ (x, A ... A x,)) = &(o).u @ x,(,, O ... 8 x,(,, 
a s O ,  

pour U E U , X ~  ,..., x , E ~ .  

On définit ainsi un U-homomorphisme gradue de degré O j : U O, A(g) + B(U, k), où B(U, k) est 
la résolution standard du U-module à gauche k (la structure de U-module de k étant déduite de l'homo- 
morphisme naturel U -. k). Montrer que U Qk A(g) s'identifie par j à un sous-complexe de B(U, k), 
la différantielle étant donnée par la formule : 

+ z ( - ~ ) ~ + ~ U @ ( [ X ~ , X ~ ] A X ~ A . . . A X ~ A . . . A P , A . . . A X , )  pour U E U , X ,  ,... , x , E ~  
1 6 i e j S n  

(où le signe sur une lettre signifie qu'elle doit être omise). On note V(g) le U-complexe ainsi défini. 
b) Montrer que V(g) définit une résolution libre du U-module k (soient (U,),,, la filtration naturelle 
de U, F, V(g) le sous-k-module de V(g) engendré par les éléments u, Q x, pour u, E U,, x, E Aq(g), 
p + q < r. Montrer que F, V(g) est un sous-complexe de V(g), et que le complexe @ Fr V(g)/F,-, V(g) 

r B 0  

est isomorphe au complexz S(g) @ A(g) défini dans X, p. 151). , 

1) On note B l'anneau A(&) (X, p. 27); soit C le complexe de (B, B)-bimodules tel que C, = B pour 
tout n E 2, d(x) = EX pour tout x E C. Montrer que le complexe C est d'homologie nulle, mais que 
H,(C @, C) est isomorphe à A pour tout n E Z. En déduire qu'on ne peut supprimer l'hypothèse « E borné 
à droite » dans le lemme 1 et la prop. 4, pp. 66-67. 
2) Soient p : A + B un homomorphisme d'anneaux, M un A-module. Montrer qua les propriétés sui- 
vantes sont équivalentes : 

a) On a Tor t  (p,(P), M) = O pour tout B-module à droite P. 
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P) On a Tor: (p,(P), M) = O pour tout B-module à droite monogène P. 
y) Le B-module B Q, M est plat, et on a Torf' (B, M) = 0. 
(Pour voir que y) entraîne cc), considérer une suite exacte O -+ R -+ L -+ P -+ O de B-modules à droite, 

où L est libre.) 
3) On suppose l'anneau A commutatif. Soient 1 un ensemble fini et (C"', d")),,, une famille de complexes 
de A-modules. 
a)  On munit le produit tensoriel @ C") de sa graduation de type 2' et des A-endomorphismes 

di = @ d,") avec d/j) = la,,  pour j + i et d,!" = d'o.  
j e 1  

Montrer qu'on obtient ainsi un 1-précomplexe (X, exercice 13, p. 174); le 1-complexe associé est appelé 
1-complexe produit tensoriel des complexes C'O. Le complexe associé à cet 1-complexe est appelé complexe 
produit tensoriel des C"'. 
b) Montrer que le choix d'un ordre total sur 1 permet de définir un isomorphisme du complexe produit 
tensoriel des C(" sur le complexe défini en X, p. 64. 
4) Soit a un idéal bilatère de A. Soit M un A-module, tel que Tor: (A/a, M) = O et que le (A/a)-module 
M/aM soit projectif. 
a) On suppose, ou bien que M est de présentation finie et a contenu dans le radical de A, ou bien que a 
est nilpotent. Montrer que M est projectif (utiliser VIII, 5 8, no 3, cor. 3). 
b) On suppose que M est de type fini, que l'on a ?  an = O et que le (A/a)-module M/aM est libre. Montrer 

que le A-module M est libre. 
c) Donner un exemple d'un anneau local A, d'idéal maximal m, et d'un A-module de type fini M non 
plat tel que Tor: (A/m, M) = O. 
5) On suppose qu'il existe un homomorphisme (unifére) de k-algèbres n : A -+ k, qui munit k d'une 
structure de A-module. On considère la résolution standard B(A, k) (X, p. 58) ; pour n 2 O, on identifie 
B,(A, k) a A @, A@" et on  note a[a,, ..., a,] l'élément a @ a,  @ ... @ a, de A @, Amn. 
a)  Montrer que le complexe B(A, k) @, B(A, k) définit une résolution du (A @,A)-module k. Montrer 
que l'homomorphisme (A @, A)-linéaire 

tel que 

pour x,, ..., x,,, y,, . . . ,y ,  dans A, est un morphisme de résolutions. 
b) On suppose A commutatif. Montrer qu'il existe sur B(A, k) une structure de A-algèbre graduée telle 
que l'on ait pour x , ,  ..., x,, E A : 

où M,,, est le sous-ensemble de G, formé des permutations o telles que o ( l )  < ... < o(p) et 
o(p + 1) < ... < o(n) . 

Montrer que B(A, k) est alors une A-algèbre différentielle graduée (X, p. 183, exercice 18). 
6) Soit P un complexe plat de A-modules à droite. Pour tout A-module M et tout entier i, on pose 

si u : M -t N est un A-homomorphisme, on note Tr(u) le k-homomorphisme Hi(l, Q u). 
a) Soit r un entier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

cc) Pour toute injection u : M' -, M, l'application T:(u) est injective. 
p) Pour toute surjection v : M -+ M", l'application TJ, ,(O) est surjective. 
y) Le A-module a droite P,/B,(P) est plat. 
6) 11 existe un complexe plat P' de A-modules à droite, dont la différentielle d,, , est nullc, et pour tout 
A-module M et tout entier i un k-isomorphisme <py : Tf(M) + Tr'(M), tel que l'on ait 

pour tout A-homomorphisme u : M -+ N. 

B o u n a ~ ~ i .  -Algèbre X 



(Pour prouver que y) entraîne 6), définir P' en posant PL,, = Z,, ,(P) et Pi = P,/B,(P).) 
b) On suppose de plus que A est noethérien et que les A-modules Pi sont de type fini. Montrer que les 
conditions de a) sont équivalentes B la condition suivante : 

E) 11 existe un A-module Q et pour tout A-module M un k-isomorphisme $M : TP(M) + HomA(Q, M) 
tel que +N o Tf(u) = Hom (1, u) o +M pour tout A-homomorphisme u : M + N. 
(Pour prouver que 6) entraîne E), se ramener au cas ou d,, , = O et prendre pour Q le dual de Z,(P).) 

c) Montrer que le résultat de b) reste valable sous l'hypothèse que A est noethérien, Hi(P) de type fini 
pour tout i et Hi(P) = O pour i < i, (utiliser la prop. 10, p. 56). 
7) Soient C un complexe de A-modules à droite. et M un A-module à gauche. On appelle produit de tor- 
sion de C et M le k-module gradué T o r A  (C, M) = H(C QA L(M)). Si f : C + C' est un morphisme de 
complexes et g : M + M' un homomorphisme de A-modules, on note T o r A  (f, g) = H(f @ L(g)). 

a )  Si f : C + C' est un homologisme, YorA(f ,  1) est un isomorphisme; si C est plat et borné à droite, 
le k-module gradué d o r A ( C ,  M) est isomorphe à H(C QA M). 
b) Si O + C' + C + C" + O est une suite exacte de complexes de A-modules à droite et si M est un 
A-module, montrer qu'il existe une suite exacte 

. . .  + Sor,A(C1, M) + YorR(C, M) + .For.A(Cf', M) + .For:-, (C', M) + ... . 

Si O + M' L M et M" + O est une suite exacte de A-modules, montrer que l'on a une suite exacte : 

... + .TorR(C, M') + .ForR(C, M) -, .Torf(C, M") + (C, M') + ... 

(Remarquer qu'il existe un homotopisme de L(M") sur le cône de L(i)). 
c) Montrer qu'il existe une suite spectrale 'E (X, pp. 175-177, exercices 14 à 17) convergeant vers 
-TorA(C, M), telle que 'E;, = Tor;(H,(C), M). Si de plus le complexe C est borné à droite, montrer qu'il 
existe une suite spectrale "E, convergeant vers .TorA(C, M), telle que = H,(Tor$(C, M)) (considérer 
le complexe double C BA L(M)). 
8) Soient A, B deux k-algèbres (associatives et uniferes), M un A-module à droite, P un B-module à gauche, 
N un (A, B)-bimodule. 
a) Montrer qu'il existe deux suites spectrales de k-modules 'E et 'E, convergeant vers le même k-module 
gradué, telles que 

'E;, = Tor; (M, Tors (N, P)) ; 'E;, = Tor; (TO~; (M, N), P) 

(Considérer le complexe double L(M) Q, (N QB L(P)).) 
b) Si N est un B-module plat, montrer que la suite spectrale 'E converge vers TorA (M, N QB P). Si N 
est un A-module plat, la suite 'E converge vers TorB (M Q A  N, P). 
c) Soit p : A -, B un homomorphisme de k-algèbres. Déduire de b) une suite spectrale E telle que 

E;, = Tor; ( T o c  (M, B), P) , 

convergeant vers TorA (M, P). 
9) Soient P un complexe de A-modules à droite, Q un complexe de A-modules à gauche. On suppose ou 
bien que P e t  Q sont bornés inférieurement, ou bien qu'il existe un entier d tel que tout A-module a gauche 
ou a droite admette une résolution projective de longueur < d. 
a) Montrer qu'il existe deux suites spectrales (X, p. 175, exercice 14) 'E et "E, convergeant vers le même 
k-module gradué, telles que 

'E;, = H,(To$ (P, Q)) ; "E;, = @ Tor t  (HJP), H,..(Q)) 
q '+q "= ,  

(où TO$ (P, Q) désigne le complexe associé au bicomplexe @ Tor; (P., Q,)) . 
r.8 

(Considérer des résolutions projectives (X, p. 183, exercice 17) 9 et 2 de P et Q, et le complexe double C 
tel que C , ,  = @ (PP.,, @ 2,..,,. ).) 

pl+p"=p 
ql+qrl=q 

b) Si P est plat, montrer que la suite spectrale "E converge vers H(P Q A  Q). Si H(P) est plat, la suite 'E 
converge vers H(P) QA H(Q). 



EXERCICES 

T 1) On dit qu'un A-complexe C est pur si pour tout A-module à droite P on a H(P @, C) = 0. 
a)  Un complexe homotope à zéro est p u r ;  un complexe de modules plats, d'homologie nulle et borné 
à droite est pur. Donner un exemple de complexe de modules libres de rang 1, d'homologie nulle mais 
non pur. 
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) C est pur. 
p) Pour tout A-module M de présentation finie, on a H(Homgr, (M, C)) = 0. 
y) 11 existe un système inductif filtant de complexes homotopes à zéro tel que C = 9 C ' " ' .  
(Pour voir que p) entraîne y), se ramener au cas où Ci = O pour i c i, et écrire Cio comme limite induc- 

tive de modules de présentation finie.) 
2) Soit M un A-module. On dit qu'un sous-module M' de M est pur si le complexe défini par la suite 
exacte O -+ M' -+ M -+ M/M' -r O est pur (exercice 1). 
a) Montrer que lorsque A est un anneauprincipal, la notion de sous-module pur coïncide avec celle de VII, 
5 2, exercice 7. 
b) On suppose que le A-module M est plat. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

cl) le sous-module M'  est p u r ;  
p) le quotient M/M' est plat ;  
y) pour tout idéal a de A, on a M' n aM = aM'. 

3) Soient M un A-module, n un entier à 1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
a )  M admet une n-présentation finie (X, p. 180, exercice 6). 
8) Pour tout système inductif filtrant (N,),,,, l'homomorphisme canonique 

lim Ext', (M, N,) -+ Ext; (M, 5 N,) + 

est bijectif pour i < n. 
y) Pour toute famille (PD)peJ de A-modules à droite, i'homomorphisme canonique 

Tof ( n PB, M) -+ To$ (PD, M) est bijectif pour i < n 
DEI B E J  

6) Pour tout ensemble 1, I'homomorphisme canonique Ad @, M + M' est bijectif, et on a 

To$ (Ad, M) = O pour O < i c n . 
(Raisonner par récurrence sur n, en utilisant l'exercice 18, p. 170.) 

4) Soient P un complexe de A-modules projectifs, nul à droite, et n un entier tel que H,(P)= O pour i c n. 
Soient M un A-module à gauche, N un A-module à droite. Montrer que l'on a Hi(HomgrA(P, M))=O 
et Hi(N @, P) = O pour i c n, et que les homomorphismes canoniques 

sont bijectifs. 
5) Soient P un A-complexe projectif, nul à droite, n un entier 3 O. Montrer que les conditions sui- 

vantes sont équivalentes : 
a )  Il existe un complexe P' de A-modules projectifs de type fini, tel que Pi = O pour i > n ou i c 0, 
et un morphisme f : P' -r P tel que H,(f) soit bijectif pour i < n et surjectif pour i = n. 
P) Pour tout système inductif filtrant de A-modules (M,),,,, l'homomorphisme canonique 

lim H(Homgr, (P, M,)) -+ Hi(HomgrA (P, 2 M,)) + 

est bijectif pour i < n et injectif pour i = n. 
y) Pour toute famille de A-modules à droite (N,),,,, l'homomorphisme canonique 

est bijectif pour i c n et surjectif pour i = n. 
(Pour démontrer que a )  entraîne B) et y), appliquer l'exercice 4 au cône de$ Pour démontrer que P) 



ou y) entraîne ci), raisonner par récurrence sur n, en appliquant l'exercice 4, l'exercice 18, p. 170 et l'exer- 
cice 10, p. 174.) 
6) Soient A, B deux k-algèbres (associatives et uniféres), M un A-module à gauche, P un B-module à 
gauche, N un (B, A):bimodule. 
a) Montrer qu'il existe deux suites spectrales (X, pp. 175-177, exercices 14 à 17) de k-modules 'E et 'E, 
convergeant vers le même k-module gradué, telles que 

b) Par composition des homomorphismes y et 6 de l'exercice 15, p. 176, définir un k-homomorphisme 

p : Ext, (M, Hom, (N, P)) + Hom, (TorA (N, M), P) 

Si P est injectif, démontrer que p est un isomorphisme. 
c)  Si N est un A-module plat, montrer que la suite 'E converge vers Ext,(N 8, M, P) ; si N est un B- 
module projectif, la suite 'E converge vers ExtA(M, Hom,@, P)). 
d) Soit p : A -, B un homomorphisme de k-algébres. Montrer qu'il existe une suite spectrale E, telle 
que EL = ExtB(Tort(B, M), P), convergeant vers Ext,(M, P), et une suite spectrale 'E, telle que 

convergeant vers Ext,(P, M). 
7) Soient C un A-complexe, M un A-module. On appelle module d'extension de M par C (resp. de C par M) 
le k-module gradué 

$xtA(C, M) = H(Homgr,(C, I(M))) (resp. 8xtA(M, C) = H(HomgrA(L(M), Cl)) 

Si f : C -+ C' est un morphisme de complexes et g : M + M'  un homomorphisme de A-modules, on 
pose IX~A (f, g) = H(Homgr (f, W ) ) ,  8xtA (g,f = H(Homgr (L(g), f 1). 
a)  Si f :  C + C' est un homologisme, les k-homomorphismes Ix tA( f ,  1) et Ix tA( l  f )  sont bijectifs. 
Si C est projectif et borné à droite (resp. injectif et borné à gauche), le k-module gradué IxtA(C, M) 
(resp. 8xtA(M, C)) est isomorphe à H(HomgrA (C, M)) (resp. H(Homgr,(M, C))). 
b) Soit O + C' + C + C" + O une suite exacte de A-complexes et O + M' + M + M" -+ O une suite 
exacte de A-modules. Montrer qu'il existe des suites exactes 

c) Montrer qu'il existe une suite spectrale "E (X, pp. 175-177, exercices 14 à 17) convergeant vers 
IxrA (C, M) telle que "Eeq = Hq(ExtA(C, M)). Si C est borné a droite, montrer qu'il existe une suite spec- 
trale 'E, convergeant vers 8xtA(C, M), telle que ' E r  = ExtX(Hq(C), M) (considérer le bicomplexe 
HomgrA (C, I(M))). 

8) Soient P, Q deux A-complexes. On suppose ou bien que Pest  bomé inférieurement et Q bomé supé- 
rieurement, ou bien qu'il existe un entier d tel que tout A-module admette une résolution projective de 
longueur ( d. 
a) Montrer qu'il existe deux suites spectrales 'E et "E, convergeant vers le même k-module gradué, telles 
que 

'EZq = Hp(Extf (P, Q)) "Ep = @ Exti (Hq.(P), Hq"(Q)) 
q1 t q " = q  

(où Extf(P, Q) désigne le complexe associé au bicomplexe Q ExtA(P,, Q")). 
I, s 

b) Si P est projectif ou Q injectif, la suite spectrale "E converge vers H(Homgr,(P, Q)). Si H(P) est pro- 
jectif ou H(Q) injectif, la suite 'E converge vers Homgr,(H(P), H(Q)). 



EXERCICES 

1) Soient p : A + B un homomorphisme d'anneaux, M, N deux B-modules à gauche, P un B-module à 
droite. 
a)  Soit L, (resp. LA) une résolution projective du B-module (resp. du A-module) M. Montrer qu'il existe 
un morphisme A-linéaire de résolutions LA + L,, unique à homotopie prés ; en déduire des k-homo- 
morphismes gradués de degré zéro 

b) On considère les homomorphismes canoniques (X, p. 109) 

h : ToIA(P, M) -+ TorB(P BA B, M) 1 : TorA(P, M) + ~or ' (P ,  B QA M) 

v : Ext,(B QA M,  N) + ExtA(M, N) p : Ext,(M, HomA(B, N)) -+ ExtA(M, N) 

Soient m : B Q A  M + M, p : P Q, B + B et n : N + HomA(B, N) les B-homomorphismes définis 
par m(b Q x) = bx, p(y Q b) = yb et n(z) (b) = bz pour b E B, x E M, y E P, z E N. Démontrer les 
égalités 

a = Tor (l,, m) O p = Tor @, 1,) O h 

B = v O Ext (m, 1,) = p O Ext (l,, n) 

2) Soient A, B deux k-algèbres (associatives et unifères) ; soient M un A-module à gauche, P un B-module 
à droite, N un (A, B)-bimodule. On considère I'homomorphisme 

o : Hom, (N, P) QA M -, Hom, (Hom, (M, N), P) 

tel que o(u Q m) (v) = u o v(m) pour u E Hom, (N, P), v E HomA (M, N), m E M (1 1, p. 190, exercice 6). 
a) En remplaçant M par une résolution projective, définir à l'aide de 0 un k-homomorphisme 

s : TorA (Hom, (N, P), M) + HomgrB (Ext, (M, N), P) 

b) On suppose désormais que A est noethérien à gauche et que le A-module M est de type fini. Montrer 
que si le B-module P est injectif, s est un isomorphisme. 
c) Montrer qu'il existe deux suites spectrales E et 'E (X,-pp. 175-177, exercices 14 à 17), convergeant vers 
le même k-module gradué, telles que 

Eiq = T o r t p  (Extg (N, P), M) 'E24 = Extg (ExtAq (M, N), P) . 
3) Soit 1 un k-module injectif; pour tout A-module M, on note D(M) le A-module à droite Hom, (M, 1). 
Soient M et N deux A-modules à gauche, P un A-module à droite. Démontrer que pour tout p 2 O, les 
k-modules Ext; (P, D(M)) et D(Tort (P, M)) sont isomorphes ; si A est noethérien à gauche et si M est 
un A-module de type fini, les k-modules Toc (D(N), M) et D(Exti (M, N)) sont isomorphes (utiliser 
l'exercice 2, b) et l'exercice 6, b), p. 188). 
4) Pour tout groupe G, on note E, : Z(,) + Z l'homomorphisme d'anneaux tel que e,(e,) = 1 pour tout 
y E G ; on pose 1, = Ker (E,). 
a) Montrer que le groupe Hl(G, Z)  est isomorphe à I,/I& 
b) Soit (g,),,, une famille génératrice de G ; montrer que les éléments (e,, - l), pour i E 1, engendrent 
l'idéal 1,. 
c) On suppose que la famille (y,),,, est basique (1, p. 86). Montrer que (e,, - l),,, est une base du 
Z'G)-module à gauche 1,. 
5) Soient X un ensemble, G = F(X) le groupe libre construit sur X, M un Z(G)-module. Montrer que 
les groupes Hq(G, M) et Hq(G, M) sont nuls pour q 3 2 (utiliser l'exercice 4). 

6) Soient G un groupe fini d'ordre n, M un Z(G)-module. Montrer que pour tout q 3 1, les Z-modules 
Hq(G, M) et Hq(G, M) sont annulés par n (considérer I'homotopie h de C(G, M) dans lui-même définie 
Par 

hf(g1, ..., 9,) = (- 1Iq C f ( g 1 3  . . .>gqig)  
, € O  

pour f E Cq+'(G, M) et g, g,, ..., g, E G). Si M est un Z-module de type fini, les groupes Hq(G, M)  et 
Hq(G, M) sont finis pour q 2 1. 



7) Soient G un groupe cyclique d'ordre n, M un Z(G)-module, o un générateur de G. On note N la multipli- 
cation dans M par l'élément e, de Z(O). Montrer que le Z-module HO(G, M) (resp. Ho(G, M)) est iso- 

g e G  

morphe à Ker (1 - O,) (resp. Coker (1 - O,)) ; pour q impair, les groupes Hq(G, M) et H,, ,(G, M) sont 
isomorphes à Ker N/lm (1 - O,) ; pour q pair à 2, Hq(G, M) et H,-,(G, M) sont isomorphes à 
Ker (1 - o,)/Im N. (Utiliser l'exercice 1, p. 178.) 
8) Soient F u n  groupe libre, R un sous-groupe distingué de F, G = F/R. Montrer que le groupe H,(G, Z) 
est isomorphe à ((F, F) n R)/(F, R) (utiliser l'exercice 3, p. 179). 
9) a) Soient G un groupe, M un G-module, g un élément du centre de G tel que l'endomorphisme 
rn H gm - rn de M soit bijectif. Montrer que les groupes HP(G, M) et Hp(G, M) sont nuls pour p > 1. 
b) Soit V un espace vectoriel sur un corps k, avec Card (k) > 3. Démontrer que les groupes Hp(GL(V), V) 
et Hp(GL(V), V) sont nuls pour p > 1. 

10) Soient G et H deux groupes, u : H + G un homomorphisme, M un Z(G)-module. Pour tout q à 0, 
on déduit des homomorphismes a et B de l'exercice 1 des homomorphismes 

que l'on note simplement u, et uP s'il n'y a pas d'ambiguïté sur M. 
a) Pour f E Cg(G, M), on note f, l'élément de Cq(H, M) tel que f,(hl, ..., hg) = f(u(h,), ..., u(h,)) pour 
hl, ..., h, E H. Montrer que l'application f H f, est un morphisme de complexes de C'(Ci, M) dans 
Ce(H, M), qui induit sur l'homologie l'homomorphisme @ uq. Définir de même un morphisme de C'(H, M) 

9 

dans C'(G, M) qui induit (Q u,). 
b) On suppose H = G et on prend pour u un automorphisme intérieur de G. Démontrer que les homo- 
morphismes u, et 18 sont égaux à l'identité (raisonner par récurrence sur q). 

II) Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G, M un G-module. D'après l'exercice 10, le 
groupe G agit par conjugaison sur les Z-modules Hq(H, M); l'action du sous-groupe H étant triviale, 
ceux-ci sont donc munis d'une structure de Z(G'H)-modules. 
a) Montrer qu'il existe une suite spectrale E (X, p. 175, exercice 14), convergeant vers @ Hn(G, M), 

telle que Egq = HP(G/H, Hq(H, M)) (considérer la suite spectrale de X, p. 188, exercice 6 ,  d), en tenant 
compte de l'isomorphisme canonique (12), p. 109). 
b) Montrer qu'il existe une suite exacte 
O + H1(G/H, HO(H, M)) + H1(G, M) -, HO(G/H, H1(H, M)) + H2(G/H, HO(H, M)) + H2(G, M) . 

Décrire les homomorphismes de cette suite en utilisant la description de H'(G, M) en termes de C'(G, M). 
c) Définir une suite spectrale analogue à celle de a) pour l'homologie. 
12) Soit G un groupe. On dit qu'un Z(G)-module M est CO-induit (resp. induit) s'il existe un Z-module A tel 
que M soit isomorphe à Hom, (Z"), A) (resp. Z'" @, A). 
a) Tout Z(G)-module est isomorphe à un sous-module d'un module CO-induit et à un quotient d'un 
module induit. 
b) Soit M un Z(G)-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) M est facteur direct d'un module CO-induit. 
p) M est injectif relativement à Z (exercice 19, p. 170). 
y) I I  existe une G-moyenne sur M (1, p. 136, exercice 8), c'est-à-dire un Z(G)-homomorphisme 

rn : CL(G, M) -t M (la structure de G-module sur C1(G, M) étant définie par (gf) (x) = g. f(g+ l x) 
pour g E G, x E M) tel que si f, est la fonction constante de valeur x E M, on ait m(fJ = x. 
c) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) M est facteur direct d'un module induit. 
p) M est projectif relativement à Z (exercice 19, p. 170). 
y) Il existe un Z-endomorphisme p de M tel que pour tout x E M, la famille (p(g-' x)), ,. soit à support 

fini et que l'on ait x = gp(g- ' x). 
@CG 

d) Soit M un Z(G)-module injectif (resp. projectif) relativement à Z. Montrer que Hq(G, M) = O (resp. 
H,(G, M) = O) pour tout q 3 1. 
e)  Si G est fini, montrer que les notions de module induit et w-induit (resp. projectif et injectif rela- 
tivement à Z) coïncident. 
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13) Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, M cn Z(H)-module à gauche, N un Z(H)-module à droite. 
On munit le groupe M = Hom,,., (Z(G), M) (resp. N = N @,,,, Z")) de la structure de Z(G)-module à 
gauche (resp. à droite) déduite de lastructure de Z(G)-module à droite de Z(G). 

Soient m : !h + M et n : N + N les Z(H)-homomorphismes tels que m(u) = u(1) pour u E M et 
n(x) = x @ 1 pour x E N , 

et soit i : H + G l'injection canonique. Démontrer que les homomorphismes composés 

sont des isomorphismes pour tout q 3 0. 
14) Soient G un groupe, H un sous-groupe d'indice fini de G. On pose n = (G : H). 
u) Soient Q, M deux Z(G)-modules. Montrer qu'il existe un Z-homomorphisme 

tel que l'on ait, pour tout système de représentants g, ,  ..., g, des classes de G modulo H, 

Si j : Hom,,,, (Q, M) -t Hom,,., (Q, M) est l'injection canonique, on a t o j = n. Id. 
b) Soit N un Z(G)-module à droite. Avec les notations de a), montrer qu'il existe un Z-homomorphisme 
8 : N @ z l ~ ,  Q + N @,,., Q tel que 

Si p : N @,., Q N @,,,, Q est l'application canonique, on a p o 8 = n. Id. 
c) Soient P une résolution projective du ~("1-module Z, q un entier. En appliquant a) et b) avec Q = P,, 
définir des homomorphismes t? Hq(H, M) + Hq(G, M) et 8, : Hq(G, N) + Hq(H, N). Si i désigne l'in- 
jection canonique de H dans G, on a tg O iq = n.Id et iq o 8, = n.Id. 
d) On considère les Z(G)-modules M = Hom,,,, ( z ( ~ ) ,  M) et fi = N @,,,, Z(O) (exercice 13). En prenant 
Q = Z(O), on obtient à partir des homomorphismes t et 8 de a) et b) des homomorphismes t, : M -.. M et 
8, : N + fi. Montrer que ces homomorphismes sont Z(G)-linéaires. Montrer que l'homdmorphisme 
composé 

(resp. Hq(G, N) Hq(G'e")r Hq(G, 6) ('g'-l r Hq(H, N)) est égal à P (resp. 8,) . 

e )  Soit (y,, ..., y,) un systéme de représentant des classes de G modulo H, et soit x E HO(H, M). Montrer 

que l'on a tO(x) = C gi x. Décrire t'. . 
i =  1 

f) Si l'on identifie les groupes H,(G, 2 )  et H,(H, 2 )  à G/(G, G) et H/(H, H) respectivement, I'homo- 
morphisme t ,  s'identifie à un homomorphisme (((transfert ») V : G/(G, G) + H/(H, H). Si s': M/G + G 
est une section de i'application canonique, montrer que V est obtenu par passage au quotient à partir de 
l'application V, : G + H telle que 

15) Soient G un groupe et k un corps commutatif, que l'on munit des structures de 2'")-module et de 
k(G)-module déduites de l'action triviale de G. 
a) Montrer que le groupe Hq(G, k) est isomorphe à Ext;,,, (k, k) pour tout q 3 O, donc admet une struc- 
ture de k-espace vectoriel ; on note h4(G, k) sa dimension sur k. 



b) On suppose que le groupe G admet une présentation (1, p. 86) définie par d générateurs et r relations. 
Démontrer les inégalités 

d 2 hl(G, k) et r > h2(G, k) 

(utiliser l'exercice 3, d), p. 179). 
IT 16) Soit G ~ n ~ - ~ r o u ~ ~  (1, p. 72, déf. 9). On pose d(G) = dirnRp H1(G, F,) et r(G) = dimFp H2(G, F,) 
(cf. exercice 15). 
\ "  

a) Montrer que d(G) est le nombre minimal de générateurs de G (prouver que H1(G, F,) est isomorphe au 
dual de G/Gp D(G), et utiliser 1, p. 140, exercice 32). 
b) Si Card (G) = p", montrer que l'on a d(G) < n et r(G) 6 n(n + 1) (prouver par récurrence sur n 
qu'il existe une présentation de G avec n générateurs et f n(n + 1) relations). Si G = (ZlpZ)", montrer que 
l'on a d(G) = n et r(G) = f n(n + 1). 
c) Si G est non trivial, démontrer l'inégalité r(G) > i(d(G))2 (« théorème de Golod-Chafarévitch » : 
utiliser l'exercice 15, p. 182, et l'exercice 22 de VIII, 5 8). 
a') Démontrer que l'on a r(G) - d(G) = dim, (H3(G, Z) @, F,). 
17) Soit G un groupe fini. On note N l'élément eg de Z(G). Pour tout Z@)-module M, la multiplication 

~ E G  
par N définit par passage au quotient un homomorphisme No : Ho(G, M) + HO(G, M). On pose 
HO(G, M) = Coker (No), fi-'(G, M) = Ker (No), A ~ G ,  M) = Hq(G, M) pour q > 1, et 

~ - P ( G ,  M) = Hg-,(G, M) pour q > 2 . 
a) Soit 8 : O + M' + M + M" + O une suite exacte de Z(G)-modules ; définir une suite exacte 

b) Si M est projectif relativement à Z ,  montrer que l'on a @(G, M) = O pour tout q E Z (cf. exercice 12). 
c) Soient H un sous-groupe de G, i : H + G l'injection canonique. Pour tout Z(G)-module M et t2ut entier 
rationnel q, on définit des homomorphismes $ : Aq(G, M) + A ~ H ,  M) et î& : Hq(H, M) + Hq(G, M) 
(notés simplement iq et '4 s'il n'y a pas d'ambiguïté sur M) de la façon suiyante : pour q > 1, on pose 
? = P et îq = P (exercices 10 et 14); pour q < - 2, on pose i4 = 8-,-, et tq = i-,-, ; enfin, on définit 
P et îo (resp. ?-l et î-') par passage aux quotients (resp. aux sous-ensembles) à partir de i0 et t0 (resp. to 
et i,). Démo!trer que l'on a îq o iq = n. Id pour tout q E Z, où n est l'indice de H dans G. En déduire que 
les groupes Hq(G, M) sont annulés par l'ordre de G (cf: exercice 6 ,  p. 189). A 

d) Avec les notations de b), montrer que l'on a @ l o dq(G, 8 )  = dq(H, 8 )  o ib,. et 

$ ' o dq(H, 8) = dq(G, 8 )  O k.. 
pour tout q E Z. 
e) Soientp un nombre premier et H un p-sous-groupe de Sylow (1, p. 74) de G. Montrer que l'homomor- 
qhisme ? : W(G, M) + H4(H, M) a pour noyau la somme des composants 1-primaires du Z-module 
Hq(G, M) pour 1 # p. En particulier, si pour tout nombre premierp, on choisit unp-sous-groupe de Sylow 
HP de G, l'application Hq(G, M) + A~(H,, M) déduite des homomorphismes ? est injective. 

D 

18) Soient G un groupe fini et M un Z(G)-module. On dit que M est cohomologiquement trivial si pour tout 
sous-groupe H de G et pour tout q E Z, le groupe H ~ ( H ,  M) est nul. 
a) Montrer qu'un Z(G)-module projectif relativement à Z (en particulier un module induit, cf. exercice 12) 
est cohomologiquement trivial. 
6) Soient n, r, k trots entiers tels que r divise (kn - 1) ; soit G un groupe cyclique d'ordre n, o un générateur 
de G. On munit le Z-module M = ZlrZ de la structure de Z(G)-module définie par o m  = km pour tout 
m E M. Démontrer que M est projectif relativeme?t à Z si et seulement si n et r sont premiers entre eux. 
c) Avec les notations de b), montrer que pour que Hq(G, M) = O pour tout q E Z, il faut et il suffit que l'on 
ait (r, k - 1) (r, 1 + k + ... + kn-') = r. En particulier si r = k" - 1, montrer que M est cohomolo- 
giquement trivial. 
d) Déduire de b) et c) un exemple d'un Z(o)-moc!ule cohomologiquement trivial qui n'est pas projectif 
relativement à Z, et d'un Z(G)-module M tel que Hq(G, M) = O pour tout q E Z qui n'est pas cohomolo- 
giquement trivial. 
IT 19) Soient p un nombre premier, G un p-groupe, M un Z(G)-module. On pose A = F r ' .  
a) On suppose quepM = O. Montrer quejes conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe un entier rationnel q tel que Hq(G, M) = 0. 
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p) M est cohornologiquement trivial (exercice 18). 
y) M est un Z(G)-module induit. 
6) Le A-module M est libre. 
(Pour prouver que a) entraîne 6), se ramener au cas où q = - 2 ; montrer que l'on a alors 

Tor: (F,, M) = O ,  
et conclure avec l'exercice 4, p. 185 et l'exercice 22 de V111, 6 8). 
b) On suppose que la multiplication parp est injective dans M. Montrer que les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

ct) I I  existe un entier g tel que les groupes A ~ G ,  M) et A q + l ( ~ ,  M) soient nuis. 
p) M est cohornologiquement trivial. 
y) Le A-module M/pM est libre. 
20) Soient G un groupe fini, M un Z(G)-module. 

a) On suppose que le Z-module M est libre. Montrer que le Z(G)-module M est projectif si et seulement si 
pour tout sous-groupe de Sylow H c G, le Z(H)-module M est cohornologiquement trivial. 

(Pour prouver que la condition est suffisante, considérer une résolution O -+ R -, L -+ M -, O du 
Z(G)-module M, où L est libre ; montrer que le Z(H)-module Q = Hom, (M, N) est cohornologiquement 
trivial en observant que Q/pQ est cohornologiquement trivial et en utilisant l'exercice 19. Déduire de 
l'exercice 17, e)  que l'on a H1(G, Q) = O, et en conclure que M est projectif.) 
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Le Z(G)-module M est cohornologiquement trivial. 
p) Le Z@)-module M admet une résolution projective finie. 
y) Le Z(G)-module M admet une résolution projective de longueur un. 
(Pour montrer que cc) entraîne y), considérer une suite exacte O -+ R -+ L -+ M -+ O, où L est un Z@)- 

module libre, et appliquer a) à R.) 
c) On suppose que le Z-module M est divisible. Montrer que le Z(G)-module M est cohornologiquement 
trivial si et seulement si il est injectif (considérer une suite exacte O -. M -r 1 -+ Q -+ O, où 1 est un Z@)- 
module injectif, et montrer en utilisant b) que le Z(G)-module Hom, (Q, M) est cohornologiquement 
trivial). 
d)  Pour qu'un Z@)-module soit cohornologiquement trivial, il faut et il suffit qu'il admette une résolution 
injective de longueur 1. 
a 21) Soit G un groupe cyclique d'ordre fini. 
a) Si M est un Z(o)-module et q un entier rationnel pair (resp. impair), le groupe H ~ G ,  M) est isomorphe à 
HO(G, M) (resp. H1(G, M)) (cf. exercice 7). 
b) On note Q l'ensemble des classes de Z(o)-modules de type fini T tels que les groupes A ~ G ,  T) soient 
finis pour tout q E Z ; si le Z(G)-module M est de type V, on pose 

h(M) = Card (HO(G, M))/Card (H1(G, M)) . 

Soit O -+ M' -+ M -+ Mu + O une suite exacte de Z(G)-modules. Montrer que si deux des modules M', 
M, M" sont de type V, il en est de même du troisième, et qu'on a alors h(M) = h(M1) h(M"). En particulier, 
la fonction h définit un homomorphisme du groupe de Grothendieck K(V) dans le groupe multiplicatif Q*. 
c) Soit M un Z(G)-module fini. Montrer que M est de type Cg et que l'on a h(M) = 1. 
d) On suppose que l'ordre de G est un nombre premier p. On note Q'  l'ensemble des classes des Z(O)- 
modules de type fini dans lesquels la multiplication parp a un noyau et un conoyau fini ; si M est de type Q', 
on pose q(M) = Card (Coker p,)/Card (Ker p,). Démontrer comme en b) que cp définit un homomor- 
phisme de K(%") dans Q*. 
e) Montrer que K(V') est engendré par les classes des Z@)-modules T possédant une des propriétés sui- 
vantes : 

(i) T est fini. 
(ii) La multiplication parp dans T est bijective. 
(iii) T = Z muni de l'action triviale de G. 
(iv) T = Z(G). 
(v) T = QJZ,, (cf. TG, I I I ,  p. 84, exercice 23), muni de l'action triviale de G. 
(vi) T = z@) Q ,  (Qp/Zp). 
(Montrer d'abord que tout Z(o)-module de type 9' s'écrit dans K(Q') comme somme d'un Z(G)-module 

de tvoe fini sur Z et d'un Z(G)-module dans leauel la multi~lication var o est suriective. Déterminer ensuite 
< A  - .  

la structure des modules simples sur les anneaix Q'O) et Q!).) 



g) Déduire de ce qui précède que l'on a W '  c W et que si M est un Z(G)-module de typeV ', on a 

h(MIP- ' = (v(HO(G, M)))'/v(M) . 

(Vérifier la formule dans les six cas considérés en f ).) 
22) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, G son groupe de Galois. 
a) Montrer que la suite exacte de G-modules 

permet de définir un isomorphisme k, : (Ln n K*)/K*" + H1(G, p,(L)). Lorsque b,(K) a n éléments et 
que lion identifie H1(G, p,(L)) à Hom (G, b,,(K)), montrer que k, coïncide avec l'homomorphisme défini 
enV,§  11, n08. 
b) Soitp un nombre premier ; on suppose que K est de caractéristiquep. Montrer que la suite exacte de G- 
modules (V, 5 1 1, no 9) 

permet de définir un isomorphisme a, : (p(L) n K)/p(K) + H1(G, F,) qui coïncide avec l'homomor- 
phisme défini dans loc. cit. si l'on identifie H1(G, F,) à Hom (G, F,). 
23) Soient G un groupe,.M un groupe à opérateurs dans G (1, p. 29, déf. 2). On notera gm le composé de 
g E G et m E M. On dira que M est un G-groupe si on a = pour m E M, g, h E G, autrement dit 
si l'application cp de G dans Aut (M) telle que q(g).m = gm pour g E G, m E M est un homomorphi.~me. 

Si M est un G-groupe, on note HO(G, M) le sous-groupe de M formé des éléments m E M tels que 
gm = m pour tout g E G, et Z1(G, M) l'ensemble des applications h de G dans M telles que 

a) On dit que deux éléments hl, h2 de Z1(G, M) sont cohomologues s'il existe un élément m de M tel que 
h,(g) = m-' hl(g) pour tout g E G. Montrer que la relation ainsi définie est une relation d'équiva- 
lence sur Z1(G, M) ; l'ensemble quotient est noté H1(G, M). La classe dans H1(G, M) de l'application 
i E Z1(G, M) telle que i(g) = 1, pour tout g E G est notée e,,, ou simplement e,. 
b) Soit f : M + N un homomorphisme de G-groupes (1, p. 30, déf. 3) ; montrer que f induit un homomor- 
phisme de groupes f O : HO(G, M) -, HO(G, N), et une application f 1  : H1(G, M) + H1(G, N) telle que 
f '(e,) = e ~ .  
c) Soit M 4 N -4 Q une suite de G-groupes et d'homomorphismes, avec i  injectif,^ surjectif et 

Im (i) = Ker (p) . 
Montrer que le groupe N' = p-'(HO(G, Q)) agit sur Z1(G, M) de façon que (n.h) (g) = n-' h(g) gn 
pour n E N', h E Z1(G, M), g E G ; montrer que cette action définit par passage au quotient une action de 
HO(G, Q) sur H1(G, M). L'application i' : H1(G, M) + H1(G, N) passe au quotient et définit une bijec- 
tion de H1(G, M)/HO(G, Q) sur Im (il). 
d) L'action de HO(G, Q) sur H1(G, M) permet de définir une application 8 : HO(G, Q) + H1(G, M) par 
d(q) = q. e, pour q E HO(G, Q). Montrer que l'on a 

lm (io) = Ker (pO), 1m (pO) = a-'&), 1 (a) = ( i l 1  ( e )  , Im (il) = (pl)-' (ep) . 

e)  On suppose désormais que i(M) est contenu dans le centre de N. Montrer que a est un homomorphisme 
de groupes ; construire une action du groupe H1(G, M) sur l'ensemble H1(G, N) de telle sorte que l'appli- 
ca t ion~ '  passe au quotient et définisse une bijection de H1(G, N)/H1(G, M) sur lm (pl). 
f )  Soit E l'ensemble des applications k de G dans N telles quep o k E Z1(G, Q). Pour k E E, montrer qu'il 
existe un élément fk de Z2(G, M) tel que i(f,(x, y)) = k(x) "k(y) (k(xy))-' pour x, y E G. Montrer que 
l'application k ++ fk  définit par passage au quotient une application a' : H1(G, Q) -, H2(G, M). Démon- 
trer que l'on a Im (pl) = (a1)-' (0). 
24) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, de groupe de Galois G. 

Soient V (resp. V') un K-espace vectoriel, t (resp. t') un tenseur de type (p, q) sur V (resp. V') (III, p. 63). 
On appelle K-isomorphisme (ou simplement isomorphisme) de (V, t) sur (V', t') un isomorphisme K- 
linéaire u : V + V' tel que (TP(u) Q Tg@)) (t) = t'. On notera V, le L-espace vectoriel L 8, V et t, le 
tenseur de type (p, q) sur V, déduit de t par extension des scalaires. On désigne par F,,(V, t) l'ensemble des 
classes d'isomorphisme de couples (W, 7) tels que (W,, r,) soit L-isomorphe à (V,, t,). 
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a) Soit M le groupe des L-automorphismes de (V,, 2,). Pour m E M et o E G ,  on pose 

O r n  = rr,(o) O m O n,(o)-' , 
où rr, : G + Aut, (V,) désigne l'action de G sur V, = L Q, V déduite de l'action de G sur L. Montrer 
que l'on définit ainsi une structure de G-groupe sur M. 
b) Soit (W, r) un élément de F,,(V, t), et soit u un L-isomorphisme de (V,, t,) sur (W,, 7,). Pour o E G,  
on note f,(o) l'élément u-' O x,(o) O u O rr,(o)-' de M. Montrer que f, E Z1(G, M) (exercice 23), et que 
sa classe dans H1(G, M) est indépendante du choix de u ; on la note 8(W, r) .  
c) Montrer que l'application 8 : F,,(V, t) + H1(G, M) est bijective, et que l'on a 8(V, t) = e,. 
q 2 5 )  Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, G son groupe de Galois. On 
fait opérer G sur le groupe GL(n, L) en posant o(aij) = (~(a,))  pour o E G ,  (aij) E GL(n, L). Tout sous- 
groupe de GL(n, L) stable pour cette action est ainsi muni d'une structure de G-groupe (exercice 23). 
a) Montrer que les ensembles H1(G, GL(n, L)) et H1(G, SL(n, L)) sont réduits à un élément (cf. V, 
6 10, no 5, prop. 9). 
6 )  Montrer que l'ensemble H1(G, PGL(n, L)) s'identifie à l'ensemble des classes d'isomorphisme d'al- 
gèbres simples centrales S telles que l'algèbre L @, S soit isomorphe à M,(L) (utiliser l'exercice 24). En 
associant à une telle algèbre sa classe dans le groupe Br(K, L) (VIII, 5 13) et en identifiant ce dernier 
groupe à H2(G, L*) (loc. ci?.), on obtient une application H1(G, PGL(n, L)) -r H2(G, L*) qui est l'op- 
posée de l'application a' (exercice 23, f )) déduite de l'extension L* + GL(n, L) + PGL(n, L). Montrer 
que l'image de 8 est formée d'éléments d'ordre n dans H2(G, L*). 
c) Montrer que l'ensemble H1(G, Sp(2n, L)) est réduit à un élément (cf. l x ,  5 5, no 1, th. 1). 
d)  Soit Q une forme quadratique sur le K-espace vectoriel V, Q, la forme quadratique qui s'en déduit sur 
L O ,  V. Montrer que H1(G, O(Q,)) s'identifie à l'ensemble des classes d'isomorphisme de formes quadra- 
tiques Q' sur V telles que Q t  soit isomorphe à Q,. 
26) On note A' la k-algèbre A @, A0 ; tout (A, A)-bimodule est muni naturellement d'une structure de 
A'-module à gauche et aussi d'une structure de A'-module à droite. Soient M un (A, A)-bimodule, n un 
entier 2 O; on pose : 

H,(A, M) = T o r y  (M, A) Hn(A, M) = Exti. (A, M) . 
a) Le k-module Ho(A, M) est isomorphe au quotient de M par le sous-k-module engendré par les éléments 
(am - ma) pour a E A, m E M ; le k-module HO(A, M) est isomorphe au sous-k-module de M formé des 
éléments m tels que am = ma pour tout a E A. Le k-module H1(A, M) s'identifie au quotient du k-module 
des dérivations D,(A, M) par le sous-k-module des dérivations intérieures, c'est-à-dire des dérivations dm, 
pourm E M, définiespardJa) = am - ma pour tout a E A (cf. III, p. 132). 
b )  On suppose que A est un k-moduleprojectif, Montrer que la résolution standard B(A) (X, p. 58) définit 
une résolution projective du A'-module à gauche A. En déduire que les k-modules H"(A, M) sont iso- 
morphes aux modules d'homologie du complexe C(A, M), où, pourp  2 O, CP(A, M) est le k-module des 
applications k-multilinéaires de AP dans M, Cp(A, M). = O pour p < O, la différentielle étant donnée 
par la formule : 

P-1  

(df)(xo, ..., x,) = X ~ . ~ ( X ~ , . . . , X ~ )  + 1 (- l ) i * l f ( x o , . . . , x i . ~ i + l i  ..., 
i = O  

xP) 

+ (- 1)"l f(xo,  ..., xp-l).xp 
pour f E CP(A, M), xo, ..., X, E A. 

Donner une expression analogue pour les k-modules H,(A, M). 
c) Sous l'hypothèse de b), soit p : k + k' un homomorphisme d'anneaux commutatifs, A' la k'-algèbre 
k' Ok A, M'  un (A', A')-bimodule. Montrer que les k-modules H,(A, M') et H,(A1, M') (resp. Hn(A, M') 
et Hn(A', M')) sont isomorphes. 
d)  On suppose désormais que k est un corps. Soient B une seconde k-algèbre (associative et unifère), 
M un (A, A)-bimodule, N un (B, B)-bimodule. Pour tout n 3 0, définir un isomorphisme de k-modules 

Hn(A @ k  B1 M Qli N) + $ (HP@, M) Bk Hq(B, NI). 
p+q=n 

Si l'on suppose de plus que A et B sont de dimension finie sur k, montrer qu'il existe de même un k-isomor- 
phisme 

Hn(A Qk B, M Qk N) + $ (HP(A, M) QK Hq(B, N)) pour tout n 2 O 
p+q=n 

(utiliser X, p. 76, th. 3). 



e) Soient M, N deux A-modules à gauche, P un A-module à droite, de sorte que les k-modules Hom,(M, N) 
et M Qk P ont des structures naturelles de (A, A)-bimodules. Définir pour tout n 2 O des isomorphismes 
de k-modules : 

Hn(A, Hom, (M, N)) -. Ext i  (M, N) et H,(A, M O, P) -+ Tor: (P, M) 

T 27) On appelle augmentation de la k-algèbre A un homomorphisme unifère de k-algèbres x : A + k ; 
on dit que le couple (A, x) est une k-algèbre augmentée. L'augmentation munit k d'une structure de A- 
module à gauche. Soient M un A-module à gauche, N un A-module à droite ; on pose 

H,(A, x ; N) = T o r t  (N, k) et Hn(A, x ; M) = Ext: (k, M) pour tout n 2 O 

a) On note M(,, (resp. N(,,) le groupe M (resp. N) muni de la structure de (A, A)-bimodule définie par : 

ama1 = x(al) am (resp. ana' = nrr(u) u' pour a, a'  E A , m M , n e N . 
Montrer que le k-module Ho(A, x ; N) (resp. HO(A, x ; M), resp. H1(A, x ; M)) est isomorphe au k- 

module Ho(A, N,,,) (resp. HO(A, M,,,), resp. H1(A, M,,,)) défini dans l'exercice 26. 
b)  On suppose désormais que A est un k-module projeet$ Définir à l'aide de la résolution standard 
(X, p. 58) des k-isomorphismes 9, : H,(A, N(,,) + H,(A, x ; N) et cpn : Hn(A, M,,,) + Hn(A, R ; M) pour 
tout n à 0. 
c) On suppose qu'il existe un homomorphisme de k-algèbres p : A -+ A' qui fasse de A' un A-module à 
droite projectif et tel que l'idéal à gauche de A' engendré par p(Ker x) soit le noyau de l'homomorphisme 
A Bk A + A défini par la multiplication dans A. Montrer qu'il existe pour tout (A, A)-bimodule Q 
et tout entier n 2 O des k-isomorphismes H,(A, x ; Q) -+ H,(A, Q) (resp. Hn(A, x ;  Q) + Hn(A, Q)), Q 
ètant considéré comme A-module à droite (resp. à gauche) via l'homomorphisme p. (Utiliser les homo- 
morphismes canoniques de X, p. 109.) 
d) Montrer que les hypothèses de c) sont vérifiées dans les cas suivants : 

cc) A est l'algèbre (sur k) d'un groupe G, p est défini par p(e,) = e, Q e,- ,. 
B) A est l'algèbre tensorielle (resp. symétrique) d'un k-module projectif V ; p est défini par 

* y) A est l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie g sur k, libre en tant que k-module ; on a 

p(x) = x Q 1 - 1 Q x pour x e g 

(utiliser le cor. 5 au th. 1 de LIE 1, 8 2, no 7). 
6) A est l'anneau de fonctions d'un groupe algébrique lisse G sur un corps k ; on prend 

k k 

p(f) = C fi' @3 f i" ,  où f (sh-'1 = C fil(g) fi8'(h) pour y ,  h E G . , 
i = l  i =  1 

* 28) Soient g une algèbre de Lie sur l'anneau commutatif k, U son algèbre enveloppante. On munit k 
de la structure de U-module à gauche correspondant à la représentation triviale de g. Soient N un g-module 
à droite, M un g-module à gauche, n un entier > O ; on pose 

a) Le k-module Ho(g, N) (resp. M)) est isomorphe à N/Ng (resp. au sous-module de M formé des 
éléments annulés par g). On note Z1(g, M) (resp. B1(g, M)) le sous-k-module de Hom, (g, M) formé des 
éléments f tels que f ([x, y]) = xf (y) - yf (x) pour x, y E g (resp. des éléments f,, pour m E M, tels que 
f,(x) = xm pour x E g). Montrer que H1(g, M) s'identifie au quotient Z1(g, M)/B1(g, M). 
6) On suppose désormais que g est un k-module libre. Montrer que les k-modules Hn(g, M) s'identifient 
aux modules d'homologie du complexe C(g, M), oh pourp 2 O, CP(g, M) est le k-module des applications 
multilinéaires alternées de gP dans M, Cp(g, M) = O pour p < O, la différentielle ètant donnée par la 
formule 

pour f E CP(g, M), x i ,  .. ., xpt E g (où le signe *sur une lettre signifie qu'elle doit être omise). 
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Donner une expression analogue pour les k-modules H,(g, M). (Utiliser X, p. 184, exercice 21.) 
c) On suppose que dim, (g) = n < W. Montrer que HP(g, M) = O pour toutp >, n + 1 et tout g-module 
M,  et qu'il existe un g-module N tel que H"(g, N) # O (prendre N = An g, où g opère par la formule 

montrer que df = O pour tout f E Cn- '(g, N)). 
d) La représentation adjointe de g et la représentation de g sur M définissent une représentation 0 de g 
dans C(g, M), telle que 

pour f E Cp(g, M), x, x l ,  ..., xp E g. Montrer que, pour tout x E g, 0(x) est un endomorphisme homotope 
à zéro du complexe C(g, M) (définir une homotopie i(x) en posant (i(x) f )  (x,, . . ., x,) = f (x, x,, .. ., x,)): , 
T * 29) On garde les notations de l'exercice précédent ; on suppose de plus que k est un corps de caractéris- 
tique zéro, et que l'algèbre de Lie g est semi-simple (LIE, 1, $6).  Soit M un g-module de dimension finie 
sur k. 
a) Si M est simple et non trivial, on a Hp(g, M) = O  pour tout p z O (la forme bilinéaire sur g associée à 
M est non dégénérée (LIE, 1, 5 6, no 1, prop. 1); observer que la multiplication par l'élément de Casimir 
correspondant (LIE, 1, 4 3, no 7) est nulle dans k et bijective dans M). 
b) Montrer que H1(g, M) = O quel que soit M (utiliser a) et le fait que g = 98). Inversement, une k- 
algèbre de Lie $ (de dimension finie) telle que H1($, M) = O pour tout $-module M de dimension finie est 
semi-simple. 
c) On munit k de la structure de g-module correspondant a la représentation triviale. Montrer que, pour 
tout p 2 O, le k-espace vectoriel HP(g, k) est isomorphe au sous-espace vectoriel de CP(g, k) formé des 
formesp-linéaires alternées f qui sont invariantes, c'est-à-dire telles que 

(Déduire de la semi-simplicité des représentations de g et de l'exercice 28, d) que HP(g, k) est isomorphe 
à HP(Co(g, k)), où C,(g, k) est le sous-complexe de C(g, k) annulé par tous les endomorphismes 0(x) pour 
x E g ; puis montrer que Co(g, k) est à différentielle nulle.) 
d) Déduire de c) que HZ(g, M) = O pour tout g-module M de dimension finie sur k. (Montrer que toute 
forme bilinéaire invariante sur g est symétrique, en se ramenant au cas où g est simple et k algébriquement 
clos.) * 

1) Soient k un anneau commutatif, A une k-algèbre associative et unifère, M un (A, A)-bimodule. On 
appelle extension de A par M la donnée d'une k-algèbre B associative et unifère et d'une suite exacte de 
k-modules 

oùp est un homomorphisme d'algèbres et où 

i(p(b) m) = bi(m) et i(mp(b)) = i(m) b pour b E B , m E M 

Deux extensions O -t M B 4 A + O et O + M B' 6 A + O sont dites équivalentes s'il existe un 
homomorphism d'algèbres u : B + B' tel que p' o u = p et u o i = u' ; l'homomorphisme u est alors 
bijectif. 
u) On suppose que la suite exacte de k-modules O + M B ". A -. O est scindée; soit s : A + B une 
section k-linéaire de p. Montrer qu'il existe un élément f E CZ(A, M) (X, p. 195, exercice 26, b)) tel que 
s(a) s(a') - s(aal) = i(f(a, a')) pour a, a' E A. Montrer que f est un 2-cocyle et que sa classe dans 
H2(A, M) est indépendante du choix de s ;  on la note ~ ( 8 ) .  



b) Soit Ex, (A, M) l'ensemble des classes d'équivalence d'extensions de A par M qui sont triviales comme 
extensions de k-modules. Montrer que c définit une bijection de Ex, (A, M) sur H2(A, M). 

c) Soient 8 : O + M = B o* A + O et 8' : O + M 5 B 2 A + O deux extensions de A par M. On note 
C la sous-algèbre de B x B' formée des éléments (b, b') tels que p(b) = p'(bl), c l'idéal de C formé des 
éléments (i(m), - il(m)) pour m E M, B" l'algèbre C/c, a : C + B l'homomorphisme de passage au 
quotient. Soient i" : M -t B et p" : B" + A les homomorphismes tels que i"(m) = a((m, O)) pour m E M 
et pu a((b, b')) = p(b) pour b E B, b' E B'. Montrer que la suite O + M + Bu + A + O est une extension 
de A par M, appelée extension somme de (8)  et (1'), et que l'on définit ainsi une loi de groupe commu- 
tatif sur l'ensemble des classes d'équivalence d'extensions de A par M. En particulier, l'ensemble Ex,(A, M) 
est muni ainsi d'une structure de groupe, et l'application c est un isomorphisme de groupes. 
2) On suppose que la k-algèbre A admet une augmentation a : A + k (X, p. 196, exercice 27) et que, de 
plus, A est un k-module projectif. On note 1 le noyau de a. Soit M un A-module a gauche. 

a)  Soit ( 8 )  : O + M,,, 4 B -6 A -t O une extension de A par le (A, A)-bimodule M,,, (X, p. 196, exer- 
cice27) ; on n o t e z  gdéa l  de B formé des éléments b E B tels quep(b) E 1. On a i(m) b = O pour m E M  et 
b E 8, de sorte que B est muni d'une structure de A-module à gauche telle que p(P) b = Pb pour (3 E B, 
b E B. Montrer qu'il existe une suite exacte de A-modules O + M + B + 1 + O ; on note O(&) la classe de 
cette suite exacte dans Exti  (1, M). 
b) Montrer que 0 définit une application de Ex, (A, M,,) dans Exti  (1, M). Démontrer la commutativrté 
du diagramme : 

où 6 est l'homomorphisme de liaison déduit de la suite exacte O + 1 +,A S k + O, et où cp est l'isomor- 
phisme obtenu en calculant à l'aide de la résolution standard (X, p. 196, exercice 27, b)). En déduire que 0 
est un isomorphisme de groupes. 
3) Soient G un groupe, A l'algèbre Z'G', j : G + A l'injection canonique. On munit A de l'augmentation 
a : A -, Z définie par x(e,) = 1 pour tout g E G. Soit M un A-module a gauche. 

a) Soit O + M(,, A B 4 A + O une extension de A par le (A, A)-bimodule M(,, (X, p. 196, exercice 27). 
On note r le sous-ensemble de B formé des éléments b de B tels quep(b) E j(G). Montrer que T, muni de 
la multiplication induite par celle de B, est un groupe, extension de G par le G-module M. 
b) La construction précédente définit une application de Ex, (A, M(,,) dans Ex (G, M) (l'III, 4 13). 
Montrer que le diagramme 

r + 
HZ (A, Mi*) 2 H Z  (G, M) 

est commutatif. 
* 4) Soient g une k-algèbre de Lie, M un g-module. Une extension de g par M est une suite exacte de 
k-modules O + M 4 t) 5 g + O où I) est une k-algèbre de Lie, p un homomorphisme d'algèbres de Lie, 
et où i(p(H)m) = [H, i(m)] pour H E t), m E M. Deux extensions 

sont dites équivalentes s'il existe un homomorphisme u : t) + I)' tel que p '  0 u = p,  u o i = i'. On note 
Liex (g, M) l'ensembledes classes d'équivalence d'extensions de g par M. On suppose que g est un k-module 
libre. 
a)  Soit (8') : O + M t) -4 g -+ O une extension de g par M ; on choisit une section k-linéaire s : g -, t) 
dep. On définit un élément f E C2(a, M) (X, p. 196, exercice 28, b)) en posant 

Montrer que f est un 2-cocycle et que sa classe dans H2(g, M) ne dépend pas du choix des ; on la note 8(&). 
h )  Montrer que 0 définit une bijection de Liex (g, M) sur H2(g, M). Décrire directement la structure de 
groupe sur Liex (g, M) obtenue par transport par y. 
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c )  Soient U l'algèbre enveloppante de g, M,,, le (U, U)-bimodule associé à M à l'aide de l'augmentation 

n : U + k (X, p. 196, exercice 27). Soit O + M,, + B 4 U + O une extension de U par M(,, (exercice 1) ; 
on note b l'ensemble des éléments b de B tels que p(b) E j(g). 
Montrer que b est une k-algèbre de Lie, extension de g par M. Cette construction définit une application 
h : Ex, (U, M(,,) + Liex (g, M). Montrer que le diagramme 

(où cp2 est l'isomorphisme défini en X, p. 196, exercice 27) est commutatif. En déduire que h est un isomor- 
phisme. , 

5 )  Soient G, F deux groupes. 
a) Pour toute extension 8 : F -+ E -+ G de G par F (1, p. 62), l'opération de E sur F par automorphismes 
intérieurs définit un homomorphisme E -t Aut (F), d'où par passage au quotient un homomorphisme 
de groupes 8 : G + Aut (F)/Int (F), appelé homomorphisme associé a l'extension 8. Deux extensions 
isomorphes de G par F ont même homomorphisme associé. 
b) On considère inversement un homomorphisme de groupes 8 : G + Aut (F)/lnt (F). Notons 

p : Aut (F) -, Aut (F)/lnt (F) 

l'application de passage au quotient. On choisit une application o de G dans Aut (F) telle quep o o = 8, 
et une application f de G x G dans F telle que o(x) o(y) (o(xy))- ' = Int (f (x, y)) pour x, y E G ; on pose 
C(X, y,  Z) = O(X) (f(y,  2)) f (x, yz).(f(xy, z))-l.(f(x, y))-l. Montrer que c(x, y, z) appartient au centre 
Z de F.  
c) On considère Z comme un G-module en posant g.z = o(y) (z) pour y E G,  z E Z ; cette définition est 
indépendante du choix de o. L'application c définit un élément de C3(G, Z) ; montrer que c est un 3- 
cocycle, et que sa classe dans H3(G, Z) est indépendante des choix de o et de J On la note w(G, F, 8). 
d) Montrer que la nullité de w(G, F, 8) est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une 
extension de G par F ayant pour homomorphisme associé 8 (si o(G, F, 8) = O, montrer que l'on peut 
choisir f de façon que le cocycle c soit nul, puis définir une loi de groupe sur G x F). 
e)  On suppose w(G, F ,  8) = O. Montrer que l'ensemble des classes d'isomorphisme d'extensions de G par 
F, d'homomorphisme associé 8, est un ensemble principal homogène sous le groupe H2(G, Z). 
,f') Soient H un groupe, M un Z'H)-module, x un élément de H3(H, M). Montrer qu'il existe un groupe E 
de centre M et un homomorphisme cp : H -t Aut (E)/Int (E), induisant sur M la structure de H-module 
donnée, tels que w(H, E, cp) = x (prendre E = M x L, où L est le groupe libre construit sur H x H). 

6) Soient M un A-module à droite, N un A-module à gauche. Pour n 2 O, on note YJM, N) l'ensemble des 
triplets (P, p, q), où P est un complexe de A-modules libres de type fini, tel que Pr = O pour r < O et r > n, 
et où p : P + N et q : P* + M(n) sont des morphismes de A-complexes (on désigne par P* le complexe 
Homgr, (P, A)). On dit que deux éléments (P, p ,  q) et (P1,p', q') de T,(M, N) sont liis s'il existe un mor- 
phisme u : P + P' tel quep  = p '  o u et q' = q o 'u ; on note T,(M, N) le quotient de F,(M, N) par la rela- 
tion d'équivalence la plus fine pour laquelle deux éléments liés sont équivalents (cJ II, p. 52, exercice 9). 
a) Montrer que T,(M, N) s'identifie a T o r t  (M, N). 

b) Soit (8) : O + M' M nt M" + O une suite exacte de A-modules à droite. Décrire l'homomorphisme 
de liaison 8 : T,(M", N) + T,- ,(Mt, N) déduit de a(&, N) a b i d e  des idzntifications précédentes. 

(Si (P,p, q) E Y,(M", N), montrer que l'on a d(P, p, q) = (P, p, 3, où P est le complexe obtenu en rem- 
plaçant P, par O dans P,  jT est le morphisme déduit d e p  et (#-' : Pn-, + M' est égal a un- ', u étant un 
morphisme de P* dans le complexe (Con (1))  (n) tel que 7c O un = q".) 

7) Soient A' une k-algèbre (associative et unifère) et B = A O, A'. 
a) Soient M un A-module à gauche, Q un A-module à droite, M' un A'-module à gauche, Q' un A'-module 
à droite. Soit (P, p) (resp. (P', p'), resp. (R, r)) une résolution projective du A-module M (resp. du A'- 
module M', resp. du B-module M @, M'). Montrer qu'il existe un morphisme de B-complexes 



unique à homotopie près, tel que r O u = p p'. Définir à l'aide de u un k-homomorphisme gradué de 
degré zéro 

T : T O P  (Q, M) O ,  TorA' (QI, M') + TorB (Q O,  Q', M O ,  M') . 
Montrer que T ne dépend pas du choix des résolutions P, P', R et du morphisme u. Si a E To+ (Q, M) et 
a '  E TorA' (Q', M'), on pose T(a O a') = a T a'. 
b) On suppose de plus que les k-modules A et A' sontprojectifs et que l'on a Tor: (M, M') = O pour n > 0. 
Montrer que P O,  P i  est alors une résolution projective du B-module M 0, M' ; en déduire, pour tout A- 
module N et tout A'-module N', un k-homomorphisme gradué de degré zéro 

v : Ext, (M, N) O, Ext, (M', N') + Ext, (M O,  M', N O ,  N') 

Montrer que v est indépendant du choix des résolutions P et P'. Si b E Ext, (M, N) et b' E Ext,. (M', N'), 
on note v (b O b') = b v b'. 
c) Soient A" une troisième k-algèbre (associative et unifére), M" et N des A-modules à gauche, Q un 
A-module à droite. On identifie les k-algèbres A O ,  (A' 8, A") et (A 8, A') O,  A", ainsi que les k-modules 
M O ,  (M' O ,  Mt') et (M O ,  M') O,  M", N O ,  (N' 0, N") et (N O ,  Nt)  O k N n ,  Q O, (Q' €9, Q") et 
(Q O ,  Q') O ,  Q". Démontrer les formules 

a T (a' T a") = (a T a') T a" pour a E TorA (Q, M) , a '  E Torx (Q', M') , 
a" E TorA" (Q", M") 

b v (b' v b )  = (b v b') v b pour b E ExtA (Mi N) , b' E ExtA (Ml, N') , 
b" E ExtA.. (M", N") . 

d )  Soient o : TorA@kA'(Q O, QI, M 8, Mt) + TorA' @ k A ( ~ '  O,  Q, Ml 0, M) et 

T : ExtABkA' (M O ,  MI, N O,  NI) -+ ExtNBkA (MI O,  M, Nt  O,  N) 

les isomorphismes déduits des isomorphismes de commutation 
A @ , A f - + A '  @ , A ,  M O k M 1 - t M ' @ , M ,  N O k N f + N ' O k N ,  Q @ , Q ' + Q r O k Q .  

Démontrer les formules 

o(a T a') = ( -  I)Pq a '  T a pour a E TOI$ (Q, M) , a '  E Tort '  (Q', M') 

r(b v b') = (- l)Pq b' v b pour b E Exti  (M, N) , b' E Ext;. (Mt, N t ) .  

e )  Soit (8 )  : O + M, -+ M l  + Mo + Oune suite exacte de A-modules, telle que la suite 

(8 M') : O + MÎ Bk M' -+ M I  8, M' + Mo Mt + O 

soit exacte. On note 6 (resp. A) l'homomorphisme de liaison d(Q, 8) (resp. d(Q 8, Q', C 8 M')). Montrer 
que l'on a (6a) T a' = A(a T a') pour a E TorA (Q, Mo), a '  E TorA (QI, M'). Démontrer les formules 
analogues pour le produit v . 
f )  Si k est un corps, montrer que T est un isomorphisme de k-modules gradués ; il en est de même de v 
si de plus A et A' sont noethériens à gauche et si le A-module M et le A'-module M' sont de type fini. 
y) Si on identifie les modules Tor t  (Q, M) aux ensembles T,(Q, M) définis dans l'exercice 6 ,  démontrer la 
formule (P, P, q) T (P', P', q') = (P O ,  Pt, P O P', q O q'). 

8) On garde les notations de l'exercice 7 ; on suppose que les k-modules A et A' sont projectifs. 
a) On suppose que l'on a To$ (M, M') = O pour i > O. Montrer que l'application b H b v 1,. définit 
un k-homomorphisme gradué de degré zéro de Ext, (M, N) dans Ext, (M 6, Mt,  N O,  Mt), qui induit 
en degré zéro l'homomorphisme canonique b w b O lW. 
b) On suppose que le k-module M' est plat. Soit 

une suite exacte de A-modules, de classe b E Ext;; (M, N). Montrer que la suite exacte de B-modules 

O + N O , M ' + R , O k M ' - + ~ ~ ~ ~ R I Q k M ' + M  O k M 1 + O  

apour classe b v 1,. dansExt",M O ,  M', N 8, N'). 
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c) On suppose que les k-modules M, Mt, N, N'  sont plats. Montrer que l'on a : 

pour b E Ext; (M, N), b' E ExtA. (Mt, N'). 

9) On suppose l'anneau A commutatif. Soient B, C deux A-algèbres associatives et unifères; on note 

m~ : B BA B + B la multiplication de B, et m, la multiplication de C .  

a) Montrer que l'homomorphisme 

Tor (m,, m,) O T : TorA (B, C) QA TorA (B, C) + TorA (B, C) 

(c$ exercice 7) définit sur TorA (B, C) une structure de A-algèbre graduée, associative et unifère. 
h) Soient S une A-algèbre différentielle graduée et p : S, + B un homomorphisme de A-algèbres tels que 
(S, p) soit une résolution libre de B (cf. X, p. 183, exercice 18). Montrer que l'isomorphisme 

Ji@, C) : TorA (B, C) + H(S QA C) 

est un isomorphisme de A-algèbres si l'on munit H(S Q, C) de la structure d'algèbre déduite de la structure 
d'algèbredifférentielle graduée de S O, C (X, p. 183,exercice 18, b) etc)). 
c) Si les A-algèbres B et C sont commutatives, démontrer que l'algèbre graduée TorA (B, C) est alternée 
(c$ X, p. 183, exercice 19). 
10) Soit B une k-bigèbre ( I I I ,  p. 148), que l'on considère comme une k-algèbre augmentée (X, p. 196, 
exercice 27) par la coünité B : B + k ;  on suppose que le k-module B est projectif. 
a)  Soient M, N deux B-modules à gauche. L'homomorphisme v de l'exercice 7 s'identifie a un homo- 
morphisme gradué de degré zéro 

par composition avec l'homomorphisme déduit de la comultiplication, en déduire un homomorphisme 
gradué de degré zéro u : H'(B, y ; M) Q, H'(B, y ; N) + H'(B, y ; M Q, N). 
b) Soit C une k-algèbre associative et unifère, que l'on munit de la structure de B-module déduite de y. 
Montrer que l'homomorphisme v définit sur H'(B, y ; C) une structure de k-algèbre graduée associative 
et unifère; si C est commutative et si la bigèbre B est cocommutative, l'algèbre H'(B, y ; C) est anticommu- 
tative. 
c) On prend C = k.  Montrer que le produit v coincide avec le produit de composition sur Ext,(k, k). 
d) Soient G un groupe, M et N deux Z(G)-modules. On munit M O z  N de la structure de Z(G)-module 
définie par g(x O y) = gx O gy pour g E G, x E M, y E N .  Montrer que l'application 

est I'homomorphisme induit sur l'homologie par l'homomorphisme gradué de degré zéro 

(Utiliser l'exercice 5, p. 185.) 

11) On suppose que la bigèbre B admet une inversion i (cf. III, p. 198, exercice 4). Soient M et N des 
B-modules. Le k-module M O ,  N (resp. Hom,(M, N)) a une structure naturelle de B 8, B-module (resp. 
B Bk B"-module); on le munit de la structure de B-module déduit de I'homomorphisme c (resp. 
( lB  O 0 0  c). 
a) Montrer que l'homomorphisme u (exercice 10) définit un homomorphisme gradué de degré zéro 

U : H'(h y ; Hom, (M, N)) O, H'(B, y ; M) -, H'(B, y ; N) 

b) Soit O + M -, R, + ... + R, + k -+ O une suite exacte de B-modules, avec Ri projectif (1 < i < n) ; 
soit 0 sa classe dans Ext; (k, M) = Hn(B, y ; M). Montrer que pour p 1, l'application x H x v 0 
est un k-isomorphisme de Hp(B, y ; Hom, (M, N)) sur Hp+"(B, y ; N). 



(Démontrer que cette application se factorise en 

HP(B, y ; Hom, (M, N)) + Ext$ (M, N) 5 Ext;'" (k, N) .) 

c) Soient G u w o u p e ,  N un ~ G ' - m o d u l e .  Soit F u n  groupe_libr-p : F -. G un homomorphisme surjectif, 
R=Ker  (p ) ,  R =  R/(R, R), F = F / ( R ,  R). L'extension R-t F + G définit une classe E E H2(G, E) ; 
démontrer que l'application x H x u E de HP(G, Hom, (R, N)) dans HP+'(G, N) est un isomorphisme 
pour p 2 1 (utiliser l'exercice 3, d), p. 179). 

ii 8 

1) Soient u : A -t B un homomorphisme d'anneaux, M un B-module. Démontrer l'inégalité 

(Raisonner par récurrence sur dpB(M) ou utiliser la suite spectrale de l'exercice 6, p. 188.) 
2) On suppose l'anneau A ncethérien ; soit M un A-module de type h i ,  de dimension projective n. Mon- 
trer que le k-module ExtA (M, A) est non nul. 
3) Soit n un entier 2 1. Montrer que dh(M.(A)) = dh(A) (cf: VIII, 6 4). 
4) Soit M un A-module. On appelle dimension injective de M, et on note diA(M), la borne inférieure dans - 
Z des longueurs des résolutions injectives de M. 

Sin est un entier 2 O, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) di,(M) b n ; 
p) Ext; (N, M) = O pour tout A-module N et tout entier r > n ; 
y) Ext;+' (N,  M) = O pour tout A-module N ; 
6) Ext;' ' (N, M) = O pour tout A-module monogène N ; 
E) pour toute suite exacte O -t M + Io + ... + In-'  -t N + O, où les 1, sont injectifs, N est injectif. 

5) Soit (M,), , une famille de A-modules. 
u) Montrer que d i , (n  M,) = sup diA(M,). 

~ E E  i s E  
6). Si A est nœthérien, montrer que diA(@ Mi) = sup di,(M,). 

[ S E  ~ E E  
c) Si diA(@ Mi) = sup diA(Mi) pour toute famille (Mi),,, de A-modules, A est nœthérien (utiliser 

i G E  i e E 

l'exercice 21, p. 170). 
6) Soit 1 l'ensemble des idéaux à gauche de A. Montrer que dh(A) = sup dpA(A/a). 

a s 1  

7) Soit M un A-module. On appelle dimension plate de M, et on note dpl, (M), la borne inférieure dans 
Z des longueurs des résolutions plates de M.  
a)  Sin est un entier 2 O, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) dpl, (M) b n. 
p) Tor: (N, M) = O pour tout A-module a droite N et tout entier r r n. 
y) Tort+ , (N, M) = O pour tout A-module a droite N. 
6) Tor:+ , (N, M) = O pour tout A-module à droite monogène N. 
E) Pour toute suite exacte O -t K + P,-, + ... + Po -t M + O où les P, sont plats, K est plat. 

b) Montrer que l'on a dplA(M) < dpA(M) ; il y a égalité si A est nœthérien et M de type fini. 
c) Soient (N,),,, un système inductif de A-modules et N sa limite inductive. Démontrer l'inégalité 

8) On appelle tor-dimension de A et on note td(A) la borne supérieure dans 2 de l'ensemble des entiers n 
pour lesquels il existe un A-module a gauche N et un A-module a droite M tels que Tor t  (M, N) # O. 
a) Soit n un entier 2 O. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) td(A) < n. 
p) Pour tout A-module M, on a dpl, (M) 6 n (exercice 7). 
y) Pour tout A-module monogene M, on a dpl, (M) 6 n. 

h )  Montrer que l'on a td(A) = td(Ao) et td(A) G dh(A); l'égalité a lieu si A est nœthèrien à gauche. 
9) a)  Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) Tout idéal (à gauche) de type fini de A est un A-module projectif. 
p) Tout sous-module de type fini d'un A-module projectif est projectif. 
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y) On a td (A) < 1 (exercice 8), et l'anneau A est cohérent (X, p. 181, exercice 11). 
6) Pour tout ensemble 1, tout sous-module de A' est plat. 

h) On suppose que l'anneau A vérifie les conditions équivalentes de a). Démontrer que tout A-module 
projectif est isomorphe à une somme directe d'idéaux de type fini de A. (Traiter d'abord le cas d'un module 
de type fini ; traiter ensuite par récurrence le cas d'un module admettant une famille dénombrable de 
genérateurs, en observant que tout élément d'un A-module projectif P est contenu dans un facteur direct 
de type fini de P. Déduire le cas général du théorème de Kaplansky (1 1, p. 183, exercice 2).) 
10) On suppose A intègre ; soit K son corps des fractions. On dit qu'un idéal a de A est inversible s'il existe 
desélémentsx,, ..., x, d e K t e l s q u e x i a  c A p o u r  1 d i 6 n e t x x ,  a = A. 

a)  Montrer que tout idéal inversible est de type fini. 
h) Montrer qu'un idéal non nul de A est un A-module projectif si et seulement s'il est inversible. 
c) Soit a un idéal inversible de A, D un A-module divisible. Démontrer que ExtA (A/a, D) = O pour i à 1. 
11) a) On suppose l'anneau A intègre. Montrer que les conditions a) a 6) de I'exercice 9 sont encore équi- 
valentes aux conditions suivantes : 

E )  Tout A-module de type fini sans torsion est projectif. 
6 )  Tout A-module sans torsion est plat. 
11) Tout sous-module d'un A-module plat est plat. 
(Utiliser I'exercice 13, p. 169.) 
Un anneau intègre vérifiant ces conditions est ditprüfirien. 

h) Soit B un anneau intègre, réunion d'une famille filtrante croissante de sous-anneaux prüfénens. 
Montrer que B est prüférien. 
* c) Montrer que l'anneau des entiers algébriques est prüférien. , 
12) On suppose l'anneau A intègre. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) dh(A) < 1. 
p) Tout A-module divisible est injectif. 
y) L'anneau A est prüférien (exercice I l )  et nœthérien. 

(Pour montrer que a) entraîne B), utiliser l'exercice 10.) 
On dit alors que A est un anneau de Dedekind. 

13) On suppose A nœthérien à gauche et à droite. Montrer que les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

CI) dh(A) 9 2. 
p) Pour tous entiers p, q et toute application A-linéaire u : AP + AU, le noyau de u est un A-module 

projectif. 
y) Le dual de tout A-module de type fini est projectif. 

14) Soit x un élément de A simplijîable à gauche. 
a)  Montrer que l'idéal xA est bilatère si et seulement s'il existe un endomorphisme o de l'anneau A tel que 
ax = xo(a) pour tout a E A. 
h) On suppose désormais vérifiées les conditions de a). Soit M un A-module tel que xM = O. Démontrer 
l'égalité dp,(M) = dp,,,,(M) + 1 (on pourra utiliser la suite spectrale de l'exercice 6, d), p. 188). 
c) On suppose que x appartient au radical de A, et que A est nœthérien. Soit N un A-module de type fini, 
tel que l'homothétie de rapport x soit injective dans N. Montrer que l'on a dpA(N) = dpAIA,(N/xN). 
d) Sous les conditions de c), montrer que l'on a dh(A) = dh(A1Ax) + 1. 
15) Soit o un automorphisme de l'anneau A. 
a) On note A,[X] l'anneau défini en VII 1, $ 1, no 3. Montrer que 

(L'inégalité dh(A,[X]) 2 dh(A) + 1 résulte de I'exercice 14, 6 ) ;  pour l'inégalité opposée, s'inspirer 
de la démonstration de X, p. 142, lemme 3, a).) 
h) On note A,[[X]] l'anneau défini dans IV, $ 4, exercice 8. Montrer que si A est nœthérien, on a 
dh(A,C[X]]) = dh(A) + 1 (utiliser l'exercice 14). 
16) Soient A un anneau local nœthérien à droite et à gauche, m son idéal maximal ; on note k, (resp. k,) le 
A-module à gauche (resp. à droite) A/m. Soient M un A-module à gauche de type fini et n un entier. 
u)  Montrer que l'on a dpA(M) < n si et seulement si Tor;+ , (k,, M) = O (utiliser l'exercice 4, p. 185). 
h) Montrer que l'on a dh(A) = dp,(k,); pour que dh(A) < n, il faut et il suffit que l'on ait 



c) Soit x un élément du centre de A, appartenant à m, tel que l'homothétie de rapport x dans M soit 
injective. Montrer que l'on a dpA(M/xM) = dpA(M) + 1 (cf. aussi exercice 14). 
17) Soient M un A-module, 1 un ensemble bien ordonné, (M,),,, une famille croissante de sous-modules 
de M, telle que M = U M,. On pose M; = U Mp pour cc E 1. 

% e l  P C u  

a) Démontrer l'inégalité dpA(M) $ sup dpA(M,/M;). 
I E I  

b) On suppose qu'il existe un entier n tel quedpA(Mb) < n pour tout a E 1. Montrer que l'on a 

18) a) Soient (M,),, , un système inductif de A-modules relatif à un ensemble 1 dénombrable, M sa limite, 
n un entier à O. Montrer que si dp,(M,) < n pour tout cc E 1, on a dpA(M) $ n + 1 (se ramener au cas 
n = O et I = N, puis écrire une suite exacte O -t @ M n  -+ @ Mn -+ M -+ O). 

n 

b) Soit P un A-module plat admettant une présentation A@' -+ A(T' -+ P -+ 0, où l'ensemble S est dénom- 
brable. Déduire de a)  que l'on a dpA(P) < 1 .  
c) On suppose que tout idéal à gauche de l'anneau A est engendré par un ensemble dénombrable d'élé- 
ments. Démontrer que l'on a dpA(M) Q dplA(M) + I pour tout A-module M engendré par une famille 
dénombrable d'éléments. En déduire les inégalités dh(A) $ td(A) + 1 et 1 dh(A) - dh(Ao) / < 1. (Uti- 
liser l'exercice 12, p. 181, l'exercice 8, p. 202, ainsi que b).) 
q 19) a)  Soient n un entier à O, (Mx),. , un système inductif de A-modules, M sa limite. On suppose que 
Card (1) < K, (E, III, p. 87, exercice 10) et qu'il existe un entier r tel que dpA(M,) < r pour tout a E 1. 
Montrer que l'on a dpA(M) 6 r + n + 1 (raisonner par récurrence sur n, en utilisant l'exercice 18, a) 
et l'exercice 17). 
b) On suppose que tout idéal a gauche de A est engendré par une famille d'éléments de.cardina1 < K,. 
Démontrer que l'on a dpA(M) d dpl, (M) + n + 1 pour tout A-module M engendre par une famille 
d'éléments de cardinal d Un. En déduire les inégalités 

q 20) Soient R un anneau principal, K son corps de fractions. On note B le sous-anneau de M,(K) formé 

des matrices ( z  :) aveca E R, x,y E K, 

a)  ~ o n t r e ;  que B est nœthérien à gauche mais pas nœthérien à droite. 
b) Montrer que dh(B) = 1 et dh(Bo) = 2. 

q 2 1 )  Soit r le radical de A. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
cc) A/r est semi-simple, et pour toute suite (a,),, , d'éléments der ,  il existe un entier n tel quea,  ... a, =O. 
fi) Tout A-module admet une couverture projective. 
y) Pour tout A-module M, on a dpl, (M) = dpA(M) (X, p. 202, exercice 7). 
6) Pour tout système inductif (M,, fpu),El de A-modules, on a : 

E )  Tout A-module plat est projectif. 
cp) Toute suite décroissante d'idéaux a droite monogènes de A est stationnaire. 
(Pour l'équivalence de a )  et P), cf. Vlll,  Ij 8, exercice 26. Pour montrer que P) entraîne y), remarquer 

que M admet une résolution projective minimale P et que P,/rP, est isomorphe a Tor t  (A/r, M). Pour 
prouver E )  =>cp), soit (ln),> une suite décroissante d'idéaux a droite monogènes, de sorte que 

1, = a l  ... a n A ,  avec a , E A  

Dans le module libre A(", considérer les sous-modules Np engendrés par e ,  - a ,  e,, ..., e, - a, e ,,,. 
Déduire de 8 )  que N = U Np est facteur direct dans A(N) ; en conclure que I n + ,  = 1, pour n assez grand. 

P 

Pour l'implication cp) * a), utiliser V111, 8 9, exercice 12.) 

22) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) Tout A-module de présentation finie et de dimension projective finie est projectif. 
p) Tout A-homomorphisme injectif AP -+ A4 admet une rétraction. 
y) Pour tout idéal à droite de type fini a  distinct de A, il existe un élément x  non nul de A tel que x a  =O. 
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6) Tout A-module à droite simple et de présentation finie est isomorphe à un idéal à droite (minimal) 
de A. 

(Observer que la condition y) équivaut à la condition P) dans le casp = 1 .) 
23) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
cc) Tout A-module de dimension projective finie est projectif. 
p) L'anneau A vérifie les conditions équivalentes de l'exercice 21, et pour tout idéal à droite de type 
fini a distinct de A, il existe un élément x f O de A tel que xa = 0. 
y) L'anneau A vérifie les conditions équivalentes de l'exercice 21, et tout A-module simple est quo- 
tient d'un A-module injectif. 
(Montrer que a )  entraîne que toute suite décroissante d'idéaux à droite monogènes de A est stationnaire 

en adaptant la démonstration de l'exercice 21. Déduire alors de l'exercice 22 l'équivalence de a )  et B). 
Pour voir que a)  entraîne y), considérer une couverture projective P du module simple M, un module 
injectif 1 contenant P et une couverture projective Q de 1 ; définir un A-homomorphisme de Q dans P, 
et en déduire une surjection de 1 dans M. Pour montrer que y) entraîne a), montrer qu'un A-module M 
tel que dpA(M) < 1 est projectif en considérant une couverture projective p : P + M et une surjection 
de Kerp  sur un module simple.) 

24) On note dhf (A) (resp. dif (A), resp. tdf (A)) la borne supérieure des dimensions projectives (resp. 
injectives, resp. plates) des A-modules pour lesquels cette dimension est finie. Si A est de dimension homo- 
logique finie, on a dhf(A) = dif(A) = dh(A) et tdf(A) = td(A). Si td(A) < co, on a tdf(A) = td(A). 
a) Montrer que l'on a tdf (A) < dif (A") ; il y a égalité si A est noethérien a gauche (utiliser X, p. 189, 
exercice 3). 
b) On suppose A nœthérien à gauche. Montrer que l'on a dhf(A) < diA(A,). Si diA(A,) et dif(A) sont 
finies, montrer qu'elles sont égales (utiliser l'exercice 2, p. 202). 
c) Soient G un groupe fini non réduit a l'élément neutre, A l'anneau Z'G). Montrer que l'on a 

dh(A) = + cc , dhf (A) = dif (A) = tdf (A) = 1 , diA(A,) = + cc 
(-f. exercice 20, p. 193). 
d )  On suppose l'anneau A auto-injectif(cf. X, p. 171, exercice 26), non semi-simple. Montrer que tout 
A-module non projectif est de dimension projective et de dimension injective infinies. En déduire que 
l'on a dh(A) = + w, dhf(A) = dif(A) = tdf(A) = diA(A,) = 0. 

25) On note Ae la k-algèbre A @, A ' ,  et on considére A comme un A'-module a gauche. On pose 

Si n est un entier 3 0, l'inégalité dak(A) < n est donc équivalente à la nullité de Hn+'(A, M) pour tout 
(A, A)-bimodule M (X, p. 195, exercice 26). On a dak(A) = dak(Ao). 
a) Montrer que l'on a dak(M,(k)) = O et da,(k[X,, ..., X,]) = n pour tout n 3 0. 
b) Si k est un corps, on a dak(A) = O si et seulement si la k-algèbre A est absolument semi-simple (cf. VIII, 
5 11, no 3, th. 2). 
c) Soit M un k-module libre. Démontrer que l'on a dak(Tk(M)) = 1 (si (ei)i., est une base de M, prouver 
que les éléments (ei Q 1 - 1 @ ei) forment une base de l'idéal à gauche de A' noyau de la multiplication 
A @k A -+ A, avec A = Tk(M)). 
d)  On suppose désormais le k-module Aprojectif. Soit p : k + k'un homomorphisme d'anneaux commu- 
tatifs ; montrer que l'on a dak,(A @, k') < dak(A). Si p est injectif et si p(k) est facteur direct du k-module 
k', on a égalité (utiliser X, p. 195, exercice 26, c)). 
e) Soit B une seconde k-algèbre (associative et unifère), projective sur k. Montrer que 

Si de plus k est un corps et A et B sont de dimension finie sur k, il y a égalité (utiliser X, p. 195, exer- 
cice 26, d)). 
f) On suppose que k est un corps. Démontrer les inégalités dh(A) < dak(A) et dh(A0) < dak(A) (cf. X, 
p. 196, exercice 26, e)). 
26) Soit A une k-algèbre augmentée (X, p. 196, exercice 27) ; on suppose qu'il existe un homomorphisme 
p : A + A' qui vérifie les conditions de X, p. 196, exercice 27, c). Montrer que dak(A) = dpA(k); si de 
plus k est un corps, on a dak(A) = dpA(k) = dh(A) = dh(AS). (Utiliser l'exercice 27, 6) et c), p. 196, 
et l'exercice 26, e), p. 196.) En particulier, si V est un k-espace vectoriel non nul, on a dh Tk(V) = 1 .  



* 27) On suppose que k est un corps. Soient 0 une algèbre de Lie sur k, de dimension n, U son algèbre 
enveloppante. Montrer que dhU = n. (Utiliser l'exercice 26, l'exercice 27, d), p. 196, et l'exercice 28, c), 
p. 197.) , 
T 2 8 )  Soit G un groupe. On appelle dimension cohomologique de G, et on note dc(G), la dimension pro- 
jective du Z(G'-module Z. Si n est un entier, on a donc dc(G) < n si et seulement si Hg(G, M)=O pour 
tout Z'G)-module M et tout q > n. 
a) Démontrer que l'on a da,(ZiG)) = dc(G) (utiliser l'exercice 26 et l'exercice 27, d), p. 196). 
b) Si G est un groupe libre non réduit à l'élément neutre, on a dc(G) = 1. 
c) Soit H un sous-groupe de G ;  démontrer l'inégalité dc(H) < dc(G). Si dc(G) < cc et si H est d'in- 
dice fini dans G, montrer que dc(H) = dc(G) (montrer que pour q = dc(G), l'homomorphisme 

de l'exercice 14, p. 191, est surjectif). 
d)  Montrer que la dimension cohomologique d'un groupe fini non réduit a l'élément neutre est infinie. 
En déduire que si dc(G) < co, tout élément de G distinct de l'élément neutre est d'ordre infini (on dit 
alors que G est sans torsion). 
e )  Si G est sans torsion et si H est un sous-groupe d'indice fini de G, montrer que l'on a dc(H) = dc(G). 
(Si (P,p),est une résolution projective du Z(H)-module Z et si (G : H) = n, définir sur le Z(H)-module 
gradué Tl(P) une structure de ZiG)-complexe de façon que (T;(P), p@") soit une résolution projective du 
ZiG)-module Z.) 
f )  Si H est un sous-groupe distingué de G, montrer que l'on a 

Ç; 9 

1 )  Soient A un anneau, L un A-module, K le complexe S(L) O, A(L) (X, p. 151, exemple 1). 
a)  Montrer qu'il existe un endomorphisme A-linéaire s de K, gradué de degré zéro, tel que 

ds(x) + sd(x) = (p + q) x 

pour tous entiers p, q 2 O et tout x E SP L O, A". 
b) On suppose que A est une Q-algèbre. Montrer que K définit une résolution du A-module A. 
2) Soient A un anneau, u : L -, M un homomorphisme de A-modules. 
a)  On note E le facteur de commutation sur Z 2  défini par &(a, P) = a, Pz pour a, P E Z2, a = (a1, a2), 
P = (Pi, Pz). Montrer qu'il existe une unique (A, &)-dérivation (III, p. 118) d de l'algtbre bigraduée 
S(M) Q A  A(L), de degré (1,  - l),  telle que l'on ait d(l  O x) =u(x) Q 1 pour x E L. Montrer que d O d=O, 
de sorte que S(M) O, A(L), muni de la graduation déduite de celle de A(L) et de la différentielle d, définit 
un complexe K(u). 
b) Si M = L et u = Id,, montrer que K(u) est égal au complexe défini au no 3, p. 15 1. 
c) Soit B =  SA(M), et soit ü : B Q, L + B le B-homomorphisme déduit de u. Montrer que K(u) s'identifie 
canoniquement au complexe KB(U). 
d) Soit u' : L' + M' un second A-homomorphisme. Montrer que les complexes K(u @ u') et K(u) Q A  K(u') 
sont isomorphes. 
e) Soient f : L + L' et g : M + M' deux A-homomorphismes tels que g 0 u = u' of.  Montrer que 
l'homomorphisme S(g) @ A(f) est un morphisme de complexes de K(u) dans K(ul). En particulier, si 
ü : M + P est un A-homomorphisme tel que ü 0 u = O, on obtient un morphisme de complexes 
h : K(u) + S,(P). 

f )  On suppose que la suite O + L M 4 P + O est une suite exacte de A-modules plats. Montrer que h 
est un isomorphisme (se ramener au cas où L, M, P sont libres de type fini, et utiliser d)). En déduire pour 
tout n B 1 une suite exacte 

3) Soient n un entier, k un anneau, A = k[Xl, ..., X,]. Montrer qu'il existe pour tout A-module M un 
isomorphisme de A-modules gradués 

6, : TorA (k, M) + ExtA (k, M) (-  n) 
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tel que pour tout homomorphisme de A-modules u : M -+ N, on ait Ext (l,, u) o 6, = 6 ,  o Tor (l,, u). 
4) Soient A un anneau, L un A-module, u : L -+ A une forme linéaire. 
a)  Montrer que le complexe K(u), muni de la structure d'algèbre de A(L), est une A-algèbre différentielle 
graduée (X, p. 183, exercice 18). 
b) Soit B une A-algèbre différentielle graduée telle que Bo = A et soit f : L -+ B, un A-homomorphisme 
tel que d,  o f  = u. Montrer qu'il existe un unique morphisme de A-algèbres différentielles graduées 
F : K(u) -+ B tel que F, = 1, et F, = f. 
5) Soient A un anneau, M un A-module, x=(x, ,  ..., x,) une suite d'éléments de A, k=(k , ,  ..., k,) EN", 
xk = (xfl ,  ..., x:). Démontrer que la suite xk est M-régulière si et seulement si la suite x l'est ; dans ce cas 
le A-module M/(xk) M admet une suite de composition dont les quotients sont isomorphes à M/(x) M. 
(Raisonner par récurrence sur n.) 
6) Soit A un anneau, x = (x,, ..., x,) une suite d'éléments de A, x l'idéal xi A. Soit 

une suite exacte de A-modules. On suppose que la suite x est complètement sécante pour M et que les 
A-modules M"/(x, M" + ... + xi-, M") sont séparés pour la topologie x-adique (1 < i < n). Montrer 
que les conditions suivantes sont équivalentes : 

cl) La suite x est complètement sécante pour Mn. 
p) L'homomorphisme @ ( x r  M'lxr+ ' M') -+ @ (x' M/xr+ ' M) induit par i est injectif. 

r r 
y) L'homomorphisme M'/xM1 -+ M/xM induit par i est injectif. 

7) Soient A un anneau, M un A-module, x = (x,, ..., x,) une suite d'éléments de A. 
a) Montrer qu'il existe une suite spectrale E (X, pp. 175-1 77, exercices 14 à 17), convergeant vers H.  (x, M), 
telle que EP, = T o r t  (H,(x, A), M) (utiliser X, p. 186, exercice 8). 
b) Soit p un entier < n ;  on pose x' = (x,, ..., x,),et x" = (x,,,, ..., x,). Montrer qu'il existe une suite 
spectrale 'E, telle que 'E:, = H,(xU, H,(xl, M)), convergeant vers H .(x, M). 
8) Soient A un anneau, M un A-module, x '=  (x,, . . ., x,) et x" = (x, + ,, . . ., x,) deux suites d'éléments 
de A ; on note x la suite (x,, ..., x,), et M' le A-module M/(xl) M. 
a) Six '  est complètement sécante pour M etx" complètement sécante pour M t ,  montrer que x est complè- 
tement sécante pour M. 
b) Si les suites x et x '  sont complètement sécantes pour M, montrer que la suite x" est complètement 
sécante pour Ml. 
c) Donner un exemple d'une suite A-régulière (x, y) contenue dans le radical de A, telle que x soit complè- 
tement sécant pour A/yA, mais que y ne soit pas complètement sécant pour A. 
9 )  Soient A un anneau, M un A-module, k un entier 2 1. On dit qu'une famille x d'éléments de A est 
k-sécante pour M si on a H,(x, M) = O pour 1 < i < k. Une famille x est donc complètement sécante 
si et seulement si elle est k-sécante pour tout k 2 1. 
a) Soit O -+ M' -, M -+ M" -+ O une suite exacte de A-modules. Montrer que si la famille x est k-sécante 
pour M' et M", elle l'est pour M. 
b) Six est k-sécante pour M et si N est un A-module plat, x est k-sécante pour M O, N. 
c )  Soient a,, ..., a, des entiers > 1. Montrer qu'une suite (x,, ..., x,) est k-sécante pour M si et seule- 
ment s'il en est de même de la suite (xll, ..., xp). 
d)  Pour tout couple d'entiers k, n avec 1 < k < n, donner un exemple d'un anneau A, d'un A-module M 
et d'une suite (x,, ..., x,) d'éléments de A qui est k-sécante mais non (k + 1)-sécante pour M (utiliser X, 
p. 159, remarque 4). 
10) Soient A un anneau, M un A-module, x = (x,, ..., x,) une suite d'éléments de A, p un entier < n. 
On note x' = (x,, ..., x,), x" = (x,,,, ..., x,) et M' = M/(x') M. 
a) Soient k, k' deux entiers tels que k < k'. On suppose que la suite x' est k'-sécante pour M (exercice 9). 
Montrer que la suitex est k-sécante pour M si et seulement si la suite x" est k-sécante pour Mt .  
b) Montrer que si la suite x est 1-sécante pour M, la suite x" est 1-sécante pour M'. 

11) Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k=A/m.  Soit M un A-module non nul 
de type fini. On appelleprofondeur de M, et on note prof (M), la borne supérieure des.entiers n pour lesquels 
il existe une suite ( x , ,  ..., x,) d'élé,pems de m qui soit çomplètement sécante pour M. 
a)  Montrer que l'on a prof (M) = O si et seulement si m est associé a M (X, p. 172, exercice 28), autrement 
dit, si M contient un sous-module isomorphe a k (observer qu'un idéal contenu dans une réunion d'idéaux 
premiers est nécessairement contenu dans i'un d'eux). 



b) Montrer que prof (M) est la borne inférieure des entiers n pour lesquels Ext; (k, M) est non nul (rai- 
sonner par récurrence sur n). Si prof (M) = n, toute suite (x,, ..., x,) d'éléments de m complètement 
sécante pour M (p < n) peut être prolongée en une suite (x,, .. ., xJ dans m complètement sécante pour M. 
c) Si (x,, . . .,'x,) est une suite d'éléments de m complètement sécante pour M, montrer que 

prof (M/(x, M + ... + x, M)) = prof (M) - k 

d )  On suppose que M est de dimension projectivefinie. Démontrer l'égalité dpA(M) +prof(M) =prof(A) 
(raisonner par récurrence sur dpA(M)). 
e) Montrer que prof (A) est la borne supérieure des dimensions projectives des A-modules qui sont de 
type fini et de dimension projective finie. 
I T  12) Soient A un anneau local nœthérien, m son idéal maximal. 
a)  Montrer que si O < dh(A) < w,  il existe un élément non diviseur de zéro dans m - m2 (montrer 
comme dans l'exercice 11, a)  que m serait sinon associé a A, d'où une suite exacte 

aboutir a une contradiction en utilisant l'exercice 16, p. 203). 
b) Soit n un entier. Montrer que l'on a dh(A) = n si et seulement s'il existe une suite (x,, ..., x,) complète- 
ment sécante pour A, engendrant m (raisonner par récurrence sur n, en utilisant a) et l'exercice 14, p. 203). 

On dit qu'un anneau local est régulier s'il est nœthérien et de dimension homologique finie. 

13) Soit A un anneau local régulier (exercice 14) de dimension homologique n ; on note m son idéal 
maximal et k = Alm. 
a)  Montrer que l'on a dim, (m/m2) = n. 
b) Montrer que la k-algèbre @ (m'/mr* ') est isomorphe a une algèbre de polynômes en n indéterminées. 

r 3 O  

c) Si n = O, A est un corps. Si n = 1, montrer que A est un anneau principal * et donc un anneau de 
valuation discrète, (montrer que A est intègre en observant que m . n  m" = n mn, d'où n m" = 0). 

d) Montrer que l'anneau A[[T]] est régulier. 

14) Soient A un anneau, a un idéal de A. On considère la (A/a)-algèbre graduée alternée TorA(A/a, Aja) 
(cJ X, p. 201, exercice 9) et l'homomorphisme de (A/a)-algébres graduées 0 : he,@/a2) + T o f i  (Aja, Aja) 
déduit de l'isomorphisme a/aL -+ Torig(A/a, Aja) (X, p. 73). Montrer que si 1 idéal a est engendré par 
une suit6 complètement sécante dans A, 0 est un isomorphisme. 

15) Soient A un anneau nethérien, a un idéalcontenu dans le radical de A. On suppose que le (A/a)-module 
a/a2 est libre et que l'homomorphisme 0, : AA,,(a/a2) + TOI$ (A/a, A/a) (exercice 14) est surjectif. 
Montrer que a est engendré par une'suite complètement sécante dans A. (Si x est une famille minimale de 
générateurs de a, montrer a l'aide de l'exercice 7 (ou directement) que Coker (0,) est isomorphe a 

H1(x, A) @A A/a .) 
16) Soient A un anneau local nethérien, m son idéal maximal, k = Alm. Montrer que l'homomorphisme 
de k-algèbres graduées 8 : Ah(m/m2) + TorA(k, k) est injectif : si 0, est bijectif, l'anneau A est régulier 
(exercice 12). 

(Six est un système minimal de générateurs de m, montrer que le complexe K(x, A) vérifie les conditions 
de l'exercice 14, p. 182 ; utiliser les exercices 4 et 15.) 

17) Soit A un anneau tel que le A-module A, soit de dimension injective finie (X, p. 202, exercice 4 ;  
un anneau local rbgulier (exercice 12) satisfait cette propriété). 
a) Soit x un élément non diviseur de zéro et non inversible dans A. Montrer que l'on a 

diAiAx(A/Ax) = diA(A) - 1 . 
(Soit O + A + I o  + I I + ... une résolution injective minimale (X, p. 182, exercice 13) de A ; montrer que 
le complexe Hom, (AIAx, I ') + Hom, (AIAx, 12) + ... définit une résolution injective minimale du 
(A/Ax)-module AjAx.) 
b) On suppose désormais que l'anneau A est local noethbrien. Démontrer I'égalité di(A) = prof (A) 
(exercice 1 1 ; raisonner par récurrence sur di(A)). 
c) Soit (x,, .. ., x,) une suite complètement sécante pour A, contenue dans l'idéal maximal de A, avec 
n = di(A). Montrer que l'anneau A est auto-injectif()<, p. 171, exercice 26). 

18) Soient A un anneau nœthérien, V un ensemble stable de classes de A-modules (X, p. 40), x = (x,, . . ., x,,) 
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une suite d'éléments de A, x l'idéal engendré par x .  On note Q, l'ensemble des éléments de Q qui sont 
annulés par x. Soit M un A-module de type fini. 
a) Démontrer que pour tout i 2 O, il existe un élément Mi de Q, tel que l'on ait 

dans K(W,) (raisonner par récurrence sur n, en utilisant la prop. 4, p. 157 ; dans le cas n = 1, considérer les 
puissances successives de Sendomorphisme (x,),). 
b) On suppose que A/x est de longueur finie. Montrer qu'il existe des entiers positifs mi (i 3 O) tels que 
l'on ait long Hi(x, M) = mi + mi + ,. 
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