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Mode d’emploi de ce traité

NOUVELLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiques a leur début, et donne des démonstrations
complétes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance mathéma-
tique particuliere, mais seulement une certaine habitude du raisonnement mathéma-
tique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité est destiné plus parti-
culierement & des lecteurs possédant au moins une bonne connaissance des matiéres
enseignées dans la premiere ou les deux premiéres années de I'Université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique et procéde le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les chapitres
se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé. L’utilité¢ de cer-
taines considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la lecture de chapitres
ultérieurs, a moins qu’il ne posséde déja des connaissances assez étendues.

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres actuelle-
ment publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants :

Théorie des Ensembles désigné par E
Algébre — A
Topologie générale — TG
Fonctions d’une variable réelle — FVR
Espaces vectoriels topologiques — EVT
Intégration — INT
Algébre commutative — AC
Variétés différentielles et analytiques — VAR
Groupes et algébres de Lie — LIE
Théories spectrales — TS

Dans les six premiers Livres (pour 'ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé ne
fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans le chapitre
en cours ou dans les chapitres antérieurs dans ’ordre suivant : E; A, chapitres I
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a1I1; TG, chapitres 14 I11; A, chapitres IV et suivants ; TG, chapitres IV et suivants;
FVR ; EVT; INT. A partir du septiéme Livre, le lecteur trouvera éventuellement,
au début de chaque Livre -ou chapitre, I'indication précise des autres Livres ou
chapitres utilisés (les six premiers Livres étant toujours supposés connus).

4. Cependant, quelques passages font exception aux régles précédentes. Ils sont
placés entre deux astérisques : * ... ,. Dans certains cas, il s’agit seulement de faci-
liter la compréhension du texte par des exemples qui se référent & des faits que le
lecteur peut déja connaitre par ailleurs. Parfois aussi, on utilise, non seulement
les résultats supposés connus dans tout le chapitre en cours, mais des résultats
démontrés ailleurs dans le traité. Ces passages seront employés librement dans les
parties qui supposent connus les chapitres ol ces passages sont insérés et les cha-
pitres auxquels ces passages font appel. Le lecteur pourra, nous 'espérons, vérifier
I’absence de tout cercle vicieux.

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des fascicules
de résultats. Ces fascicules contiennent 1’essentiel des définitions et des résultats du
Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions, les
axiomes et les théorémes de ce chapitre ; ¢’est 1a ce qu’il est principalement nécessaire
de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins importants, ou qui peuvent
étre facilement retrouvés a partir des théorémes, figurent sous le nom de « proposi-
tions », « lemmes », « corollaires », « remarques », etc. ; ceux qui peuvent étre omis
en premiére lecture sont imprimés en petits caractéres. Sous le nom de « scholie »,
on trouvera quelquefois un commentaire d’un théoréme particuliérement important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire certaines
notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a I'intérieur d’un seul
chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un chapitre ot tous les anneaux
considérés sont commutatifs, on peut convenir que le mot « anneau » signifie tou-
jours « anneau commutatif »). De telles conventions sont explicitement mentionnées
a la téte du chapitre ou du paragraphe dans lequel elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre des erreurs graves,

ol il risquerait de tomber'; ces passages sont signalés en marge par le signe Z
(« tournant dangereux »). ’

8. Les exercices sont destinés, d’une part, 4 permettre au lecteur de vérifier qu’il a
bien assimilé le texte ; d’autre part a lui faire connaitre des résultats qui n’avaient pas
leur place dans le texte ; les plus difficiles sont marqués du signe €.

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait ’objet d’une attention particuliere.
On s’est efforcé de ne jamais s’ écarter de la terminologie recue sans de trés sérieuses
raisons.
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10. On a cherché a utiliser, sans sacrifier la simplicité de 'exposé, un langage
rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de langage ou de notation,
sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir pédantesque et méme
illisible, ont été signalés au passage.

11. Le texte étant consacré a ’exposé dogmatique d’une théorie, on n’y trouvera
qu’exceptionnellement des références bibliographiques ; celles-ci sont groupées dans
des Notes historigues. La bibliographie qui suit chacune de ces Notes ne comporte
le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont eu le plus d’importance
dans I’évolution de la théorie considérée; elle ne vise nullement a étre compléte.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur provenance,
qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques, recueils d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois a des théorémes, axiomes, définitions,
remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le Livre (par
I'abréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le chapitre et la page
ou ils se trouvent. A U'intérieur d’un méme Livre la mention de ce Livre est supprimée ;
par exemple, dans le Livre d’Algebre,

E, III, p. 32, cor. 3
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, chapitre III,
page 32 de ce chapitre ;

11, p. 24, prop. 17
renvoie & la proposition 17 du Livre d’Algébre, chapitre II, page 24 de ce chapitre.

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R ; par exemple : EVT, R
signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topologiques ».

Comme certains Livres doivent seulement &tre publiés plus tard dans la nouvelle
édition, les renvois a ces Livres se font en indiquant successivement le Livre, le cha-
pitre, le paragraphe et le numéro ol se trouve le résultat en question ; par exemple :

AC. 111, § 4, n° 5, cor. de la prop. 6.



CHAPITRE X

Algebre homologique

§ 1. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Dans ce paragraphe, la lettre A désigne un anneau. Sauf mention expresse du
coniraire, tous les modules considérés sont des modules a gauche, tous les idéaux
considérés sont des idéaux a gauche.

Les définitions et les résultats s’appliquent aux modules a droite, en les considérant
comme modules a gauche sur ’anneau opposé.

Si M est un A-module et si a € A, on note ay ’homothétie x — ax de M. On a
donc 1y = Idy (application identique de M) ; lorsqu’il n’y a pas de confusion possible,
on écrit parfois simplement 1 au lieu de ly.

Enfin, on note O un A-module réduit d son élément neutre, choisi une fois pour toutes

(¢f. 11, p. 8).

1. Diagrammes commutatifs

Soient par exemple B, C, D, E, F cinq ensembles, et soient f une application
de E dans F, g une application de B dans C, & une application de D dans E,  une
application de B dans D et v une application de C dans E. Pour résumer une situa-
tion de ce genre, on fait souvent usage de diagrammes ; par exemple, on résumera
la situation préc.édente par le diagramme suivant (E, II, p. 14) :

@}

v

@ “

O—w

[Tle—

— F.

g
—_—

h S

Dans un tel diagramme, le groupe de signes E —L{— F schématise le fait que f
est une application de E dans F. Lorsqu’il ne peut y avoir d’ambiguité sur f, on
supprime la lettre f, et on écrit simplement E — F.

Lorsque B, C, D, E, F sont des groupes (resp. des A-modules) et f, g, A, u, v des



A X2 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §1

homomorphismes de groupes (resp. A-modules), on dit pour abréger que le dia-
gramme (1) est un diagramme de groupes (resp. de A-modules).

En principe, un diagramme n’est pas un objet mathématique, mais seulement
une figure, destinée a faciliter la lecture d’un raisonnement. En pratique, on se sert
souvent des diagrammes comme de symboles abréviateurs, qui évitent de nommer
tous les ensembles et toutes les applications que 'on veut considérer; on dit ainsi
« considérons le diagramme (1) » au lieu de dire : « soient B, C, D, E, F cinq ensem-
bles... et v une application de C dans E » ; voir par exemple 1’énoncé de la prop. 1
du ne 2.

Considérons par exemple le diagramme suivant :

B—~.5C—+2sD A, E
@) bl cl d el
B'— C— D' — .

A tout chemin composé d’un certain nombre de segments du diagramme par-
couru dans le sens indiqué par les fléches, on fait correspondre une application de
Iensemble représenté par 'origine du premier segment dans I'ensemble représenté
par l'extrémité du dernier segment, savoir la composée des applications représentées
par les divers segments parcourus. Pour tout sommet du diagramme, par exemple
C, on convient qu’il y a un chemin réduit & C et on lui fait correspondre 'application
identique 1.

Dans (2), il y a par exemple trois chemins partant de B et aboutissant & D’; les
applications correspondantes sont degof, g'ocof et g'of’'ob. On dit quun
diagramme est commutatif si, pour tout couple de chemins du diagramme ayant
méme origine et méme extrémité, les deux applications correspondantes sont égales ;
en particulier si un chemin a son extrémité confondue avec son origine, ’application
correspondante doit &tre 1'identité.

Pour que le diagramme (2) soit commutatif, il faut et il suffit que lon ait les
relations :

) flob=rcof, gloc=deg, Koed=eoh;

autrement dit, il faut et il suffit que les trois diagrammes carrés extraits de (2) soient
commutatifs. En effet, les relations (3) entrainent dogof = g'ccof puisque
dog=g'ocet gocof=g of ob puisque cof = f'ob; donc les trois che-
mins partant de B et aboutissant 4 D’ donnent la méme application. On vérifie
de méme que les quatre chemins partant de B et aboutissant & E’ (resp. les trois
chemins partant de C et aboutissant & E') donnent la méme application. Les rela-
tions (3) signifient que les deux chemins partant de B (resp. C, D) et aboutissant
a C’ (resp. D', E’) donnent la méme application. Tous les autres couples de sommets
de (2) ne peuvent étre joints que par un chemin au plus, et le diagramme (2) est
donc bien commutatif.
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Par la suite, nous laisserons au lecteur le soin de formuler et de vérifier des résul-
tats analogues pour d’autres types de diagrammes.

2. Le diagramme du serpent
PROPOSITION 1. — Considérons un diagramme commutatif de A-modules
M N —*P
@ Lol
M’ ——u,—> N’ T) P/ .
On suppose que les deux lignes de (4) sont exactes. Alors :
(i) Si h est injectif, on a
(%) Im(g)nIm@)=Im@of)=Im(gou.
(il) Si f est surjectif, on a
(6)  Ker(g) +Im @) = Ker (v o g) = Ker (hov).

Prouvons (i). II est clair que I'on a
Im@ of)=Im(gou) = Im(g) » Im ().

Inversement, soit 3’ € Im (g) » Im (»"). 1l existe y € N tel que y' = g(»). Comme
v'ou' =0, on a 0 =10'(y)=1(g9(y) = hlw(y), dout v(y) =0 puisque & est
injectif. Comme (u, v) est une suite exacte, il existe x e M tel que y = u(x), d’ou

y' = glu(x)).
Prouvons (ii). Comme vou =0 et v'ou’ = 0, il est clair que

Ker(g) +Im (u) = Ker (v og) = Ker (hov).

" Inversement, soit yeKer (v’ o g). Alors g(y) € Ker (v), et il existe x’ € M’ tel que
u'(x") = g(») puisque la suite (v, v’) est exacte. Comme f est surjectif, il existe
xeM tel que f(x) = x', dou g(y) = u'(f(x)) = g(u(x)); on en conclut que
¥ — u(x) € Ker (g), ce qui termine la démonstration.

Lemme 1. — Considérons un diagramme commutatif de A-modules
M —5 N

(7 s l gl
M'— N'.

Alors il existe un homomorphisme et un seul u, : Ker (f) — Ker (g), et un homo-
morphisme et un seul u, : Coker (f) — Coker (g), tels que les diagrammes

Ker (f) —%> Ker (g)
® | !
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et
o

M N’

©) g g

Coker (f)—> Coker (9)

soient commutatifs, i et j désignant les injections canoniques, p et q les surjections
canoniques.
En effet, si x e Ker (f), on a f(x)=0 et g(u(x))=u'(f(x))=0, donc u(x) € Ker (g),
et 'existence et I'unicité de u, sont alors immédiates. De méme, on a
W'(fM)) = g(uM) = gN),
donc u' donne par passage aux quotients un homomorphisme
u, : Coker (f) — Coker (g),

qui est le seul homomorphisme pour lequel (9) soit commutatif.

Partons maintenant d’un diagramme commutatif (4) de A-modules; il lui cor-
respond en vertu du-4emme ! un diagramme commutatif

Ker (‘f)—“‘—» Ker (g)—2> Ker (#)

4 j ‘

£

M L N —4/— P
(10) 4 4 5 ;
M — N — P

g 44

Coker (1) - Coker (g) - Coker (1)

ol i, j, k sont les injections canoniques, p, ¢, r les surjections canoniques, u,, 4,
(resp. vy, v,) les homomorphismes déduits de u, «’ (resp. v, v) par le lemme 1.

PROPOSITION 2. — Supposons que dans le diagramme commutatif (4), les suites (u, v)
et (W, v') soient exactes. Alors :

(1) Onav,ou, = 0;siu estinfectif, la suite (uy, v,) est exacte.

(i) Omav, o u, = 0;sivest surjectif, la suite (u,, v,) est exacte.

(iii) Supposons u’ injectif et v surjectif. Il existe alors un homomorphisme et un seul
d : Ker (h) —» Coker (f) ayant la propriété suivante : si z € Ker (h), ye Netx' e M’
vérifient les relations v(y) = k(2) et u'(x") = g(y), on a d(z) = p(x"). De plus la suite

() Ker (f) 5 Ker (g) - Ker (h) —& Coker ( f) 2 Coker (g) -2 Coker ()

est exacte.
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{ A |

Ker (f) —— Ker(g) —— Ker(h) -
|
|
|
|
|
|

M —_— N —_ P
_——— i, e e ] e e 4
r ‘| )
E M’ — N’ —_ P’
-y 4 !
[

— Coker (f) e Coker (g9 ——> Coker (h)

13

Prouvons (i). Comme u, et v; ont mémes graphes que les restrictions de w et v &
Ker (f) et Ker (g) respectivement, ona v, ou; = 0.On a

Ker (v,) = Ker (g) n Ker (v) = Ker(g) nIm () = Im (j) n Im (v) .

Mais d’aprés la prop. 1 (i), on a Ker (v,) = Im (jo u;) = Im (u,) si #’ est injectif.

Prouvons (ii). Comme u, et v, proviennent de et v par passage aux quotients, il est
clair que v, o u, = 0. Supposons v surjectif ; comme ¢ et p sont surjectifs, on a, en
vertu des hypothéses et de la prop. 1 (i)

Ker (v;) = g(Ker (v 0 g)) = g(Ker (v') + Im (g)) = g(Ker (1)
= g(Im (u")) = Im (gou’) = Im (4,0 p) = Im (uy) .

Prouvons enfin (iii). Pour z € Ker (h), il existe y € N tel que v(y) = k(z) puisque v
est surjectif ; en outre, on a v'(g(y)) = h(k(z)) = 0, et par suite il existe un unique
x'e M’ tel que w'(x") = g(y) puisque u’ est injectif. Montrons que I’élément
p(x") € Coker (f) est indépendant de ’élément y € N tel que v(y) = k(z). En effet, si
v, € N est un second élément tel que v(y,) = k(z),ona y; =y + u(x) ol xe M ;
moritrons que si x; € M’ est tel que #'(x7) = g(¥;), ona x; = x' + f(x); en effet,
on a u(x' + f(x)=ux) + w(f(x) = g(») + glux) = gly + u(x)) = g(yy).
Enfin, on en conclut que p(x}) = p(x’) + p(f(x)) = p(x’). On peut donc poser
d(z) = p(x') et on a ainsi défini une application 4 : Ker (h) — Coker (f).

Simaintenant z,, z, sont des élémentsde Ker (%), siA,, A, € Aetz = A,z + A, 25,
on prendra des éléments y, et y, de N tels que v(y,) = k(z,) et v(y,) = k(z,) et on
choisira pour y € N I’élément A, y, + A, y,; il est alors immédiat que

dz) = Ay dlz)) + A, diz,),
donc d est un homomorphisme.
Supposons que z = v,(f) pour un ¢ € Ker (g); on prendra alors pour y € N I’¢lé-
ment j(£). Comme g{j(#)) = 0, on en conclut d(z) = 0, doncdo v; = 0. Inversement,
supposons que d(z) = 0. Avec les notations précédentes, on a donc x’ = f(x), ou
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x € M. Dans ce cas, on a g(y) = v'(f(x)) = g(u(x)), ou encore g{y — u(x)) = 0.
L’élémenty — u(x)estdoncde la formej(n) pourn € Ker (g),etona

k(2) = v(y) = v(u(x) + j(n) = v(j(n) = klv,(n);

comme k est injectif, z = v,(n), ce qui prouve que la suite (x) est exacte en Ker (/).
Enfin, on a (toujours avec les mémes notations)

u(d(2)) = uy(p(x) = qlu'(x")) = g(g(»)) = 0 donc uod=0.
Inversement, supposons qu'un élément w = p(x”) de Coker (f) soit tel que
u,(w) = u,(p(x)) = 0 (avecx' e M) .

On a donc q(u'(x)) =0, et par suite u'(x’) = g(y) pour un ye N; comme
V(' (x")) = 0,onav'(g(y)) = 0,dohc A(v(y)) = 0, autrement dit v(y) = k(z) pour un
z € Ker (h), et par définition w = d(z), ce qui montre que la suite () est exacte en
Coker (f). On a vu dans (i) qu’elle est exacte en Ker (g) et dans (ii) qu’elle est exacte
en Coker (g), ce qui achéve de prouver (iii).

COROLLAIRE 1. — Supposons que le diagramme (4) soit commutatif et ait ses lignes
exactes. Alors :

(1) Siu', f et h sont injectifs, g est injectif.

(iiy Siv, f et h sont surjectifs, g est surjectif.

L’assertion (i) est conséquence de l'assertion (i) de la prop. 2 : en effet on a
Ker (f) = 0 et Ker (h) = 0, donc Ker (g) = 0.

L’assertion (ii) est conséquence de I'assertion (ii) de la prop. 2 : en effet, on a
Coker (f) = 0 et Coker (1) = 0, donc Coker (g) = 0.

COROLLAIRE 2. — Supposons que le diagramme (4) soit commutatif et ait ses lignes
exactes. Dans ces conditions :

(1) Si g est injectif et si f et v sont surjectifs, alors h est injectif.

(i) Sig est surjectif et si h et u’ sont injectifs, alors f est surjectif.

Pour prouver (i), considérons le diagramme

uM) == N — P

oo

u'(M”") - N’ — P’
ol f' est application ayant méme graphe que la restriction de g & u(M), w et w’
les injections canoniques ; il est clair que ce diagramme est commutatif et a ses lignes

exactes. En outre w' est injectif, et par hypothése v est surjectif ; on a donc par la
prop. 2 (iii), une suite exacte

Ker (g) — Ker (h) =% Coker (f) ;

puisque g est injectif et que f’ est surjectif, on a donc Ker (4) = 0.
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Pour prouver (ii), considérons le diagramme
M & N = y(N)
I T

M —> N —>= '(N’)

ou cette fois A’ est 'application ayant méme graphe que la restriction de 4 & v(N),
et w et w’ ont respectivement mémes graphes que v et v’ ; ce diagramme est commu-
tatif et ses lignes sont exactes. En outre w est surjectif et par hypothése u' est injectif’;
on a donc, par la prop. 2 (iii), une suite exacte

Ker (h") =% Coker (f) — Coker (g);

puisque g est surjectif et que A’ est injeéat:, on a donc Coker (f) = 0.

CoRrOLLAIRE 3 (Lemme des cinq). — Considérons un diagramme commutatif de
A-modules

u U u 43
M, 4 Mz'i»M3'i>M4_4_>M5

flL le fsl | f«‘ | fsl

’

M L My == M) S M 2 My

ot les lignes sont exactes.

(1) Sif;et fysontinjectifs et f, surjectif, f est injectif.

(i) Si f, et f, sont surjectifs et f5 injectif, f, est surjectif.

En particulier, si fi, f,, f4 et fs sont des isomorphismes, il en est de méme de f,.

Pour prouver (i), posons M, = Coker (u,), Mj = Coker (1}) et notons
f2 : M, — M} I'application déduite de £,. Il résulte du cor. 2 (i) que f, est injectif.
En appliquant le cor. 1 (i) au diagramme

ou i, et i, sont déduits de u, et u3, on voit que f; est injectif.

Pour prouver (ii), posons M, = Ker (u,), Mj = Ker (4) etnotons f, : M, - M,
P’application induite par f. I1 résulte du cor. 2 (ii) que f, est surjectif. En appliquant
le cor. 1 (ii) au diagramme

M, Ly M 3 T M "
A l fsl fll
M; e My e M

ou il et iy ont méme graphe que uj et uj, on voit que f; est surjectif.
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3. Modules plats

DEFINITION 1. — On dit que le A-module E est plat, si pour toute suite exacte de
A-modules & droite et d’homomorphismes

(11) M-5M-5 M,

la suite d’applications Z-linéaires

(12) M’ @, E 4254 M @,E 2L M’ @, E

est exacte.

PROPOSITION 3. — Pour que le A-module E soit plat, il faut et il suffit que, pour tout
A-homomorpliisme injectif u:M' — M de A-modules da droite, [’application
u®1 M ®,E—->M®,E soit injective.

SiE est plat et : M’ — M injectif, la suite 0 — M’ —5 M est exacte, donc aussi

lasuite0 — M’ ®, E28L M ®, E, etu ® 1 est injectif. Inversement, considé-
rons la suite exacte (11) ; posons M| = v(M), et soit i : M] — M” I’injection cano-

nique et p : M —» M7 lapplication m — v(m). La suite M'—= M & M{-— 0

est exacte ; d’apreés IL, p. 58, prop. 5, lasuite M’ ® , E 424 M ® , E-22L M/ ®, E
est donc exacte. Par ailleurs, on a v = iop, donc W@ DN =GR Do (p ®1);
si E satisfait a la condition de I’énoncé, alors i ® 1 est injectif, donc

Kero@D)=Ker(p@1)=Imu® 1)
et la suite (12) est exacte.

PROPOSITION 4. — (i) Soient (E,); ., une famille de A-modules, E = @ E, leur somme
iel
directe. Pour que le A-module E soit plat, il faut et il suffit que chacun des E, le soit.

(i1) Soient Lun ensemble préordonné filtrant a droite, (E,, fy,) un systéme inductif de
A-modules relatif al, E = ll_m) E, sa limite inductive. Si chacun des A-modules E,
est plat, alors E est plat.

Soit M’ - M — M" une suite exacte de A-modules & droite. A -

(i) Pour que la suitt @ M ®,E)> P M®,E)> P M ®,E) soit

iel iel iel
exacte, il faut et il suffit que chacune des suitess M’ ® , E; > M ® , E; > M" ®, E,
le soit (II, p. 13, prop. 7) ce qui démontre (i) puisque & (M ® , E,) s’identifie cano-
niquementaM ® , E(IL,p. 61, prop. 7).

(i) Par hypothése, chacune des suites M’ @, E; > M ®, E, > M” @ , E; est
exacte, donc aussilasuiteM’ ® , E - M ®, E - M” ®, E, puisque le passaged la
limite inductive commute avec le produit tensoriel (II, p. 93, prop. 7) et conserve
I’exactitude (II, p. 91, prop. 3).
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Exemples. — 1) Il est clair que A, est un A-module plat; il résulte alors de la
prop. 4 (i) que tout A-module libre, et plus généralement tout A-module projectif,
est plat (voir aussi II, p. 63, cor. 6).

* Inversement, tout A-module plat de présentation finie est projectif (n° 5). ,

2) Draprés la prop. 4 (i), tout A-module qui est limite inductive d’un systéme
inductif filtrant de A-modules libres est plat. Nous démontrerons une réciproque
au n® 6.

3) Si A est semi-simple, tout A-module est projectif (VIIL, § 5, nv 1, prop. 1)
donc plat.

4) *Si A est un anneau local artinien (non nécessairement commutatif), un A-
module est plat si et seulement s’il est libre (AC IL, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5). ,

S) Si A est integre, le corps des fractions K de A est un A-module plat (II, p. [ 18,
prop. 27).

6) * En AC II et III, nous étudierons deux exemples importants de A-modules
plats lorsque A est commutatif : les anneaux de fractions S™! A, et lorsque A est
neethérien, les séparés complétés de A pour les topologies J-adiques. |,

7) Soita e A tel que I'application a, : x ~ ax de A dans A soit injective (« a n’est
pas diviseur a gauche de 0 »). Si E est un A-module plat, alors 'homothétie ag est
injective, puisque s'identifiant a a, ® 1 : A; ®4 E - A; ® 4 E. En particulier, si A
est intégre, tout A-module plat est sans torsion. Inversement, si A est principal, tout A-
module sans torsion est plat : en effet, si le A-module E est sans torsion, tout sous-
module de type fini de E est libre (VII, § 4, n© 4, cor. 2 au th. 4), et E est réunion
filtrante croissante de sous-modules plats, donc est plat (prop. 4 (ii)).

8) Soient B un anneau et p : A — B un homomorphisme. Si E est un A-module
plat, le B-module E 5 = B ®, E est plat. Soit en effet # : N’ - N un homomor-
phisme injectif de B-modules & droite; alors u ®p 1, s’identifie canoniquement a
I'homomorphisme u ®, 1g : N'®, E - N ®,4 E, qui est injectif si E est plat.

9) Supposons que A = K[X, Y], ol K est un corps. Alors I'idéal maximal m
engendré par X et Y est un A-module sans torsion, mais non plat. Considérons en
effet 'anneau B = A/(Y), qui est isomorphe & K[X], donc intégre. Le B-module m g,
est isomorphe & m/Ym = (X, Y)/(XY, Y?) dans lequel la classe de Y est de torsion.
‘Par suite, m, n’est pas un B-module plat, donc m n’est pas plat.

10) Supposons A commutatif. Soit B l'algébre A[X,, ..., X,)/(P), ol P est un
polynéme non nul. Pour tout idéal premier p de A, notons k(p) le corps des fractions
de I’anneau intégre A/p, E(p) I'algébre x(p) [X, ..., X,] et P(p) 'image de P dans
E(p) par lapplication canonique.

On peut montrer que, pour que B soit un A-module plat, il suffit que P(p) # 0
pour tout idéal premier p de A. Si A est intégre, cette condition est nécessaire.

* En langage géométrique, considérons la projection 7 : Spec (B) — Spec (A).
Pour tout p € Spec (A), la fibre 1~ 1(p) s’identifie & la sous-variété V, de I'espace
affine A%, = Spec (E(p)) définie par P(p), et 'ensemble F des p pour lesquels cette

k(p)
sous-variété est I’espace tout entier (i.e. pour lesquels P(p) = 0) est un fermé de
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Spec (A). La condition précédente signifie que ce fermé est vide, autrement dit que
pour tout p la sous-variété V, est une hypersurface dans A x

11) * Soient S et X deux espaces analytiques complexes et f : X — S un mor-
phisme. On dit que f est plas en un point x de X si O ,, considéré comme Gg ;-
module au moyen de I'homomorphisme f* : Og ., = Ox, est plat. L’ensemble
des points de X ou f est plat est un ouvert de X, et la restriction de f a cet ouvert
est une application ouverte. Si X et S sont des variérés analytiques connexes de
dimension finie, f est plat (en tout point de X) si et seulement si f(X) est ouvert
dans S et les fibres /7 1(s), pour s € f(X), ont toutes la méme dimension.

4., Modules de présentation finie

On appelle présentation (ou présentation de longueur 1) d’'un A-module E une suite
exacte

(13) L,-L,-E->0

de A-modules o1 L, et L, sont libres.

Tout A-module E admet une présentation. On sait en effet (II, p. 27, prop. 20) qu’il
existe un homomorphisme surjectifu : L, — E, ot L, est libre ; si R est lenoyau de u,
il existe, de méme un homomorphisme surjectif v : L; —» R ot1 L; est libre. Si ’on
considére v comme un homomorphismede L, dans L, lasuiteL, 5 L, % E— 0
est exacte par définition, d’oll notre assertion.

Si p:A — B est un homomorphisme d’anneaux, toute présentation (13) de E
fournit une présentationde Ez = B ® , E :

(14) B®,Li,-B®,L,-B®,E—>0

en vertu de II, p. 58, prop. 5 et du fait que B ® , L est un B-module libre lorsque L
est libre.

On dit qu’'une présentation (13) d’un module E est finie si les modules libres L,
et L, ont des bases finies. Il est clair que si la présentation (13) est finie, il en est de
méme de la présentation (14). On dit que E est un A-module de présentation finie
s’il admet une présentation finie.

PROPOSITION 5. — (i) Tout module admettant une présentation finie est de type fini.
(ii) Si A est un anneau nethérien d gauche, tout A-module de type fini admet une
présentation finie.
(iii) Tout module projectif de type fini admet une présentation finie.

L’assertion (i) résulte trivialement des définitions. Supposons A ncethérien a
gauche et E de type fini. Il existe alors un homomorphisme surjectif « : L, —» E,
ou L, est un A-module libre ayant une base finie ; le noyau R de « est de type fini,
donc il y a un homomorphisme surjectif v : L; - R ol L, est libre de base finie,
et la suite exacte L, — L, — E 0 est une présentation finie de E ; d’ou (ii).
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Enfin, supposons que E soit un module projectif de type fini; il est alors facteur
direct d’un module libre de type fini L, (11, p. 40, cor. 1); le noyau R de 'homomor-
phisme surjectif L, — E est alors isomorphe & un quotient de L, donc est de type
fini, et on termine comme ci-dessus.

PROPOSITION 6. — Soient A un anneau, E un A-module de présentation finie. Pour
toute suite exacte

0—F-LGZ-E—0
ot G est de type fini, le module F est de type fini.

Soit L; 4 L, — E — 0 une présentation finie; si (e;) est une base de L, il
existe pour chaque i un élément g; € G tel que p(g,) = s(e;) ; 'homomorphisme
u:Ly, —» Gtelqueu(e;)) = g, pourtoutiestdonctelques = pou. Commesor = 0,
onau(r(L,)) = Ker p, et comme Ker p est isomorphe & F, on voit qu’il y a un homo-
morphisme v : Ly — F tel que le diagramme

L, >1L, —> E — 0

R

soit commutatif. Comme j est injectif et s surjectif, on peut appliquer la proposi-
tion 2 de X, p. 4, autrement dit il y a une suite exacte

Ker 1z % Coker v — Coker u — Coker 1 .

Ceci montre que Coker v est isomorphe a G/u(L,), qui est de type fini par hypothese.
On a en outre la suite exacte

0—-vL,)—> F— Cokerv -0
et comme v(L,) et Coker v sont de type fini, il en est de méme de F (I, p. 17, cor. 5).

PROPOSITION 7. — Soit M un A-module. Il existe un ensemble ordonné 1 filtrant a
droite et un systéme inductif de A-modules de présentation finie (M,, @g,) relatif a1
tel que M soit isomorphe d lim M,. Si M posséde un systéme générateur de n éléments,
on peut supposer qu’il en est de méme des M.

Considérons uneg présentation
K u Ly_v .
A( ) U, A( ) Y, M— 0 ;

soit I ’ensemble des couples & = (K’, L"), oit K’ (resp. L’) est une partie finie de K
(resp.L), tels que u induise une application u, du sous-module AX" de A® dans le sous-
module AL de A% ; pour o € I, soit M, le conoyau de u, et v, : AY — M, Iapplica-
tion canonique, de sorte que 'on a un diagramme commutatif & lignes exactes :

A o AL 5 M — 0

oo A

o "
A¥ = A o M, — 0,
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oll i, et j, sont les injections canoniques, et ol f, est déduit de j, par passage aux
quotients. Ordonnons ’ensemble I par la relation

a=K,LY<pBp=K"L") si K"<«K", L'ecL";

poura < B, soit @g, : M, — M ’homomorphisme déduit par passage aux quotients
de I'inclusion de AL dans AL". On vérifie alors aussit6t que 'ensemble ordonné I est
filtrant, que (M, , @g,) est un systeéme inductif de A-modules et que (¢,) est un systéme
inductif de A-homomorphismes. Par passage a la limite inductive, on obtient un
diagramme commutatif

AR e AL 2 M 0
= v

lim AY — lim AY — lim M,— 0 ;

— — —

les lignes de ce diagramme sont exactes (II, p. 91, prop. 3) ; puisque i et j sont bijectifs,
o l’est aussi (X, p. 7, cor. 3), d’ot1 la proposition.

5. Homomorphismes d’un module de présentation finie

Soit E un A-module. Si I est un ensemble préordonné filtrant et (G;, u;;) un systeéme
inductif de A-modules relatif & I, les applications canoniques G; — lim G, induisent
des homomorphismes Hom,(E, G;) - Hom,(E, lim G;), d’olt un h_c;r-ﬁomorphisme
dit canonigue -

(16) 11? Hom,(E, G,) — Hom,(E, 11%1 G).

Soient B un autre anneau, F un B-module, G un (A, B)-bimodule ; on a défini en
II, p. 75 un homomorphisme canonique :

(17) Hom,(E, G) ®5 F » Hom,(E, G ®; F) .

PROPOSITION 8. — a) Si le A-module E est de type fini (resp. de présentation finie),
["homomorphisme canonique (16) est injectif (resp. bijectif).
b) Supposons que le B-module F soit plat ; si le A-module E est de type fini (resp.
de présentation finie), I’homomorphisme canonique (17) est injectif (resp. bijectif).
Démontrons par exemple b), la démonstration de g) étant analogue. Considérons
A, B, F, G comme fixés, et, pour tout A-module 4 droite E, posons

T(E) = Hom, (E, G) ® F, T'(E) = Hom, (E, G ®p F)

et notons vg ’homomorphisme (17); pour tout homomorphisme v : E —» E’ de
A-modules & droite, posons T(v) = Hom (v, 1g) ® lget T'(v) = Hom (v, 1 ® 15).
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Soit L; ~ L, =% E — 0 une présentation de E; nous supposons le module libre
L, (resp. les modules libres L, et L,) de type fini. Le diagramme

0 - TE) 2 TL,) % T(Ly)

a NN

0+ T(B) > TLo) 7 T

est commutatif, et sa seconde ligne est exacte (Il, p. 36, th. 1); en outre, la suite
0 - Hom, (E, G) » Hom, (L,, G) - Hom, (L,, G)

est exacte (Joc. cit.), et comme F est plat, la premiére ligne de (18) est aussi une suite
exacte (X, p. 8, déf. 1). Cela étant, on sail que v, est bijectif (resp. que vp, et vy,
sont bijectifs) (II, p. 75, prop. 2). Si on suppose seulement v, bijectif, il résulte
de (18) que vy, o T(w) = T'(w) o vz est injectif, donc vy I'est aussi. Si on suppose
que vp, et v, sont tous deux bijectifs, on déduit du cor. 2 (ii) de X, p. 6 que vg est
surjectif, et comme on vient de voir que vg est injectif, il est bijectif.

COROLLAIRE. — Tout module plat et de présentation finie est projectif.
Soit en effet E un A-module plat et de présentation finie. Appliquant (b) au cas
B = A, G = A, F = E, on voit que ’homomorphisme canonique

Hom, (E, A) ® , E — Hom, (E, E)
est surjectif. Cela implique que E est projectif (II, p. 77, remarque 1).

- D’apres le corollaire précédent et Ia prop. 5 de X, p. 10, il y a identité entre
modules plats de présentation finie et modules projectifs de type fini. En revanche,
il existe des modules plats de type fini qui ne sont pas de présentation finie, donc qui
ne sont pas projectifs (¢f. X, p. 170, exercice 17, voir toutefois X, p. 169, exercices 13
et 14).

6. Structure des modules plats

Lemme 2. — Soient 1 un ensemble ordonné filtrant d droite, (E,, @p,) un systéme
inductif d’ensembles relatif a 1, E sa limite inductive et @, : E, > E, a e, les appli-
cations canoniques. Soit f:1 — 1 une application telle que f(o) > o pour ael, et
supposons donnés, pour chaque o € 1, un ensemble L, et des applications u, : E, - L,
et v, : L, = E;, telles que v, 0uy = @, Soit I I’ensemble ordonné obtenu en
munissant 1 de la relation «a < Bsioa = Bouf(a) < B». Sia, BelJaveca < B,
so0it gy : Ly = Ly Iapplication telle que Vg, = Id si o0 = B, Vpy = tUp © Qg ey © Uy
si f(@) < B. Si ael, soit Y, : L, » E Papplication @y, o v, Alors Iensemble
ordonné J est filtrant, (L,, Vp,) est un systéme inductif relatif a J, (1) est un systéme
inductif d’applications et I’application lln) L, - E déduite des \, est bijective.

ae)
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11 est clair que J est filtrant. Si o, feJ avecau < B, on a

Vg o Wpy = Q0 Up 0ty © Pp s © Uy
= QrE)° Prpp® Pps® Ve = Priy© Vs = Vo ;

de méme, sia, B, yeJaveca< f<7y, ona

Vg © Wpy = Uy © Py sy © Vp © Up © P 1) © Uy

= Uy 0 Qy 55y © Preprp © Ppusia) © Vs = Uy © Py 1 © Uz = Wia -
Démontrons la derniére assertion : pour chaque a€J, on a

\I’a ° uu = (pf(a) ° Uu ° ua = (pf(u) ° (pf(a),a = (pu ’

done @ (E,) = Y, (u,(E,)) = V,(L,), et \ est surjective. Soit o €] et soient x, y € L,
avec \lja(-x) = \p:z(y)’ 18 (pf(a)(va(x)) = (Pf(a)(va(y)); 11 eXiSte BE L B > f(d) tel que

Pp, 7 (ta(X)) = g, s(v(¥)) »
donc
Vp,a(X) = up(@p, re(Va(x)) = 1p(Pp, s (Va(1))) = Ypo(3) -
- et \r est injective.

THEOREME 1 (D. Lazard). — Pour tout A-module E, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) E est plaz.

(i) Pour tout A-module P de présentation finie, I’homomorphisme canonique

Hom, (P, A) ®, E - Hom, (P, E)

est surjectif.

(iii) Pour tout A-module P de présentation finie et tout homomorphisme u : P — E,
il existe un A-module L libre de type fini et des homomorphismesv :P - Letw :L > E
tels que u = wo .

(iv) Il existe un ensemble ordonné filtrant J, un systéme inductif de modules libres de
type fini(Lj); yetunisomorphisme de E surE)n L,

(iv) = (i) : cela résulte de la prop. 4 (ii) de X, p. 8.

(i) = (ii) : cela résulte de la prop. 8b) de X, p. 12.

(i1) = (ii) : soient P un A-module de préséntation finie et u : P > E un homomor-
phisme; d’aprés (ii), il existe vy, ..., v, € Homy (P, A), wy, ..., w, e E tels que
u(x) = Y v(x) w; pour tout xe P; si v : P > A" est ’homomorphisme de compo-
santes (v;) et w : A" » E I’'homomorphisme (a;)— ) a;w;, on a bien u = wouv.

(iti) = (iv) : supposons (iii) vérifiée, et soit (E,, @p,) un systéme inductif, relatif a
un ensemble filtrant I, de A-modules de présentation finie, de limite inductive E
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(X, p. U1, prop. 7). Quitte a remplacer I par le produit lexicographique I x N, avec
E.n = E, pour tout n, on peut supposer que I n’a pas de plus grand élément. Pour
chaque o € I, soient L, un A-module libre de type finietu, : E, - L,, v, : L, — E des
homomorphismes tels que v, ¢ u, soit 'application canonique ¢, de E, dans E;
puisque L, est libre de type fini et I sans plus grand élément, il existe un indice B > a et
un homomorphisme v, : L, — Egtelsque v, = ¢go v ; puisque @go v, ou, = Qgo Py,
et que E, est de présentation finie, il résulte de la prop. 8a) de X, p. 12, qu’il existe
v = B tel que @ g0 v50u, = @50 Pp = P ; posons ¥ = f(a) et soit v, 'homo-
morphisme @, 0 v, de L, dans E;,) ; ona v, o 4, = @1, 4- On peut alors appliquer le
lemme 2, d’ou (iv).

COROLLAIRE. — Supposons A commutatif. Pour tout A-module plat E, les A-modules
T(E),S(E), A(E), T*(E), S"(E), A"(E) sont plats.

En effet, E est la limite inductive d’un systéme filtrant (L)) de A-modules libres de
type fini, donc T(E) (resp. S(E), etc.) est limite inductive du systéme filtrant des A-
modules libres T(L,) (resp. S(L ), etc.), donc est plat (cf. I1L, p. 61, prop. 6, p. 62, th. 1,
p- 73, prop. 8, p. 75, th. 1, p. 83, prop. 9, et p. 86, th. 1).

Remarque. — Considérant dans (ii) une présentation finie A} Al - P — 0,
on obtient la condition (ii") encore équivalente aux précédentes :
(ii") Pour toute matrice finie (c;)); 1, jy @ éléments de A, toute solution

e = () cE

du systéme d’équations linéaires et homogénes

zcij€i=0, ]GJ,

iel

peut sécrire b,z + -+ b,z,, ou by, ..,b,€E et ou, pour r=1,..,n,
2z, = (2, ;); 1 €t une solution dans A" du systéme d’équations

er,i.cijzos JGJ
iel
7. Modules injectifs

DEFINITION 2. — On dit que le A-module E est injectif si, pour toute suite exacte de
A-modules et d’homomorphismes

(19) M-LH5M-5H M,

la suite d’applications Z-linéaires

(20) Hom, (M", E) He2al:d, Hom, (M, E) Hematl, Hom, (M, E)

est exacte.
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Lemme 3. — Pour que le A-module E soit injectif, il faut et il suffit que, pour toute
application A-linéaire injectiveu : M' —» M, application

Hom, (4, 1) : Homy, (M, E) - Hom, (M, E)
SOit surjective.

Si E est injectif et siz : M’ — M est injectif, alors la suite 0 - M’ — M est exacte,
donc aussi la suite Hom (M, E) 224 Hom (M’, E) — 0, et Hom (u, 1) est sur-
jectif. Inversement considérons la suite exacte (19): posons M7 = (M) et soient
i : M7 — M" Pinjection canonique et p : M — M{ I'application m — v(m). La suite
M’ M - MY — Oestexacte ;d’aprésIl, p. 36, th. 1, la suite

Hom (p,1) Hom (u, 1)
— Hom, (M, b)) ————

Hom, (M7, E) Hom, (M, E) Hom, (M’, E)
est exacte. Par ailleurs, on a Hom (v, 1) = Hom (p, 1) o Hom (i, 1). Si E satisfaita la
condition du lemme, Hom (i, 1) est surjectif, donc I'image de Hom (v, 1) est aussi

celle de Hom (p, 1), et la suite (20) est exacte.

Remarque. — Soient E un A-module injectif, » : M’ — M et f : M’ — E des homo-
morphismes de A-modules. SiKer u < Ker f; il existe un homomorphismeg : M — E
telque g o u = f. Celarésulte en effet de ce qui précéde appliqué a ’lhomomorphisme
injectif M'/Ker u — M déduit de u.

PROPOSITION 9. — Soient (E));., une famille de A-modules, E = [ E; leur produit.
Pour que le A-module E soit injectif, il faut et il suffit que chacun des E; le soit.

Soit # : M’ - M un homomorphisme injectif de A-modules. Pour que 'homo-
morphisme produit [[ Homs (M, E)) — [ Hom, (M’, E)) soit surjectif, il faut et

iel iel

il suffit que chacun des homomorphismes Hom, (M, E;) - Hom, (M’, E)) le soit
(11, p. 10, prop. 5); cela démontre la proposition puisque [[ Homs (M, E,) s’iden-
tifie canoniquement &4 Hom, (M, E). Pel

ProOPOSITION 10. — Soit E un A-module. Pour que E soit injectif, il faut et il suffit que,
pour tout idéal a de A et tout A-homomorphisme [ :a — E, il existe ec E tel que
f(a) = ae pour tout ac a.

Supposons E injectif ; soient a un idéal de A, f : a - E un A-homomorphisme,
et notons i : a = A linjection canonique. Alors I'application

Homy, (i, 1) : Homy, (A, E) - Homy (a, E)
est surjective (déf. 2); si g e Hom, (A, E) est tel que f=goi, ona
fa@) = g(@) = ag(1)
pour tout g € a.

Inversement, supposons la condition de I’énoncé vérifiée, soient M un A-module,
N un sous-module de M, 1 : N — E un A-homomorphisme, et prouvons qu’il existe
un A-homomorphisme u : M — E prolongeant u (¢f. lemme 3). Soit # I'ensemble
des couples (P, v) oli P est un sous-module de M contenant N et v un homomorphisme
de P dans E prolongeant u. L’ensemble 2 ordonné par la relation de prolongement
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est inductif : si (P}, v;) est une famille totalement ordonnée d’éléments de 2, posons
Q = UP; et soit w: Q - E 'unique application induisant v; sur P; pour tout j;
alors (Q, w) € 2 et (Q, w) majore (P;, v)) pour tout j. Soit alors (P, v) un élément
maximal de £ (E, 111, p. 20, th. 2); il suffit de prouver que P = M. Soit xe M
et soit a l'idéal des a e A tels que ax e P; posons f(a) = v(ax) pour a€a; on
obtient ainsi un A-homomorphisme f:a — E. Soit alors e un élément de E tel
que f(a) = ae pour tout a€ a. Posons P’ = P + Ax et soit v’ : P’ - E T'unique
A-homomorphisme tel que v'(p + ax) = v(p) + ae pour peP,acA; alors
(P’, ¢") appartient & £ et majore (P, v), donc P’ = P, c’est-a-dire x € P, ce qui acheve
la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Si ’anneau A est nethérien a gauche, tout module somme directe
de A-modules injectifs est injectif.

Soit (E;);<; une famille de A-modules injectifs, soient E leur somme directe,
a un idéal de A et u :a - E un A-homomorphisme. Comme A est ncethérien,
a est de type fini, et par suite I’application canonique

¢ : @ Hom, (a, E;)) > Homy (e, E)
iel
est bijective ; soit (u;) I'image réciproque de u par @. Puisque chaque E; est injectif,
et la famille (#;) a support fini, il existe un élément (e;);.; de E tel que u;(a) = ae;
pour tout a € a et tout i eI, donc u(a) = a((e;)) pour tout a e a, et E est injectif.

Remarque. — Si tout A-module somme directe de A-modules injectifs est injectif,
I’anneau A est ncethérien a gauche (X, p. 170, exercice 21).

Supposons A intégre. On dit que le A-module E est divisible si ’'homothétie ag
est surjective pour tout élément non nul a de A.

COROLLAIRE 2. — Supposons A intégre.

a) Tout A-module injectif est divisible.

b) Tout A-module sans torsion (11, p. 115) et divisible est injectif.

¢) Si A est principal, tout A-module divisible est injectif.

Si a € A est non nul, alors a, est injectif; d’autre part, pour tout A-module E,
I’homothétie @y s’identifie canoniquement a

Hom (a,, 1) : Hom, (A, E) » Hom, (A, B,

donc E est divisible si et seulement si Hom (ag, 1) est surjectif pour tout a € A non
nul. L’assertion a) résulte donc de la définition 2 (X, p. 15).

Soit E un A-module divisible ; supposons A principal (resp. E sans torsion) et
prouvons que E est injectif par application de la prop. 10. Soient a un idéal de A
et f : a - E un A-homomorphisme. Soit x € a tel que a = Ax (resp. tel que x # 0
sia # 0), etsoite € E tel que xe = f(x). Prouvons que pour toutae€ a,ona

fla) = ae;



A X.18 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §1

cela est clair si @ € Ax, d’ou I’assertion dans le cas ol A est principal ; si E est sans
torsion et si xa € a, on a xf(a) = f(ax) = axe, donc f(a) = ae puisque x est non
nul si a # 0.

Exemples. — 1) Si A est intégre, le corps des fractions K de A est un A-module
injectif. Si A est principal, K/A est un A-module injectif.

2) Par exemple, les Z-modules Q et Q/Z sont injectifs.

3) Soit A un anneau principal et soit ¢ un élément non nul de A. Alors A/aA estun
AJaA-module injectif (X, p. 170, exercice 20).

8. Modules cogénérateurs injectifs

ProprosiTioN 11. — Soient B un anneau, F un B-module et P un (B, A)-bimodule.
Si F est un B-module injectif et P un A-module plat, Homg (P, F) est un A-module
imjectif.

Soit # : M’ - M un homomorphisme injectif de A-modules. On a un diagramme
commutatif

Hom, (u. 1)

Hom, (M, Homj, (P, F)) Hom, (M', Homg (P, F))

'} ")

Homg (P @, M, F) —2%®“ D Hom, (P ®, M’, F)

ol B et B’ sont les isomorphismes canoniques de II, p. 74. Comme P est plat sur A,
I'homomorphisme 1, ® u : P ®, M’ — P ®, M est injectif. Comme F est injectif,
Hom (1; ® u, 1¢)est surjectif, donc aussi Hom, (i, 1), ce qui prouve que Homg, (P, F)
est un A-module injectif (X, p. 16, lemme 3).

DEFINITION 3. — On dit que le A-module E est cogénérateur si, pour tout A-module M
et tout élément non nul x de M, il existe un A-homomorphisme u : M — E tel que
u(x) # 0.

On dit que le A-module L est générateur si, pour tout A-module M et tout élément x de M, il
existe un A-homomorphisme # : L - M tel que x € u(L). Par exemple, le A-module A est géné-
rateur.

PROPOSITION 12. — Soit E un A-module injectif. Pour que E soit cogénérateur, il
Saut et il suffit que Hom, (S, E) # 0 pour tout A-module simple S.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, soient M un A-module et x
un élément non nul de M ; le sous-module Ax de M possede un quotient simple S
(VIL1, § 2, n° 1, prop. 3). Si Homy (S, E) # 0, alors Hom, (Ax, E) # 0 et il existe
un homomorphisme f : Ax — E tel que f(x) # 0; comme E est injectif, f se
prolonge en un homomorphisme » de M dans E et on a u(x) = f(x) # 0.
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Exemple. — Le Z-module injectif Q/Z (X, p. 18, exemple 2) est cogénérateur.
En effet, tout Z-module simple est isomorphe 4 un module Z/pZ,p # 0, et
Homg (Z/pZ, Q/Z) est non nul (il contient par exemple 'application déduite par
passage aux quotients de ’homomorphisme x — x/p de Z dans Q).

PROPOSITION 13. — Soient B un anneau, F un B-module injectif cogénérateur, P un
(B, A)-bimodule. Supposons P plat sur A et tel que P ® , S # 0 pour tout A-module
simple S (* c’est-d-dire fidélement plat sur A au sens de AC, 1 ). Alors le A-module
Homy (P, F) est cogénérateur et injectif. .

En effet, Homg (P, F) est injectif d’aprés la prop. 11. D’autre part, pour tout
A-module simple S, Hom, (S, Homg (P, F)) est isomorphe & Homy (P ®, S, F),
donc est non nul puisque P ® , S # 0 et que le B-module F est cogénérateur ; le
A-module Homyg (P, F) est donc cogénérateur d’apres la prop. 12.

COROLLAIRE 1. — Le A-module E, = Homy (A, Q/Z) est injectif et cogénérateur.
On applique la prop. 13 avec B = Z, F = Q/Z (exemple) et P = A,.

Pour tout A-module M, posons
IO(M) — Eglom(M,EA)
et soit ey : M — 1°(M) lhomomorphisme qui associe 4 meM ["élément

((P(m))q: e Hom(M,E4) € I°(M).
Alors :

COROLLAIRE 2. — Le A-module 1°(M) est injectif et le A-homomorphisme
ey ' M = I%M) est injectif.

En effet, I%(M) est injectif, puisque E, est injectif (X, p. 16, prop. 9), d’autre part
ey est injectif puisque E, est cogénérateur.

COROLLAIRE 3. — Tout A-module est isomorphe d un sous-module d’un A-module
injectif.
COROLLAIRE 4. — Pour que le A-module E soit injectif, il faut et il suffit que tout
A-homomorphisme injectif f: E —> F posséde une rétraction A-linéaire.
Supposons E injectif et soit f: E - F un A-homomorphisme injectif. Alors
Hom, (f, lg) : Hom, (F, E) > Hom, (E, E) est surjectif ; il existe donc
re Hom, (F, E) tel que rof = 1 et r est une rétraction A-linéaire de f. Inverse-
ment, il existe un A-module injectif I et un A-homomorphisme injectif f : E — 1
(cor. 2) ; si fposséde une rétraction A-linéaire, E est injectif d’aprés la prop. 9 de X,
p. 16.

9. Enveloppes injectives

DEFINITION 4. — Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est un couple
d, 0), ou 1 est un A-module injectif et i : M — 1 un homomorphisme possédant la
propriété suivante :
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(B) pour qu'un sous-module P de 1 soit nul, il faut et il suffit que i” *(P) soit nul.
Notons que (E) implique que i est injectif. On identifie souvent M au sous-
module (M) de I, et on dit alors que I est une enveloppe injective de M.

Exemple 1. Supposons A intégre et M sans torsion. Soient K le corps des frac-
tions de A et i : M - K ®, M 'homomorphisme canonique. Alors (K ®4 M, i)
est une enveloppe injective de M (11, p. 116, prop. 26 et X, p. 17, cor. 2).

THEOREME 2. — Soit M un A-module.

a) M posséde des enveloppes injectives.

b) Si(l, i) et (J,]) sont deux enveloppes injectives de M, il existe un isomorphisme
f:1 =17 tel que foi=j.

On notera que 'homomorphisme f dont I’existence est affirmée dans b) n’est pas uniquement
déterminé en général.

a) On peutsupposer que M est un sous-module d'un A-module injectif E (X, p. 19,
cor. 3). Considérons ’ensemble ordonné par inclusion & des sous-modules 1
de E, contenant M, et tels que I'injection canonique i : M — I satisfasse 4 la pro-
priété (E). Puisque & est inductif, il posséde un élément maximal (E, III, p. 20);
soit I un élément maximal de &. Il suffit de prouver que I est un sous-module fac-
teur direct de E. Soit N un sous-module de E tel que NI = 0, et maximal
pour cette propriété (un tel N existe d’aprés loc. cit.). L’homomorphisme composé

4% E-% E/N,
oll 4 et v sont les homomorphismes canoniques, est injectif; puisque E est injectif,
il existe donc un homomorphisme w : E/N — E tel que wo vou = u, c’est-a-dire
wou(x) = x pour xel. Posons I' = Im (w) = Im (wo v) et soit i’ : M — I l'in-
jection canonique. Alors I = I'; pour achever la démonstration, il suffit de prouver
que i’ satisfait & la condition (E) : cela entraine que I = I’ (caractére maximal de I)
donc que w o v est un projecteur de E sur I. _

Soit donc P un sous-module de I’ tel que PA M =0. On a P = wo 0(Q), ou
Q est un sous-module de E contenant N ; de plus

QM =wet(QnM)cP~nM =0,

donc Q NI = 0 puisque i : M — I posséde la propriété (E). D’aprés le caractére
maximal de N, cela implique Q = N, c’est-a-dire v(Q) = 0, donc P = 0, ce qu’il
fallait démontrer.

by Soient (I, i) et (J, j) deux enveloppes injectives de M. Puisque J est injectif,
il existe un homomorphisme f : I - J tel que foi =j;0on a
i"YKer f) = Kerj =0,

donc Ker /' = 0 et f est injectif. Alors f(I) est un sous-module injectif de J, donc
facteur direct ; puisque j satisfait a (E), cela implique f(I) = J et f est bijectif.
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Remarques. — 1) Soient (I, i) une enveloppe injective de M etj : M — J un homo-
morphisme injectif de M dans un A-module injectif J. D’aprés la démonstration
ci-dessus, il existe un homomorphisme injectif f:1— J tel que foi =j.

2) Soit (I, i) une enveloppe injective de M. Identifions M au sous-module (M)
de 1. Pour tout sous-module N de M, il existe un sous-module injectif de I qui est
une enveloppe injective de N (appliquer la remargue 1 & N). Inversement, tout
sous-module injectif J de I est enveloppe injective de J ~ M. ‘

ProPposITION 14, — Soit | un A-module injectif non nul. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) 1 est indécomposable (V11, § 4, no 8, déf. 3);

(ii) O #’est pas intersection de deux sous-modules non nuls de 1,

(iii) 1 est Penveloppe injective de tous ses sous-modules non nuls ;
(iv) lanneau End, (I) est local (VIIL, § 1, n° 4, déf. 4).

(1) = (iii) : soit M un sous-module non nul de L. D’aprés la remarque 2 ci-dessus,
il existe un sous-module I' de I, qui est une enveloppe injective de M. Comme I
est non nul et facteur direct dans I, on a I = I’ si I est indécomposable.

(ii1) = (i) : soient E et F deux sous-modulesde I, telsque E~ F = 0.S1 E # 0,
alors I est enveloppe injective de E d’aprés (iii), donc « E~» F = 0» implique
«F=0»

(ii) = (i) : c’est trivial.

(iv) = (1) : cela résulte de VIII, § 1, n° 6, prop. 13.

(1) = (iv) : supposons [ indécomposable. Notons d’abord que tout endomorphisme
injectif f de I est bijectif (puisque f(I) est alors un sous-module facteur direct non
nul de I). Par ailleurs, tout endomorphisme f de I, dont la restriction & un sous-
module E non nul de I est injective, est injectif (en effet, puisque (i) = (iii), T est
enveloppe injective de E, donc «En Ker f=0» implique « Ker f = 0»).
Cela étant, soit f un élément non inversible de End, (M) ; d’aprés VIII, § 1, no 4,
prop. 9, il s’agit de prouver que 1 — f est inversible. Comme f n’est pas injectif,
ona Ker f # 0; comme la restriction de I — fa Ker fest injective, | — fest injectif,
donc bijectif.

COROLLAIRE 1. — La relation « 1 est une classe de A-modules injectifs indécompo-
sables » est collectivisante.

En effet, d’aprés (iii) tout A-module injectif indécomposable est enveloppe injec-
tive d'un A-module monogeéne.

COROLLAIRE 2. — Soient M un A-module, 1 une enveloppe injective de M. Pour que
I soit indécomposable, il faut et il suffit que O ne soit pas intersection de deux sous-
modules non nuls de M.

La condition est nécessaire d’aprés la prop. 14 ((i) = (ii)). Inversement, si I est
somme directe des sous-modules non nuls I, et I,, on a :

I nM# 0, LnM#20 e I, "M)~nI,"nM)=0.
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Exemple 2. — Si A est commutatif et ncethérien, les A-modules injectifs indécompo-
sables sont exactement les enveloppes injectives des modules A/p ou p est un idéal
premier (X, p. 171, exercice 27).

10. Structure des modules injectifs

Lemme 4. — Soient M un A-module nethérien non nul, 1 une enveloppe injective de M.
Alors 1 posséde un sous-module injectif indécomposable.

On peut évidemment supposer que M est un sous-module de I. Soit N un sous-
module de M, tel que I ne soit pas une enveloppe injective de N et maximal pour
cette propriété. D’aprés la remarque 2 (X, p. 21), il existe un sous-module I; de I
qui est une enveloppe injective de N ; alors I, est facteur direct dans I, soit J un
supplémentaire. On a J # 0, montrons que J est indécomposable. Si J' est un sous-
module facteur direct non nulde J, ona J'~n M # 0 et

JnM)ANcInI;=0.

Le sous-module N’ = (J' n M) + N de M est somme directe de J'n' M et N,
donc contient strictement N. Par ailleurs N’ est contenu dans le sous-module J'+1,
de J, qui est somme directe de J' et 1,, donc injectif. D’apreés le caractére maximal
de N, cela implique J' + I, = I, donc J' = J, et J est indécomposable.

Notons # I'ensemble (X, p. 21, cor. 1) des classes de A-modules injectifs indé-
composables. ‘

Rappelons (X, p. 17, cor. 1) que, si A est ncethérien a gauche, tout A-module
somme directe de A-modules injectifs est injectif.

THEOREME 3. — Soit I un A-module injectif.

a) Si 1 est I’enveloppe injective d'un A-module nethérien M, 1 est somme directe
d’une famille finie de sous-modules (injectifs) indécomposables.

b) Si A est neethérien a gauche, 1 est somme directe d’une famille de sous-modules
(injectifs) indécomposables.

c) Si 1 est somme directe de sous-modules (injectifs) indécomposables, il existe
une famille de cardinaux (ag)g . 4, et une seule, telle que 1 soit isomorphe a

@ Ee
Ees

Notons d’abord que ¢) résulte de la prop. 14 (X, p. 21) et de VIII, § 1, n° 7, théo-
réme 2. Démontrons a).

Soit N un sous-module de M dont les enveloppes injectives soient somme directe
d’une famille finie de sous-modules indécomposables, et maximal pour cette pro-
priété (il en existe puisque M est neethérien). D’aprés la remarque 2 (X, p. 21), il
existe un sous-module I, de I qui est une enveloppe injective de N. Si I; =1, la
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démonstration est achevée; sinon, soit J un supplémentaire de I, dans 1. Alors J
est enveloppe injective du module neethérien J » M (loc. cit.), donc posséde un
sous-module injectif indécomposable J’ (lemme 4). Alors I, + J' est injectif, somme
directe d’une famille finie de sous-modules indécomposables, et enveloppe injective
du sous-module (I, + J') n M de M qui majore strictement N, d’ou une contra-
diction.

Supposons A ncethérien a gauche et démontrons b). Soit X ’ensemble somme
des ensembles Hom, (E, I) pour E € #. A chaque partie Y de X associons un
A-module Ey et un A-homomorphisme fy : Ey — I de la fagon suivante : Y est
la somme d’une famille (Y(E))g., ot Y(E) = Hom, (E, I), on pose

Eyv = @ E(YE)
Ec ¥

et la composante de f sur le facteur direct de Ey correspondant & I'élément y de
Y(E) = Hom, (E,I) est y : E — L. Soit Y une partie de X, telle que fy soit injectif
et que Y soit maximal pour cette propriété (une telle partie existe d’apres E, 111,
p. 20); il suffit de prouver que fy est bijectif. Sinon, soit J un supplémentaire du
sous-module injectif Im (fy) de I ; puisque J est non nul, il possede un sous-module
neethérien non nul (parce que A est supposé ncethérien), donc aussi un sous-module
injectif J' non nul enveloppe injective d’un module ncethérien. D’aprés a), J' est
somme directe d’une famille finie non vide de sous-modules indécomposables. 11
existe donc une partie finie Y non vide de X telle que fy applique bijectivement
Ey sur J. Comme Im(fy)nJ =0, ona YNnY = et fy, y est injectif;
cela contredit le caractére maximal de Y et achéve la démonstration.

§ 2. COMPLEXES DE A-MODULES

Dans ce paragraphe, on désigne par A un anneau. Lorsque nous parlerons de A-
modules sans préciser, il sera toujours question de A-modules a gauche.

Nous appellerons modules gradués les modules gradués de type Z (II, p. 164).
Si M est un A-module gradué, de graduation (M,), <z, on pose M" = M_, et on
dit que M, (resp. M") est la composante homogéne de degré descendant n (resp.
de degré ascendant ) de M. Siu : M — N est un homomorphisme gradué de degré p
de A-modules gradués (I1, p. 166), on note u, : M, » M, ., (resp. u" : M" -» M"7¥)
’homomorphisme déduit de u ; on appelle la composante homogéne de degré des-
cendant (resp. ascendant) n de u ; on dit aussi que u est de degré descendant p ou de
degré ascendant — p.

1. Complexes de A-modules

DEFINITION 1. — Un complexe différentiel de A-modules est un couple (C, d) formé
d’un A-module gradué C et d’un endomorphisme d : C — C gradué de degré des-
cendant — 1 et tel que dod = 0.
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On dit aussi complexe de A-modules, ou A-complexe, ou complexe. On écrit
souvent C au lieu de (C,d) ; 'endomorphisme d s’appelle la différentielle du
complexe (C, d), ou par abus de langage de C.

SiC, (resp. C") est la composante homogéne de degré descendant (resp. ascendant)
n de C, la donnée de 4 équivaut a celle de la suite d’homomorphismes

(1) Cn+1 Dot Cn & Cn—l
resp.
(1/) Ccr-1 dn—1 Cr 'id Crtit

telle que d,eod,,, = 0 pour tout ne Z (resp. d”od"~ ! = 0 pour tout n € Z). Par
abus de langage, on appellera aussi complexe la donnée d’une telle suite de A-
modules et d’homomorphismes.

On remarquera, 2 titre mnémotechnique, que lorsqu’on « suit le sens des fleches » dans les
diagrammes (1) et (1), le degré descendant diminue et le degré ascendant augmente.

Tout A-module gradué sera tacitement considéré comme un complexe en le
munissant de la différentielle nulle ; les complexes ainsi obtenus seront appelés
complexes a différentielle nulle. En particulier, tout A-module M sera muni de
'unique structure de A-complexe telle que My = M° = M. Le complexe (C, d)
est dit nul si C est réduit a 0. Dans la suite, on note 0 un complexe nul, choisi une
fois pour toutes.

Adjoignons 4 I’ensemble ordonné Z deux éléments notés — o0 et + oo ; notons
Z ’ensemble obtenu, et munissons-le de la relation d’ordre prolongeant celle de Z
et telle que — oo < n < + oo pour tout n € Z; toute partic de Z posséde une
borhe inférieure et une borne supérieure.

Soit C un complexe ; on appelle bornes droite et gauche ! de C les éléments
b,C) et b(C) de Z définis par

b(C) = inf{neZ C,#0}, bC)=sup{neZC,#0}.

On dit que C est nul @ droite si by(C) > 0, borné a droite si b(C) # — <o, nul a
gauche si b,(C) < 0, borné a gauche si b,(C) # + o ; on dit que C est borné si

by(C) # — o, b(CO) # + = .

On appelle longueur > de C et on note /(C) 'élément de Z défini comme suit :
si Cest nul, (C) = — o0 si C est borné et non nul /(C) = 5,(C) — by (C); si C

! Les mots de droite et gauche sont relatifs & la description de C & I'aide des diagrammes (1) et (1").
2 On ne confondra pas la notion de longueur du complexe (C, d) et celle de longueur du module C
(I1, p. 21).
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n’est pas borné, /(C) = + oo. * Avec les conventions de TG, 1V, p. 13-17, on a
toujours /(C) = 5,(C) — by(C). ,

Par exemple, si kK composantes consécutives de C sont non nulles, les autres étant nulles, on
allCO)=k—-1s1k>0,I(C)=—-wsik=0

On dit que le complexe (C, d) est libre, projectif, plat, injectif, si chacun des
modules C, I’est. On notera que le complexe (C, d) est projectif ou plat si et seule-
ment si le module C 'est (11, p. 39, prop. 3 et X, p. 8, prop. 4), mais que C peut
étre libre sans que le complexe (C, d) le soit (puisqu’un facteur direct d’un module
libre n’est pas toujours libre), de méme que (C, d) peut étre injectif sans que C
le soit (X, p. 170, exercice 21).

Soit (C, d) un complexe. On pose Z(C, d) = Ker (d), B(C,d) = Im (d); ce
sont des sous-modules gradués de C, appelés respectivement le module des cycles
et le module des bords de (C, d) ; les composantes homogénes de Z(C, d) et B(C, d)
se notent Z,(C,d) = Z7%C, d), B,(C,d) = B™%(C,d); on a Z,(C, d) = Ker (d,),
B,C,d) = Im (d,,,). ZXC, d) = Ker (d"), BYC, d) = Im (d"™ ).

Puisque dod = 0,7on a B(C) = Z(C); deux cycles sont dits homologues si leur
différence est un bord ; le module gradué quotient H(C, d) = Z(C, d)/B(C, d) est
appelé le module d’homologie de (C, d) ; ses éléments sont les classes d’homologie ;
ses composantes homogeénes sont notées H (C, d) = H™*(C, d).

Exemple. — Si C est a différentielle nulle, on a Z(C) = C, B(C) = 0 et H(C) s’iden-
tifie canoniquement a C.

On a des suites exactes, dites canoniques :

(L) 0— Z,(C)— C, 2 B,_,(C)— 0
(IT,) 0-— B,(C)— Z,(C)— H(C)— 0
(I11,) 0 — B,(C) — C,— C,/B,(C) — 0
v, 0 — H,(C) — C,/B,(C) 2 B,_,(C) —> 0

ol 8, et 8, sont déduits de d,. Par combinaison de (IV,) et (I,_,), on obtient la
suite exacte

(V) 0 - H/(C) - C/B(C)»Z, (C)>H,_(C) >0,
qui s’écrit aussi, changeant n en — n
(V" 0 - HY(C) —» C*B"(C) - Z""}(C) >, H"*1(C) -» 0.

DEFINITION 2. — Soient (C, d) et (C', d’) deux complexes. Un morphisme ! de (C, d)
dans (C', d") est un A-homomorphisme gradué u de degré 0 de C dans C’ tel que

dou=uod.

L Ou morphisme de degré 0 (cf. X, p. 81).

BOURBAKI. — Algébre X' 2
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Pour tout n, on a donc djou, = u,_y0d, et d"ou" = y"*1od" On a
uZ(C)) = Z(C),  uB(C) = B(C),

et on note Z(u) : Z(C) — Z(C"), B(u) : B(C) » B(C"), H(x) : H(C) - H(C"), les
homomorphismes de A-modules qu’on en déduit; les composantes homogénes
de ces morphismes sont notées Z,(u), Z"(w), ...

Si v est un autre morphisme de (C, d) dans (C’', d"), alors # + v est un morphisme
de (C,d) dans (C',d"), et on a

Zu + v) = Z(u) + Z(v),  B(u + v) = Bw) + B(v), H@u + v) = Hw) + H(v) .

De méme, si A est une algébre sur un anneau commutatif %, et si A e k, alors Au
est un morphisme de (C, d) dans (C’,d") et on a

Z(wu) = M(u) , B(Au) = AB(v), H(Auw) = AH@) .

Siu :(C,d) — (C",d") est un autre morphisme de complexes, alors u’ o u est
un morphisme de (C, d) dans (C”,d"”) et on a

Zw ou) = Zw) o Z(u), B(u ou) = B@)oBu), H(u ou)=Hu')o H(u).

Il est clair qu'un morphisme bijectif est un isomorphisme.

DEFINITION 3. — Soient (C, d) et (C', d") deux complexes. Un homologisme (ou quasi-
isomorphisme) de (C, d) dans (C',d") est un morphisme u de (C,d) dans (C',d’")
tel que H(u) soit bijectif.

Tout isomorphisme est un homologisme, tout morphisme composé d’homolo-
gismes est un homologisme.

On dit que (C, d) est d’homologie nulle st H(C) = 0, c¢’est-a-dire si 'unique mor-
phisme de complexes 0 — C (resp. C — 0) est un homologisme. On dit que (C, d)
est acyclique en degré descendant n (resp. en degré ascendant n) si H,(C) =0
(resp. HY(C) = 0).

Soient (C, d) un complexe et pe Z. On appelle p-iéme translaté de (C,d) le
complexe (C(p), d(p)) obtenu comme suit : C(p) est le A-module obtenu par déca-
lage de p de la graduation de C (II, p. 163, exempie 3), de sorte que

C(p)n = Cn+p s C(p)n = Cn—p;

en particulier C(p), = C,; on notera aussi que C est la somme directe de ses sous-
modules gradués C,(— p), pe Z (resp. C¥(p), peZ). On pose d(p) = (— )P d.
On a Z(C(p)) = Z(C) (p), B(C(p)) = B(C) (p) et H(C(p)) = H(C) (p).
Par exemple, d est un morphisme de complexes de C dans C(— 1) et
H(d) : H(C) - H(IC) (- 1)

est nul.
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Pour tout morphisme de complexes u : (C, d) —» (C',d’), et tout pe Z, u est
ausst un morphisme de (C(p), d(p)) dans (C'(p), d'(p)); on le note parfois u(p)
et on a

u(p)n = un+p s u(p)n = un—p .

2. Opérations sur les complexes

Sur 'ensemble A x A, les deux lois

(a,b) + (@, b)Y=(a+ a',b+b)
(a,b) (@', b") = (ad’, ab’ + ba')

définissent une structure d’anneau, notée A(g), d’élément unité 1 = (1, 0) ; I'injec-
tion a — (a, 0) = al permet d’identifier A 4 un sous-anneau de A(g) ; le module A(g)
est libre de base { 1, } olie = (0, 1); on a &2 = 0 et € est central dans A(g).

Lorsque A est commutatif, A(g) est une algébre de nombres duaux sur A (111, p. 15).

Munissons A(g) de la graduation d’anneau (11, p. 164) pour laquelle A(g), = A.1,
A(e).; = A.cet Ag), = O pour n # 0, — 1. 1l est clair que se donner une struc-
ture de A-complexe sur un ensemble C revient & se donner sur C une structure de
A(e)-module gradué, la différentielle d correspondant & 'homothétie €. ; de méme
les morphismes de complexes correspondent aux homomorphismes gradués de
degré 0 de A(e)-modules gradués. Les espéces de structure de A(e)-modules gradués
et de A-complexes sont donc équivalentes (E, IV, p. 9-10). Nous utiliserons ce fait
pour transporter & la théorie des complexes, les notions usuelles de la théorie des
modules gradués.

A la notion de sous-A(g)-module gradué correspond celle de sous-complexe :
un sous-complexe du complexe (C, d) est donc un sous-module gradué C’ de C
tel que, pour toutn e Z, d,(C;) = C,_; si on note d’ le A-homomorphisme gradué
de C’ dans C’ déduit de d, alors (C’, d') est une structure de complexe, dite induite
par (C, d). Sauf mention expresse du contraire, tout sous-complexe sera muni
de la structure induite.

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter de méme les notions de complexe-
quotient, suite exacte de complexes, noyau, conoyau, image d’un morphisme de
complexes, suivant le dictionnaire ci-dessous :

A(g)-module gradué quotient = complexe quotient,

noyau, conoyau, image d’'un A(g)- noyau, conoyau, image d’un morphisme
homomorphisme gradué de degré 0 } de complexes,

suite exacte de A(g)-modules gra-

dués et d’homomorphismes gra- » = suite exacte de complexes.

dués de degré 0
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Par exemple, les suites exactes canoniques du n° 1 donnent des suites exactes de
complexes, dites canoniques

(D) 0— Z(C) - C>5BO) (- H—0,

(I0) 0— B(C) - Z(C)—> HIC)— 0,

(111) 0—BC) —C—C/B(C)— 0,

(IV) 0 — H(C)— C/B(C) & B(C) (- 1) — 0,

V) 0— H(C)— C/B(C)— Z(C) (- H)— HIO)(~ 1)— 0.

On définit de méme les notions de somme directe de complexes, systéme inductif
de complexes, limite inductive d’un systéme inductif de complexes.

Soit (C,, d,) une famille de complexes. On appelle produit de cette famille et on
note [ (C,, d;) le complexe (C, d) obtenu comme suit :

iel i
a) pour chaque neZ, C, est le A-module produit [] (C)), des composantes
iel

homogeénes (C,), des complexes donnés,

b) pour chaque neZ,d,:C,—> C,_, est le A-homomorphisme de compo-
santes (d,),.

Lorsque I est fini, [ | (C,, dy) est égal & @ (C,, d;). On prendra garde qu’en général,

iel iel

le A-module sous-jacent au complexe produit [](C;, d)) n’est pas le A-module

produit [] C;.
iel

Considérons une famille (resp. un systéme inductif filtrant) (C,); ., de complexes.
Soit C la somme directe (resp. la limite inductive) des C,, et soient «; : C; » C
les homomorphismes canoniques. Alors les H(a,) : H(C,) - H(C) définissent un
homomorphisme gradué de degré 0, dit canonique, de @ H(C,) (resp. 1i_m>H(Ci))

) iel iel
dans H(C). De méme, les projections canoniques [ | C; - C; définissent un homo-
iel

morphisme gradué de degré 0, dit canonique, de H(] [C,) dans [ [(H(C))).
P g g g i (o)

iel

PROPOSITION 1. — Pour toute famille de complexes (C)); .1, les homomorphismes
canoniques
2 @ HC)->HE@C), H(J]C)- []HC)
iel iel iel iel
sont bijectifs.
Pour tout systéme inductif filtrant de complexes (C), .1, I’homomorphisme cano-
nique

3) 11_51 H(C) — H(l.i—:? C)

est bijectif.
Cela résulte aussitét de I1, p. 14, cor. 1 ala prop. 7, p. 11, cor. a la prop. 5, et p. 91,

prop. 3.
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3. L’homomorphisme de liaison et la suite exacte d’homologie

Dans ce numéro, on considére une suite exacte de complexes
0—-C-5L5C5HC'—0;
notons par la méme lettre 4 les différentielles de C, C' et C”.
Soit I" I'ensemble des x € C tels que dx e lm (u); pour xeT, on a

d(u'(dx) = u(dd(x) =0,
donc ;41(dx) e Z(C') ; on a aussi dv(x) = v(dx) e Im (vo u) = 0, donc v(x) e Z(C") ;
considérons alors I'application hnealre o: T - H(C”) x H(C) qui applique tout
éiément x € I' sur la classe de (v(x), u (dx))

Lemme 1. — L’image o) de T dans H(C") x H(C') est le graphe d’un A-homo-
morphisme gradué de degré — 1 de H(C") dans H(C').

a) Si xeT et si v(x) e B(C”), alors -ul(dx) e B(C’) : il existe en effet z" € C” tel
que v(x) = dz’, puis ze C tel que z” = 1(z), donc v(x) = v(dz), puis +' € C’ tel
que x — dz = u(t’), ce qui donne dx = u(dt’), donc _ul(dx) = dt’ € B(C").

b) Tout élément de Z(C") st I'image par v d'un élément x de C tel que v(dx) = 0,
i.e. dx e Imu, c’est-a-dire tel que xeT.

¢) Il résulte de a) et b) que @(I') est bien un graphe fonctionnel ; comme ¢ est
bihomogéne de bidegré (0, — 1), cela achéve la démonstration.

L’homomorphisme gradué de degré — 1 de H(C") dans H(C’) ainsi défini s’ap-
pelle I’homomorphisme de liaison relatif d la suite exacte (u, v) ; on le note d(u, v)
ou 0,, ou simplement J. Ses composantes homogénes sont notées

8u, v) : HAC") - H,_(C) et &(u,v):HY(C") - H*Y{C).
Par définition, pour construire I'image d’une classe o« € H,(C”) par ¢, on choisit
un cycle z” € Z,(C") dans la classe o, puis un élément x de C, tel que v(x) = z";

alors dx est de la forme u(¢'), t' € C,_,, et d(at) est la classe d’homologie de ¢'.
En termes de correspondances, 0,(u, v) s’obtient donc a partir de la correspon-

dance _ui,_l od,o _vi, entre C; et C,_,, par passage aux sous-ensembles Z (C")
et Z,_(C"), puis a leurs quotients H,(C") et H,_,(C’). Cela montre notamment
que, si on remplace C, C', C”, u, v par C(p), C'(p), C"(p), u(p), v(p), on a

) ou(p), v(p)) = (— 1" 0(u, v) ;
de méme, si A et u sont deux éléments inversibles du centre de A, on a
(5) 80w, pv) = AT u T A, v) .

On peut aussi relier é(u, v) au diagramme du serpent (X, p. 4). D’aprés loc. cit.,
prop. 2, les suites

0— Z,(C) 2% Z,C) 243 Z,(C")
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et

C,/B,(C)—= C,/B,(C)—= C;/B,(C)— 0,
olt u, et v, sont déduits de u et v, sont exactes. Utilisant les suites exactes cano-
niques (V,), on obtient un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes

0 0 0

! } :

HC) -2 H -2 HC)

| / l

C}/B,(C") —2— C,/B,(C) —Z—» C}/B,(C") — 0

| | |

0—=2Z, ,(C) 2= 7, ,(C) 207, ,(C)

| b |
H, ,(C) 2% H, (0 2=y, (C)

' | |

0 0 0

L’homomorphisme H,(C") — H,_,(C’) associé¢ & ce diagramme (loc. cit., prop. 2,
(iii)) coincide par construction avec 8,(u, v). Cela entraine en outre que la suite
d’homomorphismes (H,(w), H,(v), 8,(u, v), H,_ (), H,_,(v)) est exacte; par
conséquent :

THEOREME 1. — La suite illimitée d’homomorphismes de A-modules

H, ()

ERN H”+ 1(C//) M’_U_)) Hn(c /) Hn(c) Hn(v) Hn(cll)

On(u,0) Hn_l(cl) H,_4(») Hn-1(C) H,-:(v) Hn—l(c/’) G 1(u,0) Hn_z(cr) e

est exacte.
Cette suite s’appelle la suite exacte d’homologie associée a la suite exacte (u, v) ;
on ’écrit parfois sous la forme dun triangle exact de A-modules

H(C)

H(uy “I(r)

H(C") =— H(C").

8(u, v)

COROLLARE !. — Si deux des complexes C, C', C" sont d’homologie nulle, le troi-
siéme [’est aussi. Pour que u (resp. v) soit un homologisme, il faut et il suffit que C”
(resp. C') soit d’homologie nulle. Pour que 0(u, v) soit bijectif, il faut et il suffit que C
soit d’homologie nulle.
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COROLLAIRE 2. — Soit u un morphisme de complexes. Si Keru et Coker u sont
d’homologie nulle, alors u est un homologisme.

En effet, soit # : E — E’ un morphisme de complexes. Si Ker u (resp. Coker u)
est d’homologie nulle, alors le morphisme canonique E — Im u (resp. Imu — E’)
est un homologisme d’aprés le corollaire 1.

PROPOSITION 2. — Considérons un diagramme commutatif de complexes a lignes
exactes
0—C —>C—>C —0
S f S
N
0—C, —C;—C] — 0.
Alors H(f") o 8(u, v) = 6(uy, v1) o H(f").
Soit o” € H(C"); soient z” un cycle de classe a” et x un élément de C tel que
v(x) ==z";ona

(Bupwy o HUM) (@) = 8,,,,(f"(2") = u7 Ydf () = f'(u™"(dx)) =

= H(f") (@™ "(dx) = (H(f") 2 d,,) (@) .

Exemple. — Soit C un complexe. Considérons la suite exacte canonique
(D 0—Z(CO)b CHBCO)(-1)—0,

et soit i : B(C) » Z(C) l'injection canonique. Alors ’homomorphisme de liai-
son 0(J,8) : H(B(C)) (— 1) » H(Z(C)) (— 1) s’identifie & H(i) (— 1), comme on
le vérifie aussitét. Comme H(8) = 0, la suite exacte d’homologie associée a (I) se
décompose en les suites exactes courtes

(11, 0— B,(C) 5 Z, O H(C)— 0.
* Applications :

1) Homologie singuliére

Soit A un anneau. Pour tout espace topologique X, on définit le complexe singulier C(X, A)
de X a coefficients dans A de la fagon suivante :

Dans R™, notons (e,) la base canonique ; on appelle n-simplexe canonique I’enveloppe convexe
A,de{ey, ....e, }. Pourie {0, ..., n} on définit 'application affine1, : A,_, > A, par i,(e;)=¢;
pour k < i et 1(e,) = €4, pour k = i. On note C,(X, A) le A-module A®®)  ou T, (X) est
Pensemble des applications continues de A, dans X ; pour » < 0, on pose C, = 0. Pour
ie{0,..,n}, on définit 'application linéaire 6, : C,(X, A) = C,_ (X, A) par ,,{e) = ¢
pour seZ,(X), et on pose d, = = (— 1)'4,, On vérifie que

soty

o Cu(X, A) 2 €l (X, A) o

est un complexe. Son homologie est appelée homologie singuliére de X a coefficients dans A
et se note H(X, A) ou simplement H(X).

Si Y est un sous-espace de X, on note C(X, Y, A) le complexe quotient C(X, A)/C(Y, A), et
H(X,Y, A) son homologie. Il résulte du théoréme ! que I'on a une suite exacte :

= HY,A) > H,X,A) ->H,X,Y,A) - H,_(Y,A) » H,_,(X, A) » -
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2) Complexes cellulaires finis

Soit X un espace topologique séparé. Une décomposition cellulaire finie de X est donnée par
une suite croissante (X,), .z de sous-espaces fermés de X satisfaisant aux conditions suivantes :

) X, =& pour n <0;

(ii) il existe un N tel que Xy = X (donc X, = X pour n > N);

(iii) pour tout s, I'espace X, — X,_{ n’a qu'un nombre fini de composantes connexes, appelées
cellules de dimension # ;

(iv) pour tout n, et pour toute composante connexe C de X, — X, _, il existe un homéomor-
phisme de la boule euclidienne ouverte ]§n de dimension n (TG, VI, p. 10) sur C qui se prolonge
en une application continue de la boule fermée dans X.

On peut montrer que ces conditions entrainent que H,(X,, X,-1, A) est un A-module libre I',
de rang égal au nombre de cellules de dimension », et que H/(X,, X,-1, A) = 0 pour i % »n. On
aCX,X,-1,A) = CX,,, X,_2, AYC(X,_ 1, X,_2. A), d’0oll une suite exacte

H,(X 0 Xpm) = Hy(X, X2 1) =2 Hy oy (Xm s X ) = Ho s (X0 X))

comportant un homomorphisme de liaison d, : ', > I',_;. On a d,od,,; = 0, ce qui permet

de définir un complexe I' : ... — 1',,& T,_y— .
La suite exacte

Hn+l(Xp’ Xp— 1) i Hn(Xp—1> - Hn(Xp) - Hn(Xps Xp—1) - Hn—-l(Xp—l)

montre par récurrence sur p que H,(X,) = 0 pour p < n, que H(X,) = Ker (d, : T, - [,_,)
et que H,(X,) = H,(I) pour p > n. En particulier H,(X) s’identifie 4 H,(I').

Exemple. — Considérons le produit de spheres S, x S, et 1’espace projectif complexe P,(C).
Soit b€ S,, on définit une décomposition cellulaire (Y,) de Y = S, x S, en posant

Yo=Y, ={(}b}, Y,=Y3=({b} xS))uS, x{b}) et Y,=8,x8,;

cette décomposition comporte une cellule de dimension 0, deux de dimension 2 et une de dimen-
sion 4. Les différentielles du complexe associ¢ sont nécessairement nulles, donc Hy(Y), H,(Y)
et H,(Y) sont libres de rang 1, 2 et 1 respectivement, et H (Y) = O pour n¢ {0,2,4 }.

On obtient une décomposition cellulaire (Z,) de P,(C) en posant

Zy=Z ={c}, Z,=Z,=P(0), Z,=P,0),

’espace P, (C) étant plongé dans P,(C) (TG, VIII, p. 20), et ¢ étant un point de P(C): cette
décomposition comporte une cellule de dimension 0, une de dimension 2 et une de dimension 4.
Ici encore les différentielles du complexe sont nécessairement nulles, et il en résulte que H,(P,(C))
est isomorphe & A pourne {0, 2,4} et 4 0 sinon.

Comme les modules d’homologie en degré 2 des deux espaces considérés sont libres de rang 2
et 1 respectivement, ces espaces ne sont pas homéomorphes.

4. Homotopies

DEFINITION 4, — Soient (C, d) et (C', d') deux complexes, f et g deux morphismes
de C dans C'. On appelle homotopie reliant f d g tout A-homomorphisme gradué s
de degré 1 de C dans C' tel que g — f=d o5+ sod.

On dit que f et g sont homotopes, s’il existe une homotopie reliant f d g.

Si % est un troisiéme morphisme de C dans C’ et si s (resp. f) est une homotopie
reliant f4 g (resp. g & A), alors s + ¢ est une homotopie reliant f'a & ; par suite, la
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relation « f et g sont deux morphismes homotopes de C dans C’ » est une relation
d’équivalence, dont les classes sont appelées les classes d’homotopie de morphismes
de C dans C'.
* Etant donnés deux espaces topologiques X et Y, et une application continue f: X — Y, on
définit une application linéaire f,, du complexe singulier (¢f. n° 3) C(X, A) dans C(Y, A) en posant
Sile) = e, pour se X, (X). Cette application est un morphisme de complexes.
Deux applications continues f et g de X dans Y sont dites topologiquement Aomotopes s’il
existe une application continue 4 de (0, 1] x X dans Y telle que A(0, x) = f(x) et A(1, x) = g(»)
pour tout x € X. On montre que, si f et g sont topologiquement homotopes, les morphismes f,
et g, sont homotopes au sens de la définition 4 ci-dessus. C’est ce fait qui est 2 'origine de la
terminologie utilisée en algtbre.

PROPOSITION 3. — Si f et g sont deux morphismes homotopes de C dans C', alors

H(f) = H(g).

Soit s une homotopie reliant 4 ¢g. On a
(g ~NZEQ) = (dos+ s0d)(ZC) = (d' o 5)(Z(C) = BIC),
donc H(g — /) = 0 et H(g) = H(/).
COROLLARRE. — Un morphisme homotope d un homologisme est un homologisme.

PROPOSITION 4, — Soient C, C', D, D’ quatre complexes, f : C - C', g : C - C/,
u:D - C, v:C - D’ quatre morphismes. Si s est une homotopie reliant f d g,
alors v o s o u est une homotopie reliant vofou d vogou. Sifetg sont homotopes,
vofou et vogou le sont aussi.

C’est clair.

COROLLAIRE. — Soient C, C', C” trois complexes, f et g deux morphismes de C dans C/,

f1 et g, deux morphismes de C' dans C". Si s et s, sont des homotopies reliant fd g

et f1 4 g, respectivement, alors s, o f + g4 o s est une homotopie reliant fy o fd g, 0 g.

Si f et f, sont homotopes a g et g, respectivement, alors f, o f est homotope d g, o g.
En effet, s, o frelie fiofa g,ofetg,osrelieg,ofag,og.

DEFINITION 5. — Un morphisme de complexes f : C — C’ est appelé un homotopisme
8’il existe un morphisme f':C' — C tel que f"of et fof' soient homotopes d ¢
et 1. respectivement.

Il est clair que f” est alors aussi un homotopisme ; on dit aussi que f* est réciproque
de f a homotopie prés. Si f' et f{ sont tous deux réciproques de /a4 homotopie prés,
alors f' et fi sont homotopes (en effet d’aprés le corollaire précédent, f{ = f{ o 1o
est homotope a f{ o fof’, donc & lcof’ = f).

PROPOSITION 5. — Un homotopisme est un homologisme ; un morphisme composé
d’homotopismes est un homotopisme. Un morphisme homotope @ un homotopisme
est un homotopisme.

Soient f:C —» C' et f; : C' - C” des homotopismes de complexes, f/' : C' - C
et fi : C" - C’ des morphismes réciproques 4 homotopie prés. On a

H(f) e H(f) = H(f"of) = H(lg) = lye (prop. 3)
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et de méme H(f) e H(f") = 1y donc H(f) est bijectif et f est un homologisme.
D’autre part, (f'of7]) o (f;of) est homotope a f' o 1o of (prop. 4), donc & 1;
de méme, (fy of) o (f' o f1) est homotope & 1. et f; o f est un homotopisme. Enfin,
si g : C = C’ est un morphisme homotope a f, /' o g est homotope & f' o f, donc
a lq; de méme, g o /' est homotope & fo f’, donc & 1. et ¢ est un homotopisme.

COROLLAIRE. — Soient C, C', D, D’ quatre complexes, f : C — C’' un morphisme,
u:D - Cetv:C' — D' des homotopismes. Pour que v o fou soit un homotopisme
(resp. un homologisme), il faut et il suffit que f en soit un.

Si f est un homotopisme (resp. un homologisme), alors vo fou est composé
d’homotopismes (resp. d’homologismes), donc en est un. Inversement, soit i et v
des morphismes réciproques de u et v & homotopie prés; alors vo (vofou)ou
est homotope & f d’aprés la prop. 4; d’ou la conclusion d’aprés la prop. 5, et le
corollaire de la prop. 3.

On dit que le complexe C est homotope d zéro si 1 est homotope a 'application
nulle, c’est-a-dire s’il existe un A-endomorphisme gradué s de degré 1 de C tel
que 1o = sod + dos. Cela revient aussi & dire que "unique morphisme 0 - C
(resp. C — 0) est un homotopisme. Un complexe homotope & zéro est d’homologie
nulle (prop. 5).

Exemple. — Soient u : M — N et v : N - P des homomorphismes de A-modules
tels que v o u = 0; soit C le complexe tel que C, =M, C; =N, Cy =P, C; =0 pour
i#0,1,2,d,=ud, =v,d=0pouri#l,2 Alors C est d’homologie nulle
si et seulement si la suite 0 > M 5 N = P — 0 est exacte. 1l est homotope d zéro
si et seulement si cette suite est scindée. En effet, dire que C est homotope a zéro
signifie qu’il existe des A-homomorphismes s:P >N et t:N->M tels
queves = lp,sov + uot = ly, tou = 1, cela implique que la suite est scindée ;
inversement si s est une section A-linéaire de v, on définit # par uet = 1y — so v,
ce qui est possible puisque vo(ly — sov) =v —vosov = 0.

5. Complexes scindés

ProposITION 6. — Soit (C, d) un complexe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe un homotopisme de (C, d) sur (H(C), 0) ;
(i) il existe un A-endomorphisme s de C, gradué de degré 1, tel que d = doso d,;
(iii) B(C) et Z(C) sont des sous-modules facteurs directs de C
(iv) (C, d) est somme directe de sous-complexes qui sont soit de longueur 0, soit
de longueur 1 et d’homologie nulle.

(i) = (ii) : soit ¢ : C —» H(C) un homotopisme; il existe alors un morphisme de
complexes { : H(C) — C et un endomorphisme s de C, gradué de degré 1 tel que
Yop=1.—5s0d—does.Onadoy ={yo0 =0,donc

0=doYop=d—dosod — dOd?S =d—dosod, d'ol(ii).
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(i) = (iii) : soit s comme dans (ii). Alors de (1 — sod) = 0, donc 1o — sod
est un projecteur de C sur Z(C), et (do s)o d = d, donc d o 5 est un projecteur de C
sur B(C).

(iii) = (iv) : pour chaque n € Z, posons Z, = Z,(C), B, = B,(C) et choisissons des
sous-modules K, et B,de C, telsque C, = B, @ Z,, Z, = K, @ B,. Alors

Ew =K, (~n) et F, =B(-n®B,_,(1-n

sont des sous-complexes de (C, d);ona (C,d) = @ (E, @ F,); chaque E, est,
nelZl

soit nul, soit de longueur 0, chaque F, est soit nul, soit de longueur 1 et d’homo-
logie nulle, d’otr (iv).

(iv) = (i) : il suffit de remarquer que (i) est satisfait lorsque C est de longueur zéro,
ou d’homologie nulle et de longueur 1.

DEFINITION 6. — Un complexe C est dit scindé s'il satisfait aux conditions équivalentes
de la prop. 6.

Un endomorphisme s de C satisfaisant a la condition (ii) de la prop. 6 est appelé
une scission de C.

Exemples. — 1) Un complexe a différentielle nulle est scindé.

2) Les complexes homotopes & zéro sont les complexes scindés d’homologie nulle,
i.e. les complexes C tels que H(C) = 0 et que Z(C) soit facteur direct dans C.

3) Soient f : M — N un homomorphisme de A-modules et C le complexe tel que
C,=M,C=N,C,=0pouri#0,1,d, = f, d,=0pouri# 1. Alors C est
scindé si et seulement si Ker f est facteur direct dans M et Im f facteur direct dans N.

4) Le complexe C est scindé dés que B(C) et H(C) sont projectifs (resp. dés que
B,(C) et H,(C) sont injectifs pour chaque n). En effet, d’aprés les suites exactes (I,) &
(IV,) du n° 1, Z(C) est alors facteur direct dans C et B(C) facteur direct de Z(C)
(resp. B(C) est facteur direct dans C et Z(C)/B(C) facteur direct dans C/B(C)).

5) Enparticulier, si A est principal, un complexe libre C est scindé si et seulement si
H(C) est libre (¢’est-a-dire H,(C) libre pour toutn € Z).

Remarque. — a) Supposons que la suite exacte canonique de A-modules gradués

(1) 0 = B(C) » Z(C) % H(C) - 0

soit scindée (cela a lieu par exemple si H(C) est projectif, ou B,(C) injectif pour chaque
n); soit ¢ : H(C) — Z(C) une section A-linéaire graduée de m, et soit Y "homomor-
phisme x - o(x) de H(C) dans C. Alors { est un homologisme de (H(C), 0) dans C,
tel que HY) = Ly, - ' '

b) Supposons que la suite exacte canonique de A-modules gradués

(Iv) 0 - H(C) & C/B(C) -» B(C) (=1) = 0

soit scindée (cela a lieu par exemple si B(C) est projectif, ou H,(C) injectif pour
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chaque ny; soit T : C/B(C) » H(C) une rétraction A-linéaire graduée de i et o
I'homomorphisme de C dans H(C) qui associe & chaque élément de C I'image par t
de sa classe modulo B(C). Alors ¢ est un homologisme de C dans (H(C), 0) tel que

H(p) = 1gc) )
6. Cone et cylindre d’un morphisme de complexes

Soit u : (C', d") » (C, d) un morphisme de complexes. Soient Cyl (1) et Con ()
les A-modules gradués Cyl(w) = C'@ C'(— D@ C, Con () = C'(— )@ C, et
‘définissons des applications A-linéaires graduées de degré (— 1)

D:Cyl(w) » Cyl(w), D'y, x) = (d'x'+y,—dy', dx—u(y"),

D :Con(u) = Con(w), D(y',x) = (—dy, dx—u(y").

(Ici, et dans la suite, on note x, y, ... des éléments arbitraires de C, x', y', ... des
¢léments arbitraires de C'.)

Lemme 2. — (Cyl (u), D) et (Con (), D) sont des complexes de A-modules.
En effet, on a
DoD(x',y, x) = D(d'x'+y',—d'y, dx—u(y")) =
= (d'@x'+y)=dy', —d'(=dy"), ddx—u(y))—u(—dy))=0
puisque d'od’ =0,dod =0et dou = uod'. De méme Do D = 0.

DEFINITION 7. — Les complexes Cyl (u) et Con (u) sont appelés respectivement le
cylindre ¢t le cOne du morphisme u.

Exemple. — Soit u : M — N un homomorphisme de A-modules; alors les seules
composantes homogénes non nulles de Cyl () et Con (1) sont
Cyly (w) =M, Cylo(w) =M®N,

Con, (u) =M, Cony () = N,
et on a D(m) = (m, — u(m)), D(m) = — u(m) pour m € M; par conséquent,

H,(Con (1)) = Ker (), Hy(Con (w)) = Coker () .

* Soient X et Y deux espaces topologiques et f une application continue de X dans Y. On
appelle cylindre de f I'espace quotient Cyl (f) de la somme topologique de {0, 1] x X et Y par
la relation d’équivalence identifiant le point (1, x) de [O, 1] x X au point f(x) de Y pour tout
x eX. On appelle céne de f I'espace quotient Con (f) de la somme topologique d’un espace
réduit a un point s et de Cyl (f) par la relation d’équivalence identifiant s a 'image de (0, x) pour
tout x € X: on note encore s I'image de s dans Con (f).

Supposons X et Y munis de décompositions cellulaires (X,) et (Y,) (¢f. n° 3), et supposons
f(X,) « Y, pour tout n. On obtient une décomposition cellulaire (S,) de Cyl (/) (resp. de Con (1))
en prenant pour S, I'image de ({0} x X,) u ([0 l] x X,y vY,

(resp. de {s} v ([0. l] X Xp-1)u Y,, si n=0).

Notons I'(X), [(Y), I'(Cyl (f)), T(Con (f)) les complexes associés a ces décompositions cellulaires.
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Le complexe I'(s) associé & I’espace { s } muni de son unique décomposition cellulaire est réduit au
module A et s’identifie & un sous-complexe de I'(Con (f)); notons I'(Con (f), s) le complexe
quotient. L’application f définit un morphisme de complexes I'(f) : T'(X) —» I'(Y), et on peut
montrer que les complexes I'(Cyl () et T'(Con (f), 5) s’identifient respectivement & Cyl (T(f))
et Con (T'(f)).

Par ailleurs, et sans hypothéses sur X et Y, on associe & f un morphisme de complexes
fi 1C(X, A) - C(Y, A). On peut construire des homotopismes injectifs de Cyl(f,) dans

CCYI(f), A)etde Con (f,)dans C(Con (f), {s}, A).
Soient / : X - Cyl (f) I'application qui & x associe I'image de (0, x), o : Y — Cyl (f) I'applica-
tion canonique et B : Cyl (f) — Y l'application qui associe ¥ 4 son image dans Cyl (, f ) pour
yeYet f(x) al'image de (¢, x) dans Cyl(f) pour te[O 1] et x € X. L’application f est un
homéomorphisme de X sur un fermé de Cyl (f), ona Bo o = Idy, et oo B est topologiquement
homotope 4 l'identité de Cyl (f). Ces propriétés sont & rapprocher de la proposition 7 c1-dessous

Considérons maintenant les applications A-linéaires graduées de degré 0

#i:C' - Cyl(u, #(x)y = (x',0,0),

o:C - Cyl (), a(x) = (0,0, x),
B:Cylw) »C, Bx', ¥, x) = u(x) + x,
n:C — Con (), n(x) = (0, x),

% : Cyl (w) » Con (v) , #x,y, x) =y, x),

8 : Con (1) » C'(— 1), 3y, x)=y".

PROPOSITION 7. — ) Les applications @, o, B, m, &, & sont des morphismes de
complexes: onau = Boil, t = foa, foa = lc.

b) Les suites de morphismes de complexes

(6)
)

0-C 5 Cyl(w) > Con(u)—0

0-CB5Con(w) 3C(—1)=0

sont exactes.

c) Les morphismes o :C — Cyl (w) et B :Cyl () » C sont des homotopismes
réciproques [’un de ’autre a homotopie pres.

L’assertion a) est équivalente aux formules

fiod'=Doii, aod=Doa, BoD=dop, nod=Dom,

foD=Do%, 8oD=—d o8, u=poll, n="Hoa, PBoa=I¢

qui se vérifient par des calculs immédiats. L’assertion b) est triviale. Démontrons c) ;
on a d’une part Boa = 1c; d’autre part si o : Cyl (u) — Cyl (u) est 'application A-
linéaire graduée de degré 1 telle que o(x’, ¥, x) = (0, x', 0), on vérifie aussitét que

Doo +coD + aof = leyiqw s

d’ou ¢).
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On peut résumer la prop. 7 par le diagramme commutatif suivant, ol les lignes
sont exactes, et ol les fléches verticales sont des homotopismes :

0 — C > Con(u) Z=C(-1)—0
la l 1
0 — C' > Cyl(v) 2> Con(u) — 0
oo
C = C
COROLLAIRE. — Pour tout morphisme de complexesu : C' — C, il existe un morphisme
injectif de complexes @i : C' — C, et un homotopisme B : C; — C tel que u = Bo i

Lemme 3. — a) L homomorphisme de liaz'soﬁ
Cov1(m, 8) : H(C) - H,(C)

relatif d la suite exacte (7) est égal @ — H,(u).

b) L’homomorphisme de ligison

é,(#, %) : Hy(Con (w)) - H,- (C")

relatif a la suite exacte (6) est égal a H,(8).

Soit x" € Z,(C’) ; comme x’' = §(x', 0) et que

— D(x',0) = (d'x", u(x")) = (0, u(x")) = n(u(x")),

d(m, &) applique par définition la classe de x’ dans H (C) sur la classe de — u(x')
dans H,(C), d’ou q).

Soit (3, x) € Con, () tel que D(y’, x) = 0; on a alors (— d'y', dx ~ u(y’)) =
Comme (y', x) = #®(0, y', x) et que

—D-(O’ y/9 X) = (y/a - dly/a dx — “(J/)) = (y/a 05 0) = 5(5()”, X)) 5
o(@1, ) applique par définition la classe de (y', x) dans H,(Con (&) sur la classe de

8(»', x) dans H,_ (C"), d’o1 b).

PROPOSITION 8. — On a la suite exacte illimitée
® - — H,(C") 2 H,(C) 2, H,(Con () 3 H,_;(C) — -
En effet, compte tenu du lemme 3, a), cela résulte du théoréme 1 de X, p. 30,

appliqué a la suite exacte (7).

COROLLAIRE. — Pour que u soit un homologisme, il faut et il suffit gque Con (u) soit
d’homologie nulle.
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Remargue. — Considérons le diagramme

.. — H,C) &2 H(Cyl ) =0 H,(Con () &% H,_,(C)— ...
1 H,(B) 1 1

. — H(C) 2% H(C) -2 H,(Con (1) 2 H,_,(C)— ...

ou la premiére ligne (resp. la seconde) est la suite exacte d’homologie associée a la
suite exacte (6) (resp. (7). Les applications H,(B) sont bijectives (prop. 7, ¢)) et le
diagramme est commutatif, puisque

a) u = Boil(prop. 7, a)) donc H,(u) = H,(B) o H,(@),

b) H(B) = Hy(a) et = fooa (prop. 7, a) et ¢)), donc Hy(®) = H, (%) o H(P),

¢) H,(8) = 0,(i1, ®) (lemme 3, b)).

7. Le cone d’un morphisme injectif ; nouvelle définition de ’homomorphisme de liaison

Considérons maintenant une suite exacte de complexes

) 0-CBCH5C">0.

Définissons une application A-linéaire graduée de degré 0
¢ :Con(u) » C"
par @(¥’, x) = v(x). On a alors un diagramme commutatif de A-modules a lignes
exactes
0 — C Z» Cyl (u) -5 Con () —0
(10) 1 ‘ Bl wl

0—C 4> C — ¢ — 0.

PROPOSITION 9. — Les applications B et © sont des homologismes de complexes.
Pour B, cela résulte de la prop. 7, ¢). On a

@oD(y, x) = @(—d'y,dx —u(y")) = v(dx — u(y")
wWdx) = d" v(x) = d"(e(y', x)),

donc @ est bien un morphisme de complexes. D’autre part, ¢ est surjectif et son noyau
s’identifie au complexe (K, d¢) telque K = C'(— 1) @ C’,

di(y',x") = (= dy,d'x" —y);

sidg(y’,x") = 0,0onay’ = d’'x’,donc (), x") = dg(0, — x"); il s’ensuit que H(K) = 0
et ¢ est un homologisme d’aprés X, p. 30, cor. 1.

Remarque. — L’homologisme B est un homotopisme, mais ¢ n’est pas en général un
homotopisme (¢f. X, p. 173, exercice 8).
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COROLLAIRE. — Le diagramme de A-modules gradués

H(m) H(Con (u)) \}{(5)
H(C)  He H(C) (- 1)
H( 4 9

H(C")

est commutatif et H(p) est bijectif.
Dans le diagramme commutatif (10), on a H(la)e é(#, ®) = &(u, v) o H(p)
(X, p. 31, prop. 2) et 0@ &) = H(8) (X, p. 38, lemme 3, b)), donc

0(u, v) o H(p) = H(3);

d’autre part, H(v) o H(B) = H(g) o H(R) = H(p) o H(r) o H(B) d’aprés X, p. 39,
remarque. Comme H(P) est bijectif, cela donne H(v) = H(p) o H(n).

On a donc d(u, v) = H(8) o H(p) ™%, ce qui fournit une nouvelle définition de
I'homomorphisme de liaison d(u, v). On notera d’autre part que si on identifie

H(Con (1)) & H(C") par H(¢), le corollaire précédent signifie que la suite exacte (8)
s’identifie alors a la suite exacte d’homologie relative d (9).

8. Caractéristiques d’Euler-Poincaré

Dans ce n°, on considére un ensemble % de classes de A-modules qui est additif
et exact a gauche, c’est-d-dire qui satisfait aux deux conditions suivantes :

(A) Si M et N sont deux A-modules de type €, M @ N est de type &.
(G) Si0 > M > M > M" = 0 est une suite exacte de A-modules et si M et M"
sont de type €, alors M’ est de type €. ’

On dit que % est stable s’il satisfait aux conditions suivantes qui impliquent (A)
et (G) :

(E) (« % est stable par extensions. ») Si0 »> M’ - M —» M” — 0 est une suite exacte
de A-modules et si M’ et M" sont de type €, alors M est de type €.
(S) (« € est stable par noyaux et conoyaux. ») Pour tout homomorphisme f de A-
modules de type €, les A-modules Ker f et Coker f sont de type €.

On note K(%) le groupe de Grothendieck de € et [M], ou [M] I'élément de K(%)
défini par le A-module M (VIII, § 6, n° 2). Soient G un groupe commutatif et ¢
un homomorphisme de K(%) dans G.'

Exemples. — 1) Si A est un corps, on peut prendre pour ¢ 'ensemble des classes
d’espaces vectoriels de dimension finie et pour ¢ 1isomorphisme de K(¥) sur Z
défini par @({M]) = dim (M).
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2) On peut prendre pour ¥ 'ensemble des classes de modules de longueur finie
et pour ¢ : K(¥) - Z ’homomorphisme défini par ¢([M]) = long, (M).

On dit qu’un A-module gradué M est de type & si M, est de type % pour tout n
(pour cela, il faut si M est borné, et il suffjt si € est stable, que le module M soit de

type €).

DEFINITION 8. — Soient M un A-module gradué borné de type € et (M,) sa graduation.
On appelle @-caractéristique de M et on note Y ,(M) ou simplement (M) [’élément
Y (= 1) o((M,) de G.

Cette définition s’applique en particulier lorsque M est le module gradué sous-
jacent & un complexe de A-modules.

Exemples. — 3) Si M est borné de type ¥, il en est de méme de M(p) pour tout
peZ, et ona x(M(p)) = (- 1)’ x(M).

4) Soit 0 > M' > M - M" - 0 une suite exacte de A-modules gradués et
d’homomorphismes gradués de degre 0. Si M, M" et M” sont bornés de type ¢, on a

x(M) = x(M') + x(M") .

Si M et M” sont bornés de type %, il en est de méme de M’ ; si % est stable et si deux
des trois modules sont bornés de type %, il en est de méme du troisiéme.

5) Soitu : C’ - C un morphisme de complexes bornés de type ¢. Alors Con (u)
estborné de type €, etona :

%(Con () = %(C) — x(C).

6) On peut prendre pour G le groupe K(%) lui-méme, et pour ¢ I'identité ; on note
dans ce cas x4(M) I'élément (M) = > (— 1)"[M,] de K(%).

Remarque. — On appelle polynéme de Poincaré de M relativement & ¢ 1’élément
Py(® =Y o((M,]) "e G ® Z[t, t~ 1. On a Py(1) = o([M]) et Py(— 1) = x(M).

Lemme 4. — Soit C un complexe borné de type €. Si H(C) = 0, on a 3(C) = 0.
Cela résulte de VIII, § 6, n° 1, cor. de la prop. 1.

ProposITION 10. — Soient C et C' deux complexes bornés de type €. S'il existe un
homologisme u : C' — C, on a x(C) = x(C').

En effet, Con (1) est borné de type % et on a ¢(Con (1)) = %(C) — x(C’); d’autre
part, H(Con (1)) = 0 d’aprés X, p. 38, cor., donc ¢(Con (1)) = 0 (lemme 4).

PrOPOSITION 11. — Soit C un complexe borné de type €.
a) Si € est stable, H(C) est de type 8.
b) SiH(C)estde type €, il en est de méme de B(C) et de Z(C), et on a y(H(C)) = x(C).
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a) Si € est stable, pour tout r le module Z,(C) est de type ¥ comme noyau de
d,:C, > C,_,, et H(C) est de type ¥ comme conoyau de C,.; — Z,. D’autre
part, H(C) = 0 dés que C, = 0.

b) Supposons H(C) de type . Les suites exactes canoniques :

0-2,)->C,-B,_,(O-0
0 - B,(C) - Z,(C) > H,(C) -0

montrent par récurrence sur # a partir de la borne droite de C que Z,(C) et B,(C)
sont de type ¥ pour tout #. On a alors

UO) = 1Z(©) + x(B(C) (- 1) = %(Z(©)) — x(B(C)) = x(H(O)) .

COROLLAIRE. — Si b est stable et C borné de type €, le module gradué H(C) est
borné de type € et on a y(H(C)) = %(C).

ProrosiTION 12, — Soit 0 > C' > C - C" > 0 une suite exacte de complexes.
a) SiH(C), H(C') et H(C") sont bornés de type €, on a

A(H(C)) = x(H(C)) + x(H(C").

b) Si € est stable, et si deux des modules gradués H(C), H(C") et H(C") sont bornés
de type €, il en est de méme du troisieme.

La partie a) résulte du lemme 4 appliqué au complexe d’homologie nulle défini
par la suite exacte d’homologie associée a la suite exacte donnée. La partie b) résulte,
en considérant cette suite exacte d’homologie, du lemme suivant :

Lemme 5. — Soit M - N - P - Q - R une suite exacte de A-modules. Si €
est stable, et si M, N, Q et R sont de type €, le module P est de type €.

Posons N’ = Coker (M — N) et Q' = Ker (Q — R). Les modules N’ et Q' sont
de type %, et on a une suite exacte 0 > N' > P - Q' > 0.

COROLLAIRE. — Supposons € stable, et soit u : C' » C un morphisme de complexes
tels que H(C) et H(C') soient bornés de type €. Alors H(Con (u)) est borné de type %,
etona
WH(Con (u))) = x(H(C)) — x(H(C).

Cela résulte de la prop. 12 appliquée a la suite exacte de complexes (X, p. 37,

prop. 7)
0->C-Con(u)—-»C(-1)-0.

Remarque. — Soient E un complexe, # : E - Cet 4’ : E - C’ des homotopismes

avec C et C’' bornés de type €. On a alors x(C) = x(C’). En effet, si 4, est un inverse
de i 4 homotopie prés, /' o i, est un homotopisme, donc un homologisme de C dans
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C’ et on peut appliquer la prop. 10. Par suite, on peut étendre la définition 8 en posant
%(E) = %(C)dés qu’il existe un homotopisme de E sur un complexe C borné detype %.
Les propositions 10, 11, 12 et leurs corollaires se généralisent dans ce cadre.

Application :

* Soit X un espace topologique admettant une décomposition cellulaire finie (¢f. n° 3).
a) Soient K et K’ deux corps, posons b; = dimg(H(X, K)) et b; = dimg{HX, K). On n’a
pas nécessairement b, = b}, mais on a L(—1)'b; = Z(~1)'b;.
b) Soient (X,) et (X;) deux décompositions cellulaires finies de X, et notons ¢, et ¢, le nombre
de cellules de dimension » dans ces deux décompositions. On a )
Z(=Dic, = Z(=1ic.

¢) Avec les notations de a) et ), on a Z(— 1) ¢; = Z(--1)' b,

Les propriétés a) et b) résultent de ¢), et ¢) résulte de la prop. 11 appliquée au complexe I' décrit
au n° 3, en prenant pour € la classe des K-espaces vectoriels de dimension finie et pour ¢ la fonc-
tion définie par o([M]) = dimg (M) (X, p. 40, exemple 1). ,

9. Complexes de modules a droite, complexes de multimodules

Un complexe de A-modules & droite est un A-module a droite gradué (M,), .z
muni d’un endomorphisme d gradué de degré — 1 et de carré nul: c’est donc un
complexe de modules sur I'anneau A opposé & A. Toutes les définitions et pro-
priétés énoncées dans les numéros précédents s’appliquent donc aux complexes de

modules & droite considérés comme complexes de modules sur i'anneau A°.
De méme, si A et B sont deux anneaux, un complexe de (A, B)-bimodules est un

(A, B)-bimodule gradué M muni d’un endomorphisme d gradué de degré (— 1) et
de carré nul ; si on munit M de sa structure canonique de A ®, B°-module & gauche,
dle munit d’une structure de A ®, B -complexe. Toutes les définitions et propriétés
énoncées dans les numéros précédents s’appliquent donc aux complexes de bimo-
dules. On définit de maniere analogue les complexes de multimodules.

10. Exemple : complexe de de Rham

Dans ce numéro, on suppose que A est une k-algebre commutative sur un anneau
commutatif k. On note Q} , le A-module des k-différentielles de A (III, p. 134),
d® : A - Qp, la k-dérivation d, ;, et Q4 la k-algebre graduée A,(Q4 ).

ProrosiTioN 13. — Il existe une unique k-antidérivation d : Qu, — Qa, de degré 1,
de carvé nul, qui prolonge la dérivation d® : A — Qi

Montrons P'unicité de I'antidérivation d. Comme deod = 0, on a pour y, x;, ..
x,eA:

(X

dydx; A ... Adxy)=dy Adxy A LA dx,.

Le A-module Qf, étant engendré par les éléments dx; A ... A dx,, ceci prouve
I'unicité de d.
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Pour prouver 'existence, il suffit de construire un k-homomorphisme
d' QL - Q4 tel que d1od® =0 et
(I d uw) = d%a) A © + adY(w) pour wueA, weQl,.

En effet, il résulte alors de I1I, p. 128, prop. 14 (compte tenu de I, p. 118, remarque 2)
qu’il existe une antidérivation d : Q,; — Q4 qui coincide avec d° en degré 0 et avec
d' en degré 1. Comme d° est nulle sur A, I’antidérivation d est k-linéaire ; comme
d'od® =0, on a dod = 0 puisque Q,, est engendrée comme A-algébre par les
éléments d° a poura € A.

Pour définir d*, rappelons (II1, p. 133) que Q3 est égal au A-module J/3?, ot I
est le noyau de la multiplication m : A ®, A - A. Considérons l’application
k-linéaire u : A ®, A - Q} définie par u(x ® y) = d°(y) A d°(x). On a

uax @y — x ® ay) = d°(3) A d%ax) — d%ay) A d°(x) = d°(xy) A d%a)
pour x, y et @ dans A, d’ou

(12 w@®1-1®a)E) =d%m@) A d°a), cA®,A, acA.

Comme 3 est engendré comme A-module 4 gauche par les éléments (¢ ® 1—-1 ® a)
pour g € A, on en déduit que u(3%) = 0; par conséquent u définit par restriction
4 3 et passage au quotient une application k-linéaire d' : 3/3* — Q3.

Enfaisant § = b ® 1dans (12), avec b € A, on obtient d1(bd°(a)) = d°(b) A d°(a);
il en résulte que d'od® =0 et que d*(cw) = d°(c) A @ + cd () pour ceA et
© = bd°(a). Comme Q) est engendré comme k-module par les éléments bd°(a),
pour a et b dans A, la formule (11) est satisfaite pour tout ® € Q,,, ce qui achéve
de prouver la proposition.

On dit parfois que les éléments w € Q& sont les formes différentielles extérieures
de degré p de A sur k, et que l'antidérivation d est la différentielle extérieure de
Qi3 le complexe (Qay, d) est appelé complexe de de Rham de A sur k, et son homo-
logie est la cohomologie de de Rham de A sur k.

Exemple 1. — Prenons pour A-l'anneau k[X, ..., X,]. Alors Q}, est un A-module
libre de base dX,, ..., dX,, (II1, p. 134, exemple). Par conséquent, si pour toute partie
T={i§,.., i} de [l,n] on pose dX; = dX; A ... AdX; (aveci; < .. <1y,
le A-module Qf , admet comme base les éléments dX;, oli I parcourt 'ensemble des
parties de (1, n) de cardinal p. On a
d(PdX;) = dP A dX; = ) (— 1)”“’“%(1XIU{,~},
igl i

ol n(1, i) désigne le nombre d’éléments de I strictement inférieurs a 7.

Les cycles de ZP(Q,,) sont donc les éléments @ = Y, P;dX; tels que, pour
toute partie J & (p + 1) élémentsde [1, 7}, on ait : ©¢®=?

L OPr_g
Z —_ oy Z 3-8
=D 0X; 0.

iel
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L’élément ® est un bord si on peut choisir, pour toute partie J < [1, n] alp-1
éléments, un polynéme Q; e A de fagon que :
0Q
P = (_ l)n(l,j) {ﬂ_
! ng aXi
Nous verrons au § 9 que le complexe de de Rham de A sur & est acyclique en degres
> 0 si k est une Q-algébre (X, p. 159, remarque 4).

* Exemple 2. — Supposons que k=C et A=C [X,, ..., X,J/(P,, ..., P,), ol les P; sont des
polynémesen X, ..., X,, tels que I'ensemble des points de C” ot tous les P; s’annulent soit une sous-
variété analytique V de.C". On peut montrer que la cohomologie de de Rham de A sur C est
isomorphe & la cohomologie singuliéere H(V, C). ,

Soient maintenant M un A-module et V° une application k-linéaire de M dans
M ®, Q4 telle que
(13) Voum) = aVo(m) + m @ da pour aeA. meM

(on dit parfois que V° est une connexion sur le A-module M).

ProPOSITION 14. — (i) I/ existe une unique application k-linéaire V du Q,;,-module
d droite M ®  Qu dans lui-méme, graduée de degré 1, qui prolonge V° en degré 0 et
satisfait a I’identité
(14)  V(xo) = (V) o + (- D)’ x(dw) pour xeM @,Q%,, ©0el,,.
(i) L’application composée V oV est Qy,-linéaire; en particulier I’application
R = V'oV°de M dans M ® , Q% est A-linéaire, et on a
VoVim ® o) = R(m).0 pour meM, oeQ,,.

L’homomorphisme R est parfols appelé homomorphisme de courbure de la
connexion V?; s’il est nul, le couple (M ® 5 Qas. V) est un complexe, appelé encore
complexe de de Rham de (M, V°) sur k.

_ Deémontrons (i). L'unicité de V est évidente. Definissons un k-homomorphisme
Vde M ®; Qi dans M ® 4 Quy par

Vim®,0)=(Vmo +m®do pour meM, 0eQay.

Il résulte de (13) que Viam ® w) = V(m @ aw), de sorte qu'on obtient par
passage au quotient un k-homomorphisme V de M ®, Q44 dans lui-méme,
gradué de degré 1, prolongeant V° en degré 0. Vérifions (14) : on a pour me M,
aeQf,, 0eQy, ¢

Vim® a).0) = Vim® @ A 0)=V0im.a Ao +m@do r o)
=V a.o+md)o + (- 1)) m® a)do
=(Vm@w)o + (- 1) (m @ ) do

ce qui prouve (14) pour x = m @ o ; le cas général s’en déduit par linéarité.
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Démontrons (ii). Soient x € M @4 Qf ., © € Qa4 ; par application répétée de (14),
on obtient :

VoV(xw) = V(V(x) @) + (— 1)? V(xdw)
= (Vo V(x)) © + (— )" V(x) (do) + (— 1)F V(x) (do)
= (Vo V(x)) 0,

ce qui prouve la premiére assertion de (ii) ; les autres s’en déduisent immédiatement.

§ 3. RESOLUTIONS

On conserve les conventions du paragraphe précédent.

1. Prolongement de morphismes de compiexes
Lemme 1. — Considérons un diagramme de A-modules et d’homomorphismes

M =M 2> M

7| /fl /<

tel que foa' = Pof',aoa’ =0, Kerf=Imp,et f=k"oa+ PBok et ou M’
est projectif. Il existe un A-homomorphismek’ :M' — N'telque [’ = koo’ + B ok’.
En effet, posons g = f' — koa';ona

Bog=PBof —Bokoda' = foa —Pokod =k"oaea =0.

Cela implique Im (g) = Ker (B) = Im (B'). Comme M’ est projectif, il existe donc
un A-homomorphismek’ : M' — N'telque B’ o &' = g,d’olt le lemme.

Lemme 2. — Si dans le diagramme commutatif de A-modules et d’homomorphismes
M Z- M 2 M
N L N BN
onacog = 0,Kerp = Im B et si M’ est projectif, il existe un A-homomorphisme
u M > N tel que B'ou’ =uoa
It suffit de poser k" = v, k= —u, f =0, f' =0et u' =k’ dans le lemme 1.
Lemme 1 bis. — Considérons un diagramme de A-modules et d’homomorphismes
M 2> M Lo M
’V fl 'y V
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tel qgue foo = Bof',Kera =Ima', Bef =0,etf =koa' + P ok’ etouN
est injectif. Il existe un A-homomorphisme k" : M" — N" tel que | = k" oo + Bok.
En effet, posonsg = f — Bok,ona

goo' = foo' —Bokoo =Pof —Bokoo' =Pop ok =0,

Cela implique Ker g o Im o' = Ker a. Comme N” est injectif, il existe donc (X,
p. 16, remarque) un A-homomorphisme &’ : M” - N” tel que g = k"o a, d’ou le
lemme.

Lemme 2 bis. — Si, dans le diagramme commutatif de A-modules et d’homomor-
phismes

M Lo M 2> M
o

N/ B‘ N _B» N// }

onaKeroa=Ima', BoB = 0 et si N” est injectif, il existe un A-homomorphisme
U :M" > N” tel que w” oo = fou.
Il suffitdeposeru’ = k’,u = —k, f =0, f' = 0etk” = u” dans le lemme 1 bis.

ProprosITION 1. — Soient (P, dp) et (E, dg) deux complexes de A-modules et r un
entier.

a) Soit (u; : P; > B)), <, une famille d’homomorphismes telle que dg o u; = u;_, o dp
pour i < r. Supposons que P, soit projectif pour i > r et que H,(E) = 0 pour i = r.
Alors la famille des u, se prolonge en un morphisme de complexes de P dans E ; deux tels
prolongements sont homotopes.

b) Soit (u' : P' — B, une famille d’homomorphismes telle que u' o dp = dgou'~
pour [ < r. Supposons que E' soit injectif pour i > r et que H(P) = 0 pour i > r.
Alors la famille des u' se prolonge en un morphisme de complexes de P dans E ; deux
tels prolongements sont homotopes.

Démontrons a). L’existence d’un prolongement v de la famille (v,),<, résulte
aussitét du lemme 2 par récurrence. Soit ¢ un autre prolongement ; posons f=v'—uv,
et construisons par récurrence sur entier # un homomorphisme %, : P, = E,
tel que f, = dgek, + k,_,odp. Pour i < r, on prend k; = 0. Soit n = r et sup-
posons les k; construits pour i < n. Considérons alors le diagramme

1

dy
Pn+1'd—P>Pn - Pn—l

fl V V/k'

En+2 75-» En+1 dg En .

Les hypothéses du lemme 1 sont satisfaites ; il existe donc un A-homomorphisme
knv1 i Pury = Eurs tel que fooq = dpokyyy + kyo0dp, o a).
La démonstration de b) est analogue, vig les lemmes 1 bis et 2 bis.
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2. Résolutions

Dans la suite, on identifie toujours un module au complexe dont il est la compo-
sante de degré zéro et dont toutes les autres composantes sont nulles.

DEFINITION 1. — Soit M un A-module. Une résolution gauche de M est un couple (P, p)
ot P est un complexe nul a droite et p : P — M est un homologisme. Une résolution
droite de M est un couple (e, E) out E est un complexe nul d gauche et ¢ : M — E
un homologisme.

On appelle longueur de la résolution (P, p) (resp. (e, E)) la longueur du complexe P
(resp. E). Si (P, p) et (P, p) (resp. (e, E) et (¢/, E)) sont deux résolutions gauches
(resp. droites) de M, un morphisme de complexes f: P — P’ tel que p'of =p
(resp. g : E = E’ tel que go e = ¢) est appelé un morphisme de résolutions.

PROPOSITION 2. — Soient P un complexe nul a droite et p : P — M un morphisme.
Pour que (P, p) soit une résolution gauche de M, il faut et il suffit que la suite

(1) P, BP _ — P, BP M0
soit exacte.

En effet, dire que p : P — M est un homologisme signifie que H,(P) =0 pour i >0
et que pq induit un isomorphisme de Coker (dp : P, —» Py) sur M.

De méme :

PROPOSITION 2bis. — Soient E un complexe nul a gauche et e : M — E un morphisme.
Pour que (e, E) soit une résolution droite de M, il faut et il suffit que la suite

(1 bis) 0——-)M—e—°>E0-d_E>E1__>...__,,En_d_E>En+1_).__
soit exacte.

Par abus de langage, on dit souvent que la suite (1) (resp. (1 bis)) est une résolu-
tion gauche (resp. droite) de M.

DEFINITION 2. — Une résolution projective (resp. libre, resp. plate) du A-module M
est une résolution gauche (P, p) de M telle que le complexe P soit projectif (resp.
libre, resp. plat) (X, p. 25). Une résolution injective de M est une résolution droite (e, E)
de M telle que le complexe E soit injectif (loc. cit.).

Exemples. — 1) Supposons que 'anneau A soit principal; soient M un A-module
et (x;);.; une famille génératrice de M. Notons L, le module libre A?, (¢,) sa base
canonique et définissons p : Ly - M par p(e;) = x;. Le morphisme p est surjectif
et son noyau L, est un A-module libre d’aprés VIL, § 3, cor. 2 au th. 1, donc la suite
exacte

0-L,-L,32M-0

est une résolution libre de M de longueur 1. SiT est fini, L, et L, sont de type fini.
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2) Supposons A commutatif; soient E un A-module et # un endomorphisme de E.
Notons E, le A[X]-module obtenu en munissant E de la structure définie par

(p, x)—»pu) (x) pour peA[X] et xeE.

D’apres III, p. 106, on a une suite exacte :
0> AX]®,E L AX]®,ESE, >0

ol p(p @ x)=p.x et Y(p® x) =Xp®x —p ®u(x) pour pe A[X] et xeE.

Cette suite exacte est une résolution de longueur | de E,, libre (resp. projective,

resp. de type fini) si E est un A-module libre (resp. projectif, resp. de type fini).
3) Si A est principal, la suite exacte

0-A->K->K/A->0

est une résolution injective de longueur 1 du A-module A; (X, p. 18, exemple 1).

PROPOSITION 3. — Soient f : M' — M un homomorphisme de A-modules,p’ : P’ > M’
un morphisme dans M' d’un complexe nul d droite et projectif P', et p : P - M une
résolution gauche de M. Il existe un morphisme de complexes f: P’ — P, et un seul
a homotopie prés, tel que pof = fop'.

Considérons le complexe P défini comme suit : P, = P, pour n # — 1,
P_, =M, d5, = dp, pour n # 0, — 1, dsy = po, d5_, = 0, et le complexe P’
défini de fagon analogue. Appliquant aux complexes P et P’ la prop. 1 a) avec r=0,
w,=0pouri< — 1etu_, =f on obtient la prop. 3.

COROLLAIRE. — Soient (P, p) et (P', p') deux résolutions projectives de M. Il existe
un homotopisme et un seul d homotopie prés o : P’ > P tel que pooa = p'.

En effet, il existe un morphisme o : P’ - P (resp. B : P > P’) tel que poa = p’
(resp. p'o B = p). Comme poatoB = p (resp. p’ofoa = p’), ao P est homotope
a 1p (resp. B o o est homotope & 1p.).

PropoSITION 3 bis. — Soient g : N - N’ un homomorphisme de A-modules,
¢ : N’ = E’' un morphisme de N' dans un complexe nul ¢ gauche et injectif E’, et
e : N — Eune résolution droite de N. Il existe un morphisme de complexes § . E — E/,
et un seul a homotopie prés, tel que joe = e’ og.

Cela se démontre comme la prop. 3 4 l'aide de la prop. 1 b).

COROLLARRE. — Soient (e, E) et (¢', E') deux résolutions injectives de N ; il existe un
homotopisme o : E — E’ et un seul d homotopie prés tel que aoe = ¢’



A X.50 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §3

3. La résolution libre canonique

Pour tout A-module M, notons L,(M) le A-module libre A™ de base M,
(e,)mem Sa base canonique et py : Lo(M) - M 'homomorphisme tel que

ulen) = m, meM.

Posons Z,(M) = Ker py et soit iy : Zo(M) —» Ly(M) I'injection canonique. On a
une suite exacte

) 0— ZyM) 25 LyM) 25 M — 0.

On définit un module gradué L(M) en posant L,(M) = 0 pour n < 0 et, par récur-
rence sur l'entier n > 0

2 LM) = Lo(Z,-,(M));  Z,M) = Zo(Z,-;(M)) .

On définit des A-homomorphismes dM : L,(M) - L,_ (M) par

aM =0, n<0,
M )
(3) dyl = iy ° PzoM)
M —
d, = 1Zn—oM) © Pz » n>1.

On a par construction une suite exacte
— LML, (M) — = LoM) 28 M — 0,
de sorte que, si 'on étend py en un morphisme de complexes
v (LM, @) > M,

on obtient une résolution libre de M, dite résolution libre canonique de M.

Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Notons
Lo(f) : Lo(M) — Ly(N)
'unique A-homomorphisme tel que Ly(f) (e,) = e, pour tout meM. On a

4) PnoLo(f) =fopy.
Par suite, Ly(f) induit un A-homomorphisme Zy(f) : Zy,(M) = Z,(N) et on a
) inoZo(f) = Lo(f)e Iy -

Posons L,(f) = 0, pour n < 0 et définissons par récurrence sur ’entier n > 0,
des homomorphismes L,(f) : L, M) - L (N) et Z,(f) : Z, M) —» Z,(N) par

{ L.(f) = Lo(Z,- ()

(6) Z(f) = ZyZ,_1(f)).
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ProOPOSITION 4. — L(f) : L(M) — L(N) est un morphisme de complexes de A-
modules ; on a pyo L(f) = fopn.
Il s’agit de prouver, pour tout entier » > 0, la formule

dyoL,(f) = Ly-1(f)edi!.

On a d’abord
d? oLi(f) = in °PzyN) ° Lo(Zo( 1)) (d’apres (3) et (6))
= inoZy(f)o Pz (d’apres (4))
= Lo(f)oiy ° Pzom (d’apres (5))
= Lo(f) o d! (d’apres (3)) .

Lorsque #» > 1, on a successivement

dy o L(f) = iz, 05 ° Pz, 9 © Lo(Zam1() (d’apres (3) et (6))
=iz, ™ ° Z,_(f) °Pz..1M (d’apres (4))
=z, _,m° Zo(Z,- (1)) °Pz,-.™ (d’apres (6))
= Lo(Z,-2(f)) e iz, _ ) © Pz, M) (d"aprés (%)

=L, (f)eoad) (d’aprés (3) et (6)) .
On a aussitdt
(7N Lly) = lpgy -
D’autre part, si g : N - P est un homomorphisme de A-modules, on a
®) Ligof) =L(g) o L(f).

En effet, on a pour me M,
Lo(gof) (en) = €. rom = Lo(@) (€5m) = Lo(9) © Lo(f) (e,) .

donc Lo(gof) = L(g) o L(f); par conséquent Zo(gof) = Zo(g) o Zo(f); d'ou
aussitdét L(gof) = L,(g) o L,(f), pour n > 0, par récurrence sur n, d’oun (8).

Remarque. — Si f, g € Hom, (M, N), on n’a pas L(f + g) = L(f) + L(g). Cepen-
dant ces deux morphismes sont homotopes d’aprés X, p. 49, prop. 3.

Soit M un A-module a droite ; notons A° I’anneau opposé & A, M° le A°-module
sous-jacent a M, L{M°) sa résolution libre canonique. On note L(M) et on appelle
résolution libre canonique de M le A-complexe L(M°®)° sous-jacent a L(M°®). On
a donc

L(M°) = L(M)° .
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4. La résolution injective canonique

Soit F le A-module Homj (A, Q/Z); pour tout A-module M, on pose
I°(M) = FHomaM.P et on note ey : M — I°(M) I’homomorphisme qui & meM
associe la famille (Q(1))y < pom sou,p- D’apres X, p. 19, cor. 2, 1°(M) est un A-module
injectif et ey est injectif. Posons K°(M) = Coker ey et notons gy : I°(M) - K°(M)
la projection canonique. On a donc une suite exacte

0— M <% 1O(M) 2% KO(M)— 0 .

On définit un A-module gradué I(M) en posant I"(M) = 0 pour #n < 0 et, par
récurrence sur l’entier n > 0,

9) I"M) = I°(K""}{(M)), K"(M) = K%K"*1(M)) .

On définit des A-homomorphismes 8% : I"(M) — I"* }(M) par

=0, n<0,
(10) B = exony © Iv »
SK/[ = eK"(M) ° QK"‘i(M) ’ n>0.

On a par construction une suite exacte
0— M % 19M) 3% o s (M) 33 I+ (M) — -,
de sorte que,v si I'on étend ey en un morphisme de complexes
em 1 M~ (I(M), 8y),

on obtient une résolution injective de M, dite résolution injective canonique de M.

Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Notons 1°(f) I’homomor-
phisme de 1°(M) = FHoma®F) dans I1°(N) = Fma®F qui applique la famille
(Xp)o e Homam,py SUT la famille (xy . )y e Homaqv,p O @

11 I°(f)oey = exof.
Par suite, 1°(f) induit un homomorphisme K°(f) : K°(M) — K°(N) et on a
(12) KO(f) o gw = an o K(f) . ’

Posons I"(f) = 0 pour n < 0 et définissons, par récurrence sur 'entier #» > 0,
des homomorphismes I"(f) : I"M) — I"(N) et K"(f) : K"M) - K*N) par :

{ ") =1K"HS)

9 K"(f) = KK (1)).
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PROPOSITION 5. —1(f) : IM) - I(N) est un morphisme de complexes de A-modules ;

on a I(f)oey =exof.
Cela se démontre de maniére analogue a la prop. 4.

On a
(14) I(1y) = 1y
et pour tout homomorphisme g : N - P de A-modules
(15) I(gef) =1g) o I(f).

Remargue. — Si f, g e Hom, (M, N), on n'a pas I(f + ¢g) = I{f) + I(g). Cepen-
dant, ces deux morphismes sont homotopes d’apres X, p. 49, prop. 3 bis.

Si M est un A-module a droite, on pose I(M) = I(M°)°; on I"appelle la résolution
injective canonique de M et on a

I(M°) = I(M)° .

5. Résolutions de type fini

11 résulte notamment des deux numéros précédents que tout A-module possede
des résolutions injectives, des résolutions libres (donc aussi des résolutions projec-
tives ou plates). Dans certains cas, on peut préciser davantage :

Supposons A ncethérien a gauche et soit M un A-module. Construisons par
récurrence des suites (L), 0, (Zwpz0s (di)n>1 OU, pour tout n = 0, L, est un A-
module libre de type fini, Z, un sous-modulede L, et d,., : L,,; = L, un homo-
morphisme. Pour cela, choisissons une famille génératrice finie (m,),;, de M,
posons Ly = A%, définissons p : L, — M par p(e;) = m; et posons Z, = Ker (p).
Pourn = 0, lesmodules L, et Z, étant construits, Z, est de type fini puisque contenu
dans L,; choisissons une famille génératrice finie (x,,);.y,,, de Z,; posons
L,,, = A%+, définissons d,, ; par d,.,(e) = x,; et posons Z,,; = Ker (d,, ).

On a par construction une suite exacte

L, 231, L, M 0,
d’ou :
PROPOSITION 6. — Lorsque A est nethérien a gauche, tout A-module de type fini M

posséde une résolution libre p : L — M telle que L, soit de type fini pour tout entier n.
Plus généralement :

ProrosiTion 7. — Soit C un A-complexe et soit a € Z tel que H,(C) = 0 pour n < a.
a) Il existe un A-complexe libre L tel que L, = 0 pour n < a et un homologisme
f:L->C.
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b) Supposons A nethérien @ gauche et les A-modules H,(C), ne Z, de type fini.
Il existe un A-complexe libre L tel que L, = 0 pour n < a et que L, soit un A-module
de iype fini pour tout n, et un homologisme f : L — C.

Soit C’ Ie sous-complexe de C tel que C, = C, pourn > g, C, = Z,(C),C, =0
pour n < a ; alors I'injection canonique de C’ dans C est un homologisme. Rem-
plagant C par C’, on peut donc supposer que C, = 0 pour # < a. L’énoncé résulte
alors de I’application itérée du lemme suivant, pour r = a, a + 1, ... :

Lemme 3. — Soient C un complexe et r € L. Il existe un complexe C’ et un homolo-
gisme f: C' — C tels que f, : C, — C, soit un isomorphisme pour n < r et que C,
soit un A-module libre. Si A est nethérien et les A-modules H,(C) et C,_, de type
fini, on peut imposer que C, soit de type fini.

a) Soit d’abord 4 : M — C, un homomorphisme de A-modules ; notons d=(d,)
la différentielle de C. Soit N le sous-module de M x C,.; formé des couples (1, x)
tels que A(m) = d,, (x); définissons un complexe (C’,d’) par C, = C, pour
n#grnr+1,C=MC,,,=Nd =d,powrn#rr+ 1L, r+2,d =doh,
dl, (m,x) = m pour (m,x)eN et d/,,(») = (0,d.,,(») pour yeC,,,. Consi-
dérons aussi le morphisme de complexes f: C' — C tel que f, = lc, pour
n#r,r+ 1, f,=nh fii(mx)=x.

b) Le complexe Ker f est nul en degré # r, r + 1 et la différentielle d, ; induit
un isomorphisme de Ker f,, , sur Ker f,, donc H(Ker f) = 0.

¢) Lorsque I'application composée M & C, » C,/B,(C) est surjective, on voit
de méme que H(Coker ) = 0, et f est alors un homologisme (X, p. 31, cor. 2).

d) Lorsque A est supposé ncethérien et les A-modules H,(C) et C,_, de type
fini, alors C,/B,(C) est de type fini, en vertu de la suite exacte (X, p. 25)

0- Hr(c) g Cr/Br(C) - Cr—l >

il existe alors un A-module libre de type fini M et un homomorphisme /2 : M — C,
tel que la condition de ¢) soit satisfaite ; dans le cas général, il existe un module
libre M et un homomorphisme surjectif # : M — C,. Cela achéve la démonstration.

6. Résolutions projectives minimales

Soit M un A-module et soit
®) =P, P — Pt M — 0

une résolution de M. On dit que (P) est une résolution projective minimale si, pour
tout n = 0, 'homomorphisme 3, : P, - Im (d,) induit par d, est une couverture
projective (VIIL, § 8, n° 5).

PrROPOSITION 8. — Soient M un A-module, P et P’ deux résolutions projectives mini-
males de M et {: P — P’ un morphisme de résolutions. Alors f est un isomorphisme.
En particulier, deux résolutions projectives minimales de M sont isomorphes.
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Posons P, =P, pour n % — 1 et P_, = M; définissons de méme P, et
posons f_, = l,. Montrons par récurrence & partir de¢ — 1 que f, : B, - P, est
un isomorphisme pour tout #n. C’est évident pour » = — 1; supposons que f, et
Jf»—1 soient des isomorphismes. Il résulte de la commutativité du diagramme :

G
P, = P,

‘fn lj;;—l

a4
7 n ’
Pn > Pn— 1

que f, induit un isomorphisme g, de Ker d, sur Ker d,. 1l résulte alors de la commu-
tativit¢ du diagramme :

3,
P,y1 22 Ker 4,

‘,H | lg,

3.
ney —> Ker d,
et de VIIL, loc. cit.,, que f,+; est un isomorphisme.

COROLLAIRE., — Soient M un A-module, P et P’ deux résolutions projectives de M ;
on suppose que P est minimale. Soient f : P — P’ et g : P’ — P deux morphismes de
résolutions. Alors f est injectif, g est surjectif, et P’ est somme directe des sous-complexes
Im f et Ker g. De plus Ker g est d’homologie nulle.

En effet, o = gof est un automorphisme de P (prop. 8). Posons f = fo a1,
On a

Imf=1mf et gof=1p,
ce qui montre que P’ = Im f @ Ker g. Comme la suite
0->Kerg—-P 3P0
est exacte et que g est un homologisme, Ker g est d’homologie nulle.
PROPOSITION 9. — Soient M un A-module et (P, p) une résolution projective de M.
Notons t le radical de A. On suppose, ou bien que P, est un A-module de type fini

pour tout n, ou bien que t est nilpotent. Alors pour que (P, p) soit minimale, il faut et
il suffit que le complexe (Ajr) ® , P soit d différentielle nulle, autrement dit que

d, (P,sy) = P, pour toutn =z 0.

Supposons que (P, p) soit minimale. D’aprés VIII, loc. cit., 'homomorphisme
1®38, :(A/) ®4P, > (A/r) ®,Im d,
est un isomorphisme. Il résulte alors de la suite exacte

Jn On

0— Imd,., P,
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que l’homomorphisme 1® j, : (A/r) ®sImd,; - (A/r) ®, P, est nul ;
comme d,;; = j,©98,,,, on en déduit que 1,, ® d,.; = 0 pour n > 0.

Inversement, supposons que pour tout n 2 1, 1 ® d, soit nul, autrement dit
que Im d, = Ker d,_, soit contenu dans rP,_,. Puisque &, _ est surjectif, il résulte
de VIII, loc. cit. que §,_, est une couverture projective pour n = 1, donc que (P, p)
est minimale.

ProprosITION 10. — Supposons que A soit un anneau local nethérien a gauche, et
soit M un A-module de type fini. Alors M posséde une résolution minimale (P, p) ;
pour tout n = 0, P, est un module libre de type fini.

En effet, dans la construction faite au n® 5 (p. 53), on peut en vertu de VIII, /oc.
cit. prendre pour (Lo, p) une couverture projective de M, et pour L,.; une cou-
verture projective de Ker d,. La résolution obtenue est alors minimale.

Remarques. — 1) Notons m 'idéal maximal de A et posons k = A/m. Soit P une
résolution projective minimale de M, et posons b, = dim, (k ® 4 P,). Alors P, est
un A-module libre de rang b5,. Il résulte du corollaire de la prop. 8 que pour toute
autre résolution projective P’ de M, on a dimy (k ® o P;) = b,, et que I'égalité a
lieu si et seulement si P’ est minimale.

2) D’aprés la prop. 9, b, est la dimension sur & de H,(k ®, P), * autrement
dit de Tory (k, M). C’est aussi la dimension sur k& de Ext (M, k) (¢f. X, p. 103,
remar que 3) .

7. Résolutions graduées

Dans ce numéro, on suppose que l'anneau A est muni d'une graduation
(A,), <z, telle que A, = 0 pour n < 0. On dit quun A-module gradué M est borné
inférieurement si M, = 0 pour n assez petit; tout A-module gradué de type fini
est borné inférieurement.

ProrPosITION 11. — Si M est un A-module gradué borné inférieurement (resp. si M
est un A-module gradué de type fini et si A est nathérien d gauche), il existe une
suite exacte illimitée a gauche de A-modules gradués

d, d d
—L, =-L,_,— L 35L,>M—0

oit les L; sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués libres et de type
fini), et ou les d, sont des homomorphismes gradués de degré 0.

Si N est un A-module gradué et borné inférieurement (resp. et de type fini sur A
ncethérien) il existe un A-module gradué libre et borné inférieurement (resp. et de
type fini) L et un homomorphisme gradué surjectif L — N (11, p. 167, remargue 3).
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Cela étant, supposons donnée une suite exacte de A-modules gradués et d’homo-
morphismes gradués de degré 0

L"&L”_1—>-~-——>LO—‘&>M—>O,

oulesL, i=0,...,n sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués
libres et de type fini). Alors N = Ker d, est borné inférieurement (resp. de type
fini) ; il existe donc un A-module gradué libre et borné inférieurement (resp. gradué
libre et de type fini) L, , ; et un homomorphisme gradué d,.; : L,,, — L, dedegré0,
tel que Imd,., = N la suite

L, 25 4= L,—2 M 0

n—1

est alors exacte. La proposition résulte alors de ce qui précéde par récurrence sur #.

8. La résolution standard

Dans ce numéro, on suppose que 1’anneau A est une algébre (associative et uni-
fére) sur un anneau commutatif k. Pour n > 0, on note B, le produit tensoriel
sur k de (n + 2) modules égaux 4 A. On le considére comme un (A, A)-bimodule
en le munissant de la structure de A-module & gauche (resp. & droite) déduite de la
structure de A-module a gauche (resp. & droite) du premier (resp. du dernier) facteur
du produit tensoriel.

Pour n > 1, on définit des homomorphismes de bimodules &} (pour 0 < i < n)
et d, de B, dans B,_,, par les formules :

X ® .. @ Xy ) =X ® ... ®X; X0 1 ® ... @ Xpp1y, 0K i<,

d= Y (= 1'dl,

i=0
Il est clair que

di_iodi =dizled pour I <j
et par suite

dioyody= ¥ (—DMdijedi+ Y (- *di,edi=0.
Osi<jsn 0gj<€isn—1

Par conséquent, si I'on pose B, = 0 pour n < 0 et d, = 0 pour n < 0, la suite
(B,, d,) définit un complexe de (A, A)-bimodules (X, p. 43), qui sera noté B(A).
Pour tout A-module a gauche M, on note B(A, M) le complexe formé des B, ® , M
et des d, ® 1y, * autrement dit le complexe produit tensoriel B(A) ® , M . ; c’est
un complexe de A-modules a gauche.

On définit une application A-linéaire g de Bo(A, M) = (A ®, A) ® , M dans M
par la formule gy(a ® b ® m) = abm pour a,be A, meM. On a gyod, = 0,
de sorte que I'homomorphisme gradué &, : B(A, M) = M, qui coincide avec gy
en degré 0, est un morphisme de complexes de A-modules.

BOURBAKI. — Algébre X 3



A X.58 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §3

ProrositionN 12. — L’application &y : B(A, M) > M est un homotopisme de
complexes de k-modules. En particulier, le complexe B(A, M) est scindé sur k, et
(B(A, M), &y) est une résolution gauche du A-module M.

Pour n > 0, définissons une application k-linéaire s, : B, — B, par la formule :

S0 ® ... ®x,41)=1R X, ® ... ® X,p1 DPOUr Xg, ..., Xp41 €A .

C’est un homomorphisme de A-modules a droite, qui vérifie les identités :

diiios,=8,_10d"! pour n>=1, 1<ig<n+1,

dO

r108, = lg pour n>=1,
et on a par suite

(16) dyp108, + S_y0d, =1y pour nx=1.

De plus, on a

17 diosgXxg®x) =x,®Xx; —~1 ®xyx; pour Xxp, x;€A.

Notonsn : A - A ®, A lapplication définieparn(a) = 1 ® a,etn : A - B(A)
le morphisme de complexes qui coincide avec n en degré 0. Il est clairque g, o =1, ;
les formules (16) et (17) montrent que dos + sod = lp, — N 28,4 Posant
MM =N® ly, du =d® 1y et sy = s ® 1y, on en déduit que gyo Ny = Iy et
Adyio sy + Syody = lpam) — Tim o €y Autrement dit, (X, p. 33, déf. 5), gy est un
homotopisme de complexes de k-modules. Les autres assertions de la proposition
s’en déduisent aussitot.

DEFINITION 3. — La résolution gauche (B(A, M), &) de M s’appelle la résolution
standard du A-module M.

Si A et M sont des k-modules projectifs (resp. libres, resp. plats), la résolution
standard B(A, M) est une résolution projective (resp. libre, resp. plate) de M.

9. Résolutions et groupes de Grothendieck

Si % est un ensemble de classes de A-modules, on dira qu’une résolution gauche
(P, p) est bornée de type ¥ si le complexe P est borné de type € (X, p. 41).

THEOREME 1. — Soient 6, et € deux ensembles additifs et exacts a gauche de classe
de A-modules tels que €, = € et que tout A-module de type € posséde une résolu-
tion gauche bornée de type €,. Alors ’homomorphisme o : K(%,) — K(¥) déduit
de linclusion de 6, dans ¥ est bijectif; si M est un A-module de type € et P une réso-

lution gauche de M bornée de type €,, on a _ocl([M](g) = %¢(P) (X, p. 41, exemple 6).

Lemme 4. — Soient f: M’ > M un homomorphisme de A-modules de type %, et
p : P> M une résolution gauche de P bornée de type %6,. 1l existe une résolution
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gauche p' . P' — M’ bornée de type %, et un morphisme de complexes u : P’ - P

tel que pou = fop'
Raisonnons par récurrence sur la longueur » de P, I’assertion étant triviale lorsque
celle-ci est < 0. Considérons 'application g : M’ x P, - M telle que

glx, v) = f(x) — po(1) pour xe M’ veP,,

et son noyau K ; le A-module K est de type ¥ puisque g est surjective et que M’ x P,
et M sont de type €. Soit 4 : Py - K un homomorphisme surjectif ot P; est de
type %, notons pg : Py — M’ (resp. u, : Py = Py) ’homomorphisme composé
de A et de la projection K — M (resp. K — Py) ; 'homomorphisme p; est surjectif
et on a un diagramme commutatif

’ 1o
PO PO

o L Vo

M’ - M.
Il suffit alors d’appliquer I'’hypothése de récurrence & ’homomorphisme
Ker p, — Ker p,

déduit de uy.
Lemme 5. — Considérons un diagramme commutatif

PP

p’i lp

0—>MLM—M —0

ou (P, p) (resp. (P, p)) est une résolution gauche de M (resp. M), et ot la ligne horizon-
tale du bas est une suite exacte. Il existe un homologisme p” : Con (u) - M".
En effet, la suite exacte (X, p. 37, prop. 7)

0-P5Con(w) SP(-1)-0
donne une suite exacte d’homologie
— H,(P) » H,(Con (»)) - H,_ ,(P) - -

-+ = H,(Con (1)) -» Ho(P") & Hy(P) = Hy(Con (1)) » 0.

D’aprés X, p. 38, lemme 34a), on a & = — Hy(u). Comme H,P) = 0 = H,P")
pour n > 0 et que Hy(») : Hy(P") » Hy(P) s’identifie 8 f : M' — M, on en conclut
que H,(Con (1)) = 0 pour » > 0 et que Hy(Con (#)) est isomorphe & M”, d’oit
le lemme.
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Démontrons maintenant le théoréme.

a) Soit M un A-module de type #. Pour toute résolution gauche (P, p) de M
bornée de type 6,, I'élément x4, (P) de K(%,) ne dépend que de M. En effet, soient
(P4, py) et (P,, p,) deux résolutions de ce type. Considérons la résolution

Py x Py, py X py)

du A-module M x M et 'homomorphisme A : x— (x,x) de M dans M x M.
D’aprés le lemme 4, il existe une résolution (Q, ¢) de M bornée de type %, et un
diagramme commutatif

Q — P, xP,

ql ipl X P2

M4 M x M R
on en déduit un diagramme commutatif

uopr
Q s p,

q‘ 1 Lp;

M —M, i=1,2.

Drapres le lemme 5, Con (u o pr;) est d’homologie nulle, donc u o pr; est un homo-
logisme et 7¢,(Q) = %e,(P:) (X, p. 41, prop. 10); il s’ensuit que Y4, (P1) = ¢, (P2)
comme annoncé. _

b) Pour tout A-module M de type %, soit ¢(M) e K(%,) la valeur commune
des %4,(P) pour toutes les résolutions gauches P de M bornées de type %,. Mon-
trons que la fonction ¢ : ¥ — K(%,) est additive. Soit donc

0-M5-M->M' -0

une suite exacte de A-modules de type %. D’aprés le lemme 4, il existe un diagramme
commutatif

PP P

p’i ) ip

00— M-—">M— M —0

ou (P, p) et (P', p') sont des résolutions gauches bornées de type %,. Alors on a

oM) = %4 (P),  @(M') = 74,(P)

et d’aprés le lemme S

O(M”) = y¢o(Con @) = %,(P) — A (P) = (M) ~ o(M') ;

ce qu’on voulait démontrer.
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¢) Soit alors B : K(%) — K(%;) I'homomorphisme tel que, avec les notations
précédentes, on ait B([M]g)= x«,(P). Comme p est un homologisme, on a x4(P) =[M],
donc o o B([M]g) = ()¢ P)) = x«(P) = [M]g et a0 B = I Si M est de type %,,
alors (M, 1y) est une résolution de M, donc @(M) = [M]g, et Boa = Ik, ce
qui achéve la démonstration.

Nous appliquerons ce théoréme aux modules de « dimension projective finie »
au § 8 (X, p. 137).

§ 4. PRODUIT DE TORSION

Dans les paragraphes 4 a 8, on dénote par k un anneau commutatif, et par A une
k-algébre associative et unifére. Le réle de k est de nature auxiliaire ; on a en vue
principalement les trois cas particuliers suivants :

a) on considére un anneau quelconque A, on pose k = Z et on munit A de sa struc-
ture naturelle de Z-algébre,

b) on considére un anneau quelconque A, on prend pour k le centre de A,

¢) on considére un anneau commutatif A et on prend k = A.

1. Produit tensoriel de deux complexes

Soient (C, d) un complexe de A-modules a droite et (C’, d’) un complexe de
A-modules a gauche.
Munissons le k-module C ®, C’ de la graduation telle que

C®,C), = Z (Cp ® C,;)

pta=n
et notons D 'unique endomorphisme k-linéaire de degré (— 1) de C ®, C’ tel que
1 Dx®R®xN)=dx@x"+(—D?Px®dx", xeC,yeC,p,qel.
On a Do D = 0 puisque, avec les notations de (1)
DXx@x)=ddx®@x' + (= 1) 1dx®d'x' + (— 1)Pdx ®d'x —x®d'dx".

Le complexe de k-modules (C ® , C', D) est appelé le complexe produit tensoriel
des complexes (C, d) et (C', d').

Remarques. — 1) Lorsque C’ est réduit 4 C; = M, alors (C®,C), =C, @, M
et D = d® ly; par exemple C ®, A, s’identifie naturellement & C. De méme,
lorsque C est réduit & C; = P, alors (C ®,C), =P ®,C et D=1, ®d.

2) Pour tout entier r, on a (C ®,C)(r) = C(*) ®, C, mais (C®,C") ()
et C ®, C'(r) n'ont pas en général la méme différentielle.
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Soient p, g deux entiers, x € Z,(C), x' € Z,(C’); alors I'élément x ® x'de C, ® C,
appartient 4 Z,, (C ® C’) d’aprés (1) ; de plus, si ye C,, 4, y'€Cyyy, 0n a

x+d)®@ +dy)=x@x + Dy @x" + (- )P (x+dy) ®);
par passage aux quotients, on en déduit une application k-linéaire, dite canonique
Yp,a(C: C) t Hy(C) @4 Hy(C) - H, (C ®4 C);
si on munit H(C) ® , H(C’) de la graduation telle que
(HO @ HIC)), = Y H, (O ®,HC),

ptq=n
les v,, définissent une application k-linéaire graduée de degré 0
¥(C, C) : H(C) ®, H(C) - HIC®,C).
La prop. 6 de II, p. 59, se reformule ainsi :

PROPOSITION 1. — Si les complexes C et C' sont nuls @ droite, C ® , C' est nul a
droite et I’application k-linéaire canonique

Y0,0(C, €') : Ho(C) @, Ho(C) > Hy(C ®, C)
est bijective.

Soient u : (C, d) — (C,, d;) un morphisme de complexes de A-modules a droite
et u' : (C’,d) — (C{,d;) un morphisme de complexes de A-modules & gauche;
alorsu @ u' : C ®, C' = C,; ®, Cj est un morphisme de complexes de k-modules ;
en effet, il est gradué de degré 0, et 51 ’on note D et D, les différentielles de C ® C’
et C; ® Cj,onapourpgeZ,xeC, x eC,

@ ®u)(Dx @ x)) = udx) ® u'(x)+(— 1) ux) @ u(dx) =
= dy u(x) ® u'(x)+ (= 1) u(x) ® diu'(x") = Dy(u(x) ® u'(x")) .
De plus le diagramme suivant est commutatif :

H(C) ®, H(C) X% H(IC ®,C)

H() ® H@' )L lH(u ® u)
H(C)) ®4 H(CY) .z H(C, @4 CY).

Soient A° la k-algébre opposée d A, C° (resp. C’°) le complexe C (resp. C) considéré
comme complexe de A°-modules a gauche (resp. droite). Notons
6(C,C): CR,C' ->C° ®,.C°
P'unique application k-linéaire graduée de degré O telle que, pour xe C,, x' e C,,
p,geZ, on ait
cC,CNx®x) = (—1Mx ® x.



NO ] PRODUIT DE TORSION A X.63

Prorosition 2. — L’application c(C,C") : C ®,C' - C”° ®,- C° est un isomor-
phisme de complexes de k-modules, dont I’ isomorphisme réciproque est s(C”, C°).

Comme les applications o(C, C’) et o(C'°, C°) sont réciproques 'une de l'autre,
il suffit de prouver que o(C, C’) est un morphisme de complexes. Or, pour

xeC,=C,, x'eC;=C’°, pgel,
on a, notant D" la différentielle de C' ®,0C ,
(C.CYeD(x®xNV=0(C,CNdx @ x + (- 1P x®dx") =
=(= D) ' @ dx+ (= 1)PTPOHD i @ x=(— P d'x’ ® x+(—1)P" x' ® dx
=(—-1"MD(x’'®x)=D°eg(C,C) (xR®x') ;

cela donne o(C,C)o D = D° o o(C, C'), d’ou I'assertion cherchée.

L’isomorphisme 6(C,C) : C ®,C' - C”° ®, C- est appele isomorphisme de
commutation du produit tensoriel des complexes C et C'.

Siu:C-Cyetv:C - Cj sont deux morphismes de complexes comme ci-
dessus, on a un diagramme commutatif :

C ®A C’ o(C, C) (ol ®Acco

u® u’l iu’ ®u
C, ®,Ct e CP? ®,C1.
Supposons pour la fin de ce numéro que 'anneau A soit commutatif (cf. n° 9
pour le cas général).
Soient C, C’, C” trois complexes de A-modules; ’homomorphisme canonique
de A-modules (III, p. 64)

P:(CRLC)®L,C" 2> CRLC ®,C)

est un isomorphisme de complexes, comme on le vérifie aussitét a 'aide des défi-
nitions.

Plus généralement, soit (C'V, d9), ., une famille de complexes de A-modules, ou
I'ensemble I est fini et totalement ordonné ; nous identifierons pour simplifier les

r

notations 1 a I'intervalle (1, r) de N. Munissons le A-module C = ® C" de la

i=1

graduation telle que
C, = 3 (C1),, ® (C?),, ® ... ® (CM),,

pitpatectpr=n

et définissons un A-endomorphisme gradué de degré (— 1) de C par

Dx; ® ...@x)=3 (=D*"*p-1x, @ . ®@x-; djX;® Xj41 ® ... ® x,
j=1

ou x;€(C),, pour i =1,...,n Alors (C, D) est un complexe de A-modules
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appelé complexe produit tensoriel de la famille (C,, d;). Pour toute suite strictement
croissante 7, ..., 1, de [0,r] telle que ro = 0, r, = r, Visomorphisme canonique
d’associativité
k-1 Fisy r
® ( ® C‘”) - ® C®
j=0 \i=r;+1 i=1
est un isomorphisme de complexes.
On définit comme ci-dessus un homomorphisme gradué de degré 0
Y((C?) : ® H(CY) - H(® C¥) .
iel iel K
Remarques. — 3) Onpeut définir le produit tensoriel d'une famille finie de complexes
sans munir I’ensemble d’indices d’un ordre total (X, p. 185, exercice 3).
4) Supposons que chaque C' soit muni d’une structure d’algébre graduée compa-

tible avec sa graduation et telle que les 4 soient des antidérivations (I, p. 117).
Munissons alors & C® de la structure d’algébre produit tensoriel gradué gauche

iel
des structures données (II1, p. 49). Alors D est une antidérivation. En effet, utilisant
’associativité du produit tensoriel, on peut supposer que I = { 1,2} ; soit alors

Pi» 41> P2y 42€Z, x, € (CY),, y, € (CD),, x, € (CP),,, y,€(C?),; on a

(D(xy ® x2)) (71 ® y2) + (= DP¥P2 (x; ® x3) (D(y; @ p2)) =
= (dx; ®@ x; + (— 1" x; ® dx3) (y; ® yo) +
+ (=P (@ x) ([dyy @y, + (- D"y, ®dy,) =
= (= DP0 (dx) y; ® X, 9, + (= DPFE"D0 5, 9, @ (dxy) v, +
+ (= Dprpte@sh Xy dyy @ x39, + (= Dptparatra gy @ x,dy,
= (=D [(dx)y; + (= D' x,dy ] @ %39, +
+ (= Dpratea x y @ ((dxy) ya + (= DP2x, dy))
= (= 1P [d(x; p) @ x2 ¥, + (= D78 x, 3, ® d(x; ¥,)]
= (= P D(x; y; ® X3 ¥5) = D((x; ® x,) (y; ® ¥2)) -

2. Produits tensoriels et homotopie

ProOPOSITION 3. — Soient C, C; deux complexes de A-modules a droite, C’', C}| deux
complexes de A-modules a gauche, et u:C—->Cy, v:C->C,, v :C' - Cj,
v' 1 C' = C} des morphismes de complexes.

a) Siu et u' sont homotopes a v et v’ respectivement, alors les deux morphismes
u@u et v® v de C®,C dans C, ®, C} sont homotopes.

b) Si u et u' sont des homotopismes, u @ u' est un homotopisme.

¢) Si C ou C' est homotope a zéro, C ® , C' est homotope a zéro.

Notons par la méme lettre d les différentielles des complexes C, C,, C’, Cj et
par D les différentielles des complexes C ®, C’ et C; ®, C;.
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Si u (resp. u') est homotope a v (resp. v'), il existe un homomorphisme gradué
de degré 1 5:C - C, (resp. s' : C' > C}) tel que

2) u—v=ds+ sd (resp. ' — v ' =ds’ + s'd) .

Soit $ : C®,C" - C; ®, C; l'unique homomorphisme gradué de degré 1 tel
que, pour xe C,, yeC,, p,g€ Z, on ait

3 Sx®p) = s(x) @ u'(y) + (= DFu(x) ® s'(y) .
On a alors, avec les notations précédentes :

(DS+SD) (x ® ) = D(sx @ u'y)+(—1)? D(vx ® s'v)+S(dx ® y)+
+(=1)PS(x ® dy) =
=dsx Qu'y+(—1P*" 1 sx @ du'y+(—= 1P dvx ® s'y+vx ® ds'y+
+s5dx @ uy+ (=1 odx @ s'y+(—=17 sx @ u/dy+vx @ s'dy
= (ds+sd) (x) @ u'y+vx ® (ds'+5'd) ()
= ux—vx) @Quy+ox @ Wy—vy) =ux @ uy—vx ® v'y .

Cela donne DS + SD = u @ u'—v ® v/, d’ov ). -

Démontrons b). Si u et 4’ sont des homotopismes, il existe des homomorphismes
de complexes o : C;, » Ceta’ : C; — C' tels que uoa, ou, u' oo/, o' o u’ soient
homotopes respectivement a Idg, , Idc, Idc, et Ide. Alors (4 @ u') o (¢ ® o), qui
est égal & (woa) ® (u'oa’), est homotope d’aprés a) a Id., ® Id¢; = Id¢, g ¢
tandis que (¢ ® a’) o (u ® u) est homotope 4 Idcg ¢, d’ot b). Enfin, ¢) résulte
de b) appliqué au cas ou C, ou Cj est nul.

COROLLAIRE 1. — Soit C' un complexe scindé de A-modules d gauche tel que H(C)
soit plat. Pour tout complexe C de A-modules a droite, I’application canonique

v(C, C) : H(C) ®, H(C) > HIC R, C)

est bijective.
D’aprés X, p. 35, déf. 6, il existe un homotopisme u' : C' — H(C’). D’apres
la prop. 3, I ® ¥ :C®,C' - C ®, H(C') est un homotopisme ; comme

H(lc ® #) 0 v(C, C) = v(C, H(C)) » (Ic ® HW)),

et que H(lc ® u') et H(u') sont bijectifs, il suffit de prouver que y(C, H(C") est
bijectif, et on est ramené au cas ol C’ est plat et a différentielle nulle. Dans ce cas
les suites exactes canoniques

@O 0-Z(C)5CS35BIC) -0

an 0 - B(C)-Z(C) 5 HC) -0
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donnent des suites exactes :
0— ZC) ®, CL8LC®,C 28LBIC)@,C' — 0
0—— BC)®,C L8L Z(C) ®,C' &L HC) ®, C'—— 0.

Comme d=icjod, on a D=d®lc =@ Do (j®DNo(B® 1), ce qui
montre que les applications canoniques Z(C) ®,C - Z(C ®,C) et
B(C) ®, C' —» B(C ®, C') sont bijectives, donc aussi y(C, C’) par passage aux
quotients.

COROLLAIRE 2. — Soit N un A-module d gauche plat. Pour tout complexe C de
A-modules d droite, les homomorphismes canoniques

Yu(C, N) : Hy(C) ®, N - H(C ®, N)
sont bijectifs.

COROLLAIRE 3. — Soit C’ un complexe de A-modules a gauche tel que B(C’) et H(C")
soient projectifs. Pour tout complexe C de A-modules d droite, 'application v(C, C')
est bijective.

En effet, C’ est scindé (X, p. 35, exemple 4) et H(C') est projectif ; on peut donc
appliquer le corollaire 1. '

Remarques. — 1) En utilisant les isomorphismes de commutation, on déduit des
corollaires 1, 2 et 3 les énoncés analogues obtenus en échangeant les r6les des deux
arguments des produits tensoriels.

2) Nous verrons ci-dessous (X, p. 79, cor. 4) que la conclusion du cor. 1 est égale-
ment vraie lorsqu’on suppose C’ et H(C’) plats et C’ borné a droite.

3. Produit tensoriel par un complexe plat borné a droite

Lemme 1. — Soient C un complexe de A-modules a droite et E un complexe de
A-modules a gauche. On suppose que H(C) = 0 et que E est plat et borné a droite.
Alors H(C ®4 E) = 0.

Pour ke Z, soit T® le sous-complexe de C ®, E tel que

T = Y C,®4E;

alors T®™Y <= T® et on a une suite exacte de complexes
0— TV 2 TR 5, C®, E(— k) — 0

ol i, est l'injection canonique et oll m projette la somme directe précédente sur
son facteur C,_; ®4 E, = (C ®4 Eu(— k)),. D’aprés le cor. 2 ci-dessus, on
a H(C ®, E,(— k)) = 0, donc i, est un homologisme. On a T® = 0 pour k assez
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petit, puisque E est borné a droite, donc H(T™) = 0 pour tout k& par récurrence
sur k. Enfin, le morphisme canonique 11}11 T® - C ®, E est évidemment un iso-
morphisme, donc H(C ®, E) = 0 (X, p. 28, prop. 1).

Lemme 2. — Siu : C — C’' est un morphisme de complexes de A-modules d droite
et E un complexe de A-modules d gauche, alors les complexes Con () ®, E et
Con (u ® 1g) sont isomorphes.

Par définition, Con (4) ® , E est le module gradué (C'(— 1) @ C) ® , E muni
de la différentielle D telle que, pour xe C,, y' e C'(— 1), = C,_,, ze E,, on ait

4 D(y,x)®z) = (—dy,dx —u(y)) @z + (- D (), x) ® dz,
tandis que Con (¥ ® 1g) est le module gradué (C’' ® , E) (— 1) & (C ® , E) muni

’

de la différentielle D, telle que, pour xe C,, y'e C,_, z€ E,, on ait

D) ®z,x®@2)=(~dy' ®z—(-1)""'y ®dz,dx @ z+ (- 1)’ x Q dz - u(y") ® z)
=(—dy' @z, dx—u(yN®z2)+(-1)? (¥ ®dz, x @ dz),
d’ou Passertion. ’

PROPOSITION 4. — Soient u : C —» C' un homologisme de complexes de A-modules a
droite et E un complexe de A-modules a gauche, plat et borné a droite. Alors

Ul :CRLE-C ®,E

est un homologisme de complexes de k-modules.

En effet, d’aprés X, p. 38, cor., u (resp. ¥ ® 1g) est un homologisme si et seule-
ment si H(Con (w)) = 0 (resp. H(Con (u ® 1g)) = 0). On conclut alors par les
lemmes 1 et 2.

Remarque. — En utilisant les isomorphismes de commutation, on déduit des énoncés
précédents les énoncés analogues obtenus en échangeant les réles des deux argu-
ments des produits tensoriels.

4. Définition et premiéres propriétés du produit de torsion

Pour tout A-module E, on note pg : L(E) — E la résolution libre canonique
de E (X, p. 50).

DEFINITION 1. — Soit M un A-module d droite et N un A-module ¢ gauche. On
appelle produit de torsion de M et N le k-module gradué
@ Tor* (M, N) = H(L(M) ®, L(N)).
Les composantes homogeénes de Tor* (M, N) sont notées
) Tor,' (M, N) = H,(L(M) ® , L(N)) .
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Comme L(M) et L(N) sont nuls 4 droite, on a
(6) Tor®M,N) =0 pour n<0.

Remarque 1. — Nous verrons ci-dessous (X, p. 107, prop. 6) des propriétés de
finitude des modules Tor® (M, N). Par exemple, si A est commutatif ncethérien
et si M et N sont des A-modules de type fini, chaque A-module Tor? (M, N) est
de type fini.

Soient f: M — M’ un homomorphisme de A-modules a droite et g : N — N’
un homomorphisme de A-modules & gauche, on pose Tor* ( f, g)=H(L(f) ® . L(g));
c’est un homomorphisme de k-modules gradués

Tor? (£, g) : Tor* (M, N) = Tor* (M’, N')
dont les composantes homogenes sont notées

Tor? (£, g) : Tor® (M, N) - Tor? (M/, N') .

D’aprés la prop. 1 de X, p. 62, 'homomorphisme canonique
Yo,0 : Ho(LM)) ® 4 Ho(L(N)) — Ho(L(M) ® 4 L(N))

est bijectif ; utilisant les isomorphismes M — Ho(L(M)) et N — Hy(L(N)), on en
tire un isomorphisme, dit canonique

(7) 'YM,N, : M ®A N had TOI‘S (M, N) .
Nous identifierons toujours Torg (M, N)a M ® 4 N par cet isomorphisme. Alors
’application k-linéaire Torj (f, g) s’'identifie &4 f ® g.

Remarque 2. — Le morphisme de complexespy @ py ' LIM) @, LIN) > M ®, N
induit sur 'homologie de degré 0 l'isomorphisme

Yun - Torf M, N) > M ®, N

réciproque de Yy
On a L(ly) = I L(ly) = I ) donc par passage a ’homologie :
(8) Tor# Iy, In) = ]TorA(M,N) .

Si f': M —» M" (resp. g’ : N’ - N”) est un homomorphisme de A-modules a
droite (resp. gauche), on a L(g'og) = L(g’) o L(g) et L(f"of) = L(f") o L(f),
donc

©) Tor® (f'of,g'og) = Tor* (f,g) o Tor* (£ 9) .
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Considérons les morphismes de k-complexes

LOM) @4 N <22 (M) @, L(N) 225 M ® , L(N)
et les k-homomorphismes qu’ils induisent en homologie :

H(L(M) ®, N) <4 Tord (M, N) 2% HM @, LIN));
d'aprés la prop. 4 de X, p. 67, 1 ® py et py ® | sont des homologismes. D’ou :

PROPOSITION 5. — Les k-homomorphismes
Yu(N) : Tor* (M, N) - H(L(M) ®4 N)
Yn(M) : Tor* (M, N) - HM ®, L(N))
sont bijectifs.
COROLLAIRE. — Si M ou N est plat, Tor® (M, N) = 0 pour i > 0.
Supposons N (resp. M) plat; alors py ® 1 :L(M) ® y, N > M @, N (resp.

l1®@p ' M®,LIN) > M ®, N) est un homologisme (X, p. 67, prop. 4), donc
H,(LM) ® 4 N) (resp. H{M ® , L(N))) est nul pour i > 0.

Remarque 3. — Si g : N > N’ est un homomorphisme de A-modules a gauche,
alors

(Iean @ ) o (rpy ® 1n) = (Ipgy ® 1n) o (ILpny ® LAg))
donc le diagramme
Tor* (M, N) % H(LM) ®4N)
Tor* (1, g)l lH(l ®9
Tor* (M, N) 2% H(ILM) ®, N)
est commutatif.

De méme, si f: M — M’ est un homomorphisme de A-modules & droite, on a
un diagramme commutatif :
A onx oy T
Tor* (M;N) —— H(M ®, L(N))
Tor* (f, 1)l lH(f® 1

Tor* (M/, N) 2% H(M' ® , L(N)) .

PROPOSITION 6. — L’application (f, g) — Tor® (f, g) :
Hom, (M, M’) x Hom, (N, N) - Homy, (Tor* (M, N), Tor* (M’, N"))

est k-bilinédaire.
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Soient fe Hom, (M, M"), ¢;,¢9, € Hom, (N,N'), X, A, €k. Alors les mor-
phismes

ML) ®g1) + ML(f) ®gz) et L) ® (hyig; + hagy)

de L(M) ®, N dans L(M) ®, N’ coincident ; d’aprés la prop. 5 et la remarque 3,
on a donc

(10) Tor* (f, Ay g1 + Ay ga) = A, Tor® (f, gi) + A, Tor* (f, g2) -

On raisonne de méme pour application f— Tor? (7, g).

COROLLAIRE. — Soit A e k. Si A annule M ou N, il annule Tor* (M, N).
En effet, Al aqny = Tor (A ly, 1) = Tor (1y, AL 1y).

PROPOSITION 7. — Soient 1 et J deux ensembles, (M,), o une famille de A-modules a
droite, (NB)B‘GJ une famille de A-modules d@ gauche. L’homomorphisme

@ TorA (Mua Nﬁ) - TOI‘A (@ Mu’ @ Nﬂ)

acl,pel “ael pe’

déduit des homomorphismes canoniques M, - @ M, et Ny — @ Ny est bijectif.
Il suffit de prouver que pour tout module & droite M (resp. tout module a
gauche N), 'homomorphisme canonique

@ Tor* (M, Np) —» Tor* (M, @ Ny)
pel Beld

{resp. @ Tor* (M,, N) —» Tor* (@ M,, N)) est bijectif. Or cela résulte de ce

ael i ael
qui précéde, de la proposition 1 de X, p. 28, et des isomorphismes canoniques :

© (L) @4 Np) — L @, ‘('639 Ny

@ M, ®, L(N)) = (@M, ®,LN).

-3

Un raisonnement analogue donne :

PrOPOSITION 8. — Soient 1 (resp. J) un ensemble préordonné filtrant a droite,
((My), (4y)) (resp. (Np), (vpp))) un systéme inductif de A-modules a droite (resp.
gauche) relatif a 1 (resp. J). L’homomorphisme de k-modules gradués

lim Tor® (M,, Ny) - Tor* (lim M,, lim Nj) ,
— — —_

(@, Brelx] ael el

déduit des A-homomorphismes canoniques M, — lim M, et Ny — lim Ny, est bijectif.
f— Ju—

En particulier, prenant J = I et remarquant que les (o, ), o € I, forment une
partie cofinale de I x I, on obtient :
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COROLLAIRE. — Soient | un ensemble préordonné filtrant da droite, (M, u;;) (resp.
(Ny, v})) un systéme inductif de A-modules d droite (resp. a gauche) relatif a 1. L’homo-
morphisme de k-modules gradués

lim Tor* (M,, N,) —» Tor* (lim M,, lim N,) ,
— —_— —_— ‘

iel iel iel
déduit des A-homomorphismes canoniques M; — lim M; et N; — lim N; est bijectif.
. —_— —

Soient M un A-module a droite, N un A-module & gauche, A° I’anneau opposé
a A, M° le A°-module a gauche sous-jacent & M, N° le A°-module & droite sous-
jacent a M. On a L(M®) = L(M)° et L(N°) = L(N)°, d’ou un isomorphisme de
commutation (X, p. 63, prop. 2)

o(L(M), L(N)) : L(M) ®, L(N) » L(N®) ® 0 L(M") .

Par passage 4 "homologie, o(L{M), L(N)) induit un isomorphisme gradué de degré 0
oy : Tor* M, N) — Tor*" (N°, M°) dit isomorphisme de commutation des pro-
duits de torsion.

Notons que Oy- e © Oyn = Idge (u,n) € quE Oy induit sur les termes de degré 0
homomorphisme de commutation du produit tensoriel. D’autre part, sif: M - M’
et g : N > N’ sont des homomorphismes de A-modules, on a

Tor* (g, f) o oyn = Oy 0 Tor* (f, g) .

5. Les homomorphismes de liaison et les suites exactes

Soit M un A-module & droite. Rappelons que pour tout A-module & gauche N,
on a défini au numéro précédent (X, p. 69, prop. 5) un isomorphisme

Yu(N) : Tor* (M, N) - H(LIM) ®,, N) .
Soit

(&) O—»N/—“>N—”>N”—->0
une suite exacte de A-modules & gauche; la suite de k-complexes
M&) 0—— L(M) ®, N’ 125 L(M) ®, N1E5 L(M) @, N'—— 0
est alors exacte (X, p. 66, lemme 1); soit
oM&) : HIL(M) ®, N”) > HILIM) ®, N’)

I'homomorphisme de liaison correspondant (X,b p- 29).
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DEFINITION 2. — On appelle homomorphisme de liaison des produits de torsion,
relatif au module M et @ la suite exacte &, I’homomorphisme composé

M, &) = Yu(N) 710 6(ME) o Yu(N") @ Tor® (M, N) - Tor* (M, N') .
C’est un k-homomorphisme gradué de degré (— 1), dont les composantes homo-
génes sont notées 4,(M, &) : Tor® (M, N") —» Tor2_; (M, N').
THEOREME 1. — La suite illimitée d gauche d’homomorphismes de k-modules

Tor(1, v)
—_—

.~ Tor® (M, N') 225 T4 (M, N) Tord (M, N")

Tor2_ (1, u) 1,
WM, Tord (M, N) —==y . Ty 1604 (M, NY)
oM. ) , 1® ,
M®AN M®AN ——>M®N—>O
est exacte.

Considérons en effet le diagramme

Tor (1, u) Tor (1.¢) M. &) Tor (1. w) R
Tor (M,N') ——> Tor (M,N) —— Tor (M,N") — Tor M,N’) —— Tor (M. N)

Mml WN)l W(N”)L WM(N’)l WM(N')L
H(l @ u) Hil®v aMé) H(t ® u)
H(LM) ® N')— H(LM) ® N) —-»H(L(M ® N")— H(L(M) ® N’ ) — HLM) ® N).

Il est commutatif d’aprés (X, p. 69, remarque 3) et la déf. 2. D’autre part, la ligne
inférieure est exacte (X, p. 30, th. 1), et les différents { sont bijectifs (X, p. 69,

prop. 5).

COROLLARE 1. — §i Tor$ (M, N") = 0, la suite

0— M N &M, NS M@, N —— 0

est exacte.

COROLLAIRE 2. — Soient 0 —» C' & C 5 C” - 0 une suite exacte de complexes de
A-modules a gauche et E un complexe de A-modules d droite. Si C" ou E est plaz,
la suite

0— EQ®,C 25 E®,C 2% EQ®,C'— 0
est exacte.
En effet, Tor? (E,C") = 0 d’aprés X, p. 69, cor. a la prop. 5.

Exemple. — Soit a un idéal de A. La suite exacte

0-oa-A,>Ala—>0
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de A-modules & gauche, donne naissance & une suite exacte de produits de torsion,
dans laquelle les termes Tor? (M, A) sont nuls pour i > 0. On en déduit des iso-
morphismes

Tor, ; (M, A/a) —» Tor® (M, a), i>0
et une suite exacte
0> Torf M.A) > M®,a->-MRJRA-MRAaw—>0:

il en résulte que Tor? (M, A/a) s’identifie au noyau de I’homomorphisme cano-
nique M ® ,a - M.

Par exemple, prenant pour M un module de la forme A,/b, out b est un idéal &
droite de A, on obtient un isomorphisme de Tor$ (A/b, A/a) sur (a N b)/ba.

PROPOSITION 9. — Soient f: M — M; un homomorphisme de A-modules a droite et

(&) 0 =N “>N-—>N —0
gl gl g”l
&) 0 — N, =»N, 2N, —0

un diagramme commutatif d lignes exactes d’homomorphismes de A-modules a gauche.
Le diagramme de k-modules

Tor® M, N") 248y Tora (M, N)

Tor* (f, ¢") ‘ iTorA (f.4)
A 4 EMy &) A ,
Tor* (M, N]) —— Tor* (M4, Nj)

est commutatif.
Cela résulte de X, p. 31, prop. 2, appliquée au diagramme commutatif

1®u 1®v
0 — LM) @, N —> L(M) ® , N— L(M) ®, N" — 0
L) ® g'l LSy l LN ® g"l

1®u

® uy 1® v,
0 —=LM,;) ®, N —=LM,) @, N;—= L(M,) @, Ni—0.

De maniére analogue, si N est un A-module & gauche et
(F) ' 0-M5MSM -0
une suite exacte de A-modules 4 droite, on définit des homomorphismes de liaison

o(F,N) : Tor* M”, N) — Tor* (M’, N)
0(F,N) : Tor® (M",N) - Tor®_, (M, N)
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par 8(F, N) = Y(M) 710 &(F V) o Yu(M"), ol 6(F™) est 'homomorphisme de
liaison de la suite exacte

FN 0-M LN - MR LN)>M" @, L(N) -0
déduite de £, et on a :

THEOREME 1 bis. — La suite illimitée a gauche d’homomorphismes de k-modules

Tor? (r, 1) Tot} (s, 1) O(F N),
— Tor*(M', N) —— Tor® (M, N) —— Tor?® (M", N) ——Tor?_ (M’ N)

A (F,N) r® 1 s®1
cr»Torf{M", Ny —> M@, N—> M@, N—> M"®, N —0

est exacte.
On laisse au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer les propriétés analogues
aux corollaires du th. 1 et & la prop. 9. D’ailleurs :

PROPOSITION 10. — Notons (F°) la suite exacte de A-modules a gauche
0-M LM SM” -0.
Le diagramme

Tor* M", N) ZZ5 Tort (M/, N)

O'MH‘NL GM'.Ni
AN°, F

B +F°) s
Tor® (N°, M"*) —— Tor® (N°, M'%)

est commutatif.
En effet, cela résulte de X, p. 31, prop. 2, appliquée au diagramme commutatif

0— M ®,LN) 2% M@, LN) &% M"®,LN) — 0
oM, L(N))l oM, L(N))l o(M”, L(N)) L
0 —L(N%) @4 M” —2 L(N°) @y M° ~25 L(N°) @ - M"* — 0.,

Nous verrons plus tard d’autres relations de commutation (¢f. X, p. 131, cor. 1).

6. Modules plats et produits de torsion

THEOREME 2. — Soit E un A-module d droite. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) E est plat ;
(ii) pour tout A-module @ gauche F, et tout entier n > 0, on a

Tor®(E,F) = 0;
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(iii) pour tout A-module @ gauche monogéne et de présentation finie F, on a
Tor? (E,F) = 0;

(iv) pour tout idéal d gauche de type fini ade A, ’application canonique E ® , a - E
est injective ;
(V) pour toute suite exacte de A-modules d droite, de la forme
0-GH>HBE->OQ,

et tout A-module a gauche F, la suite

0— GR,F2LH®,FX8LE®,F—> 0
est exacte.

(i) = (ii) : c’est le cor. & la prop. 5 de X, p. 69.

(i) = (iii) : c’est trivial.

(iii) <> (iv) : tout A-module a gauche monogeéne de présentation finie est iso-
morphe a un quotient A/a, ol a est un idéal a gauche de type fini, de sorte que (iii)
équivaut a (iv) d’aprés X, p. 72, exemple.

(iii) = (i) : d’aprés X, p. 8, prop. 3, X, p. 72, th. 1, E est plat dés que Tor$ (E, F)=0
pour tout A-module 3 gauche F. Si (iii) est satisfait, il en est ainsi dés que F est
monogene et de présentation finie. D’aprés X, p. 11, prop. 7, tout A-module (resp.
tout A-module monogeéne) est limite inductive filtrante de modules de présentation
finie (resp. de modules monogénes de présentation finie); on voit donc, d’aprés X,
p. 70, prop. 8, qu’il suffit de prouver que si Tor4 (E, F) = 0 lorsque F est monogéne,
alors il en est ainsi dés que F est de type fini. Raisonnons donc par récurrence sur
le cardinal d’un systéme générateur (fi, ..., f,) de F; la suite exacte

0->Af, o F->F/Af; -0
donne naissance a une suite exacte
TOI'? (E’ Afl) - TOI'? (Es F) - TOI'? (Es F/Afl) s

de sorte que Tor? (E, F) = 0 puisque Tor? (E, Af;) =0 et que Tor} (E, F/Af;) =0
par hypothése de récurrence.

(i) = (v) : c’est le cor. 2 au th. 1 (X, p. 72).

(v) = (iii) : la suite exacte (X, p. 50)

0— ZyE)5 Ly(E) 2 E— 0
donne naissance pour tout A-module 4 gauche F & une suite exacte
0 — Tor? (E,F) — Z,(E) @ , F 2254 L,(E) @ ,FZEL EQ,F—— 0.
Si (v) est satisfait, on a Tor? (E, F) = 0 d’ou (iii).

COROLLARRE 1. — Soit 0 - E' - E —» E”" — 0 une suite exacte de A-modules d
droite. Supposons que E" soit plat. Alors pour que E soit plat, il faut et il suffit que E’
soit plat.
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Soit F un A-module & gauche. Puisque Tor? (E”, F) = 0 pour i = 1,2 (th. 2,
(i) = (i), on a une suite exacte
0 - Tor? (E', F) -» Tor} (E,F) - 0

d’ou lassertion (th. 2, (i) <> (iii)).

COROLLAIRE 2. — Soit 0 - E, > E,_; > > E, - 0 une suite exacte de A-
modules a droite. Si E, est plat pour i = 1,...,n — 1, alors E, est plat.

7. Formule de Kiinneth

Dans ce numéro, on considére un complexe (C, d) de A-modules a droite et un
complexe (C', d") de A-modules & gauche. Considérons les suites exactes cano-
niques

@ 0-ZC)LCASBO)(-1)-0,
(ID) 0 - B(C) 4 Z(C) B H(C) - 0;
on déduit de 8 un k-homomorphisme
HE® 1) : HC®,C) - HB(C) ®, C)(-1);
on déduit de (II) un homomorphisme de liaison
&(IT, H(C") : Tor} (H(C), H(C") - B(C) ® 4 H(C) ;
si I'on munit Tor$ (H(C), H(C")) de la graduation dont le composant homogéne
de degré n est @ Tor? (H,(C), H(C"), cet homomorphisme de liaison est

ptg=n
gradué de degré 0. On dispose par ailleurs d’'un homomorphisme canonique (X,

p. 62)
Y(B(O), C') : B(C) ® H(C) > HB(O) ®4 C).

Avec ces notations :

THEOREME 3. — Supposons les A-modules B(C) et Z(C) plats. Il existe un unigue
homomorphisme de k-modules gradués, de degré — 1,

% : H(C ®, C) > Tor (H(C), H(C")

rendant commutatif le diagramme

H(C ®,C) = Tor}(H(C), H(C) (- 1)
HG ® 1>l La(n, H(CY)

H(B(C) ®4 C) (= 1) <222 (B(C) @4 H(CY) (= 1) .
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La suite de k-modules gradués

0 —— H(C) ®, H(C) LS4 H(C @, C') —— Tor? (H(C), H(C) (= 1) —— 0

est exacte.
On a donc pour chaque » une suite exacte

(11) 0—— @ H,C) ®,H(C) D H(C®,C)

ptq=n

—2, @ Tor(H,O), H(C)——0.

ptg=n—1

Posons pour simplifier B = B(C), Z = Z(C), H = H(C) et H' = H(C') :
Comme B est plat, on déduit de (I) une suite exacte (X, p. 72, cor. 2)

1) 00— ZzZ@,cC-2Lcp,c8LB®,C)(-—1)—0.

Lemme 3. — L’homomorphisme de liaison HB ® , C) > H(Z ® 4, C') associé a la

suite exacte (12) est égal @ H(i ® 1). :

En effet, soit aeZ(B ®, C’); comme B est plat, a appartient 4 l'image

de B ®, Z(C"), donc s’écrit Y da, @ b,, avec a, €C, b, € C, db, = 0. L'image de
"

la classe de a par 'homomorphisme cherché est par définition la classe de
DY & ® b) =) da, @ b, = (i ® 1) (a), d’ou le lemme.

La suite exacte d’homologie associée a (12) est donc
HB ®,C) 2L HZ ©,C) 2% H(C @, C)

HEOD, HB @, C) (= 1) 28D, HZ ®, C) (=1).

Par ailleurs, puisque Z est plat, on tire de (I) une suite exacte de k-modules
gradués

0——Tort (4, HY e, H-2L 7z, H2L2LHR, H ——0;

enfin, on dispose des homomorphismes canoniques du n° 1
Y8 =7B,C) :BRsH - HB®,C)

Yz=YZ,C):ZR@,H - HZ ®,C)
Ye=vCC):H®, H - HC®,C),
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d’otr un diagramme de k-modules gradués, a lignes exactes

BH 2> z@H L&+ HQ@H —0

Y8 Yz Yc
l H(i®D l HU® D l HE® 1) H(® 1)
HB®C) —HZR@C)— HCR®C)—= HBRC)(- ) —= HZR®C) (- 1)

175 ?Yz
11, HY)

0 — Tor} (H,H) (- 1) = B@®H) (- 1) 2~ Z@H) (- 1),

qui est commutatif par définition des homomorphismes y. Mais, les complexes B
et Z étant scindés et plats, yp et vz sont bijectifs (X, p. 65, cor. 1). On en déduit,
d’une part que yc est injectif et d’image égale & Ker H(d ® 1), d’autre part que
vg © (11, H") est injectif, d’image égale & Im H(® ® 1). Le théoréme résulte immé-
diatement de 1a.

COROLLARE 1. — Si B(C) et Z(C) sont plats, on a pour tout A-module d gauche N
et tout entier n une suite exacte

(13)  0— H,C) ®, N5 H,(C ®, N) = Tor? (H,(C), N)— 0.

COROLLAIRE 2. — Supposons B(C) et B(C') projectifs et Z(C) plat. Alors les suites
de k-modules (11) et (13) sont exactes et scindées.
Cela résulte du théoréme et du lemme suivant :

Lemme 4. — Si B(C) et B(C') sont projectifs, alors I’homomorphisme canonique
v(C,C) : H(C) ®, HIC') > HIC®, C)

posséde une rétraction k-linéaire.

En effet d’aprés X, p. 65, remarque b), il existe des homologismes ¢ : C — H(C)
et ¢ :C" - H(C) tels que H(e) = ly) et H(@') = lyc) Dans le diagramme
commutatif

' c.C
H(C) ®,HIC) —<=2 » HIC®, C)
H(9) ® H(q:')i lH(cp ®9)

WH(C), H(CY) )
H(C) ®, H(C) H(C) @, H(C)

H(p) ® H(p’") et y(H(C), H(C")) sont 'identité, d’ou1 I'assertion.

COROLLAIRE 3 (« formule des coefficients universels »). — Supposons I’anneau A
principal. Siles complexes C et C’' sont libres, les suites de A-modules (11) sont exactes
et scindées ; si le complexe C est libre, les suites de A-modules (13) sont exactes et
scindées pour tout A-module N.

En effet, B(C), Z(C) et B(C') sont des sous-modules des modules libres C, C, C’,
donc sont libres (VII, § 3, cor. 2 au th. 1), et on applique le cor. 2.
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CoROLLAIRE 4 (« formule de Kiinneth »). — Supposons C borné d droite, C et H(C)
plats ; alors I’homomorphisme canonique

Y(C, C) : HIC) @ , HIC) » HIC ®, C)
est bijectif.
D’aprés le théoréme, il suffit de prouver que B(C) et Z(C) sont plats. Or on a
des suites exactes

0-B,C)—>Z,(C) -~ H(C) -0
0 - Zn(C) - Cn - Bn—l(C) - 0 ’

d’ot, d’apres X, p. 75, cor. 1, des implications (B,_{(C) est plat) = (Z,(C) est plat)
= (B,(C) est plat); on conclut en remarquant que B,(C) = 0 pour n assez petit.

COROLLARE 5. — Soit u : C — C' un homologisme de complexes de A-modules d
droite, plats et bornés a droite. Pour tout complexe E de A-modules a gauche, le
morphisme u @ 1 :C ®, E - C' ®, E est un homologisme.

En effet, Con (1) est un complexe plat, borné & droite et d’homologie nulle ;
on a donc H(Con (u) ®, E) = 0 d’aprés le cor. 4, donc H{Con (u ® 1)) = 0
(X, p. 67, lemme 2), et u ® 1z est un homologisme.

8. Complexes bornés et plats sur un anneau nethérien

PROPOSITION 1. — Supposons A naethérien a gauche, et soit C un complexe borné
et plat de A-modules a gauche tel que H(C) soit un A-module de type fini. Soient a et b
deux entiers tels que a < b et que H,(C) =0 pour n < a, C, = 0 pour n > b. Il
existe un complexe P de A-modules d gauche tel que P, soit projectif et de type fini
pour chaque n, et que P, = 0 pour n¢ [a, b], et un homologisme u : P — C. De plus,
pour tout complexe E de A-modules a droite, I’homomorphisme

H(lg ® v) : HE ®,P) » HE ®,, C) est bijectif .

D’aprés X, p. 53, prop. 7, il existe un complexe (L, d) tel que L, soit libre et de
type fini pour chaque n, et nul lorsque # < a, et un homologisme f: L — C. Soit
P le complexe quotient L/L’ ol L, =0 pour n < b, L,=L, pour n > b, L,=B,(L).
Comme C, = 0 pour n > b, f(L') = 0, donc f se factorise par un morphisme de
complexes u : P —» C.

dysy L 4, L
o> L,y —>L —L_, —..

b

0 _>Pb"—>Pb_1_>...

bbb

0 — Cb'—>Cb_1—">...
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Comme f est un homologisme, on a H(Con (f)) = 0, d’oll une suite exacte
= Lb+1&’ L—L_,®C—L ,®C,~>
On a donc une suite exacte
0-P,>L-  ®C,>L, ,®Cpoy > .

Cela montre d'une part que le cone de u est d’homologie nulle, donc que  est un
homologisme, d’autre part que le module P, est plat (X, p. 76, cor. 2) ; comme P,
est de type fini comme quotient de L, {, il est projectif (X, p. 13, cor.). Le couple
(P, w) répond donc a la condition exigée. La derniére assertion résulte de X, p. 79,
cor. 5.

* Exemple. -— Soient A un anneau commutatif ncethérien, X un A-schéma propre et plat, # un
Oy-module cohérent, plat sur A. Il existe un complexe P borné formé de A-modules projectifs
de type fini tel que pour tout A-module M, H(X, F ® , M) s’identifie naturellement
a4 H(P ® 4 M). En effet, soit W un recouvrement de X par un nombre fini d’ouverts affines, £, F)
le complexe de Cech associé. On montre que H{&(U, #)) est isomorphe au A-module H(X, %),
et que ce dernier est de type fini ; de plus, pour tout A-module M, le complexe &(U, F) @, M
est isomorphe 4 (U, F ® , M). En appliquant la prop. 11 au complexe &(U, #) (qui est borné),
on obtient un complexe P qui répond & la question.

Pour tout point y de Spec (A), notons k() le corps résiduel de A en y, X, = X @, k() la
fibre de X au-dessus de y, #, = F @, (), et posons #*(y) = dim,,, H?X,, #,) pour p > 0.
On déduit aisément de I'existence du complexe P les résultats suivants :

(i) la fonction AP est semi-continue supérieurement sur Spec (A) ;

(ii) la fonction Z (— )P A* est localement constante sur Spec (A). ,,

p20

9. Généralisation aux complexes de multimodules

Soient B et B’ deux anneaux, C un complexe de (B, A)-bimodules, C’' un complexe
de (A, B)-bimodules (X, p. 43); alors (C ®, C’, D) (X, p. 61) est un complexe
de (B, B')-bimodules et 'homomorphisme canonique

y : H(C) @, H(C) - HIC ®, C)

est compatible avec les structures de (B, B')-bimodules des deux membres.
Si B” est un troisieme anneau, et C” un complexe de (B’, B”)-bimodules, ’homo-
morphisme canonique (II, p. 64, prop. 8)

(C®4C) @y C' - C @y (C ®3 C"

est un isomorphisme de complexes de (B, B”)-bimodules.

Plus généralement, nous laissons au lecteur le soin de développer la théorie des
produits tensoriels de familles finies, totalement ordonnées de complexes de multi-
modules sur le modéle dune 1 (X, p. 63) et de 11, pp. 65 4 72 (isomorphismes d’asso-
ciativité, de commutativité, ...).
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Soient B et B’ deux anneaux, M un (B, A)-bimodule, N un (A, B’)-bimodule :
alors L(M) ® 4 L(N) est un complexe de (B, B')-bimodules, de sorte que Tor* (M, N)
est muni d’une structure naturelle de (B, B’)-bimodule gradué; sur le terme de
degré 0, cette structure coincide avec celle de M @, N.

Si A eB, A eB’, et si on note Ay, Ak, A, M, les homothéties x — Ax, y — yA/,
z Az, z+—z) de M, N, Tor® (M, N), Tor* (M, N) respectivement, alors

A = Tor® Oy, 1n) e = Tor® (1, AY) »

ce qui fournit une autre description de la structure de bimodule de Tor® (M, N).
Nous laissons au lecteur le soin de généraliser les n°s 5 et 7 au cas des complexes
de multimodules.

§ 5. MODULES D’EXTENSIONS

On conserve les notations générales du paragraphe 4. On convient de plus que,
sauf mention expresse du contraire, tous les modules considérés sont des modules d
gauche, tous les complexes considérés des complexes de modules d gauche.

1. Complexes d’homomorphismes

Soient (C, d) et (C’, d’) deux A-complexes. Considérons le k-module gradué
Homgr, (C, C) (11, p. 174, 175) : pour ne Z, Homgr, (C, C’), est le k-mod: le
des applications A-linéaires graduées de degré n de C dans C’; autrement d't
Homgr, (C, C’) s’identifie canoniquement au A-module

@ [] Homa(C,,Cpr)= @ [] Hom,(C, C9.

neZ pel neZ p+q=n
Définissons des applications k-linéaires
D, : Homgr, (C, C"), - Homgr, (C,C"),_, ., neZr,
par
(D D(f)y=d of = (= 1)fed;
on a
D,_1oD(f)=D,_y(d of —(=1)fod)=d od of — (=1)"d' ofod
—~(=1)""td ofod — fodod=0.

Alors (Homgr, (C, C"), D) est un complexe de k-modules appelé complexe des
homomorphismes de C dans C'.
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Par exemple, Homgr, (A, C') s’identifie canoniquement & C’. Notons aussi que,
pour tout ne Z, on a Homgr, (C, C) (n) = Homgr, (C, C'(n)).

Les éléments de Z,(Homgr, (C, C") sont les homomorphismes gradués f de
degré (descendant) n de C dans C' tels que d'of = (— 1)" fod, c’est-a-dire les
morphismes de complexes de C dans C'(n), ou encore de C(p) dans C'(p + n)
pour p quelconque fixé. On dit que ce sont les morphismes de complexes de degré
(descendant) n de C dans C' ; si f, g € Z ,(Homgr, (C, C')) et s € Homgr, (C, C),, 4,
alors la condition g — f = Ds signifie que s est une homotopie reliant les mor-
phismes f et g de C dans C'(n), de sorte que H,(Homgr, (C, C") est le k-module
des classes d’homotopie de morphismes de degré (descendant) n de C dans C'.

Soient « € H,(Homgr, (C, C"))et p € Z. Représentons a par fe Z,(Homgr, (C, C));
alors f est un morphisme de complexes de C dans C'(n), donc H,(f) est un homo-
morphisme de H,(C) dans H (C'(n)) = H,.,(C’); comme H,(f) ne dépend que
de la classe d’homotopie o de / (X, p. 33, prop. 3), on en déduit un homomorphisme
canonique de k-modules

H,(Homgr, (C, C")) - Hom, (H,(C), H,,,(C"),
d’ol une application k-linéaire graduée de degré 0, dite canonique
MC, C : H(Homgr, (C,C")) — Homegr, (H(C), H(C").
Les composantes homogeénes de A(C, C’) seront souvent notées :

A(C, C') : H(Homgr, (C,C")) —» [] Hom, (H,(C), HYC").

ptg=n

ProPOSITION 1. — Si C est nul a droite et C' nul a gauche, alors Homgr, (C, C')
est nul d gauche, et application k-linéaire canonique
29(C, C") : H%Homgr, (C, C")) - Hom, (H,(C), H(C")

est bijective.
On a des suites exactes

0— HO(C) -5 ¢ 45 ¢
C,-% Cy, -5 Hy(C)— 0.

D’autre part Homgr} (C, C") s’identifie & Hom, (Co, C'°), Z°(Homgr, (C, C")
s'identifiant alors 4 ’ensemble des f: C, — C° tels que d'®of =0, fod, = 0;
B%Homgr, (C, C'))est nul; enfin Papplication A° associe 4 la classe de f modulo {0}
I’homomorphisme ¢ : Ho(C) — H%(C’) tel que f = io@op, d’ol la proposition.

Soient u : C - C et u' : C' - C’ des morphismes de complexes ; alors ’'homo-
morphisme canonique Homgr, (u, u") : Homgr, (C, C") - Homgr, (C, C"), défini
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par f+— u’ o fou, est un morphisme de complexes, comme il résulte aussitot de
la formule (1). De plus, le diagramme suivant est commutatif

MC, C
H(Homgr, (C, C')) ——» Homgr, (H(C), H(C")
H(Homgr, (u, 1) l lHomgrA (H(), H())

H(Homr, (€, ¢) 2&%% Homgr, (H(®), HC)) .

PROPOSITION 2. — a) Soient C' % C 5 C”" une suite exacte de A-complexes, T+
complexe projectif, E un complexe injectif (X, p. 25). Alors les suites

Homgr, (P, C") Hemer (1w, Homgr, (P, C) —M Homgr, (P, C")

et
Homgr, (C”, E) Homer @1, Homgr, (C, E) Hemerted), Homgr, (C', E)

sont des suites exactes de complexes de k-modules.

b) Soit 0 - C' 5 C 5 C” — 0 une suite de A-complexes qui est scindée en tant
que suite exacte de A-modules gradués (c’est le cas par exemple si C' est injectif,
ou si C” est projectif). Alors pour tout complexe E, les suites

0 — Homgr, (E, C) Hemer(L) Homer, (E, C) Hemerlt) Homgr, (E, C") — 0
0 — Homgr, (C”, E) Hemer®:.l), Homgr, (C, E) Hemerl), Homer, (C’, E) — 0

sont des suites exactes de complexes de k-modules.
Dans le cas a), on remarque que les suites

Hom, (P,, C,) - Hom, (P,,C,) - Hom, (P,, C})
et
Hom, (C}, E,) » Hom, (C,, E,) - Hom, (C,, E))

sont exactes pour tous p, g € Z, et on applique IL, p. 10, prop. 5 et 11, p. 13, prop. 7.
La démonstration de b) est analogue.

2. Complexes d’homomorphismes et homotopies

PROPOSITION 3. — Soient C, C, C', C' quatre A-complexes, u :C - C, v : C-C,
u' :C' - C et v :C — C quatre morphismes de complexes.

a) Siu et u' sont homotopes d v et v’ respectivement, alors les deux morphismes
Homgr, (u, u") et Homgr, (v, v") de Homgr, (C, C') dans Homgr, (C, C" sont
homotopes.

b) Siu et u' sont des homotopismes, Homgr, (u, u’) est un homotopisme.

¢) Si C ou C’ est homotope a zéro, Homgr, (C, C") est homotope a zéro.
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Notons par la méme lettre d les différentielles des complexes C, Cy, C’, Ci, et
par D les différentielles de Homgr, (C, C') et Homgr, (C,, C}). Si u (resp. u’) est
homotope a v (resp. v"), il existe un homomorphisme gradué de degré 1,

w:C;, - C (resp. w' : C' — C))
tel que
(2) u—v=dw + wd (resp.u’ — v' = dw' + W'

Soit W : Homgr, (C, C") - Homgr, (C,, C;) 'homomorphisme gradué de degré 1
tel que, pour fe Homgr, (C, C'),, ne Z, on ait

3) W)= wifu + (=1)"v'fiv.
On a alors
(DW + WD) (f) = D[w' fu + (— 1y"v' fw] + W[df — (= 1) fd]
=aw' fu — (= WY W fud + (= 1Y dv' fw + v fwd
+ widfu + (= D" o' dfw — (= 1" w' fdu + o' faw
= (dw' + w' d) fu + v’ f(wd + dw)
=W —vfu+v'flu—v)=ufu—vfv;
cela s’écrit DW + WD = Homgr, (4, #") — Homgr, (v, v"), d’ou a).
Démontrons b). Si u et 1’ sont des homotopismes, soient o : C » Ceto’ : C' - C'
des morphismes de complexes tels que wo o, aou, u' o', a’ o u’ soient homotopes

respectivement & Idg, Idg, Idg, Ide. Alors Homgr (u, ) o Homgr (o, a'), qui est
égal & Homgr (oo u, u’ o '), est homotope d’aprés a) a

Homgr, (Id¢. Ide) = ldyomer c.on - ,
de méme Homgr («, a') o Homgr (u, u’) est homotope & Idyome: @&, d’0ou D).
Enfin ¢) résulte de b) (appliqué au cas ot C ou C’ est nul).

COROLLAIRE 1. — Si C est scindé et H(C) projectif (resp. si C' est scindé et H,(C")
injectif pour chaque n), alors I’homomorphisme canonigue

MC, C) : HHomgr, (C, C") ~» Homgr, (H(C), H(C")
est bijectif.

Supposons par exemple C’ scindé et H(C") injectif pour chaque #, le cas ou C
est scindé et H(C) projectif se démontrant de maniére analogue. D’aprés X, p. 35,
deéf. 6, il existe un homotopisme ' : C' - H(C’) ; d’apres la prop. 3, Homgr, (1, ')
est un homotopisme de Homgr, (C, C') sur Homgr, (C, H(C")} ; comme

Homgr, (1, H@')) o MC, C") = AC, H(C)) o H(Homgr, (1, u"))

et que Homgr, (1, H{x") et H{Homgr, (1, u")) sont bijectifs, il nous suffit de prouver
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que A(C, H(C")) est bijectif, ce qui nous rameéne au cas olt C’ est injectif et a différen-
tielle nulle.
Alors les suites exactes canoniques (X, p. 28)

(11 0—- B(C)-»C&C/BIC) -0
(IV) 0 - H(C) 4 C/B(C) 3 B(C) = 0

donnent des suites exactes (X, p. 83, prop. 2, a))

0 — Homgr, (C/B(C), C') & Homgr, (C, C') & Homgr, (B(C), C’) — 0
0 — Homegr, (B(C), C') > Homgr, (C/B(C), C') > Homgr, (H(C), C') > 0 .

Comme d. = iodop, la différentielle D de Homgr (C, C") est donnée par
D,=(=1)""P,0A,o1l,; on a alors

Z(Homgr,(C,C")) = Ker (PoAol) = KerI = Im P,
B(Homgr,(C,C")) = Im(PoAol) = P(Im A) = P(Ker J) ;

d’ou un isomorphisme ¢ : H(Homgr, (C, C')) » Homgr, (H(C), C) tel que, si
a € Homgr, (C/B(C), C'), alors I'image par ¢ de la classe de P(a) est J(a); on vérifie
aussitét que ¢ s’identifie 3 homomorphisme canonique A.

CoROLLAIRE 2. — Supposons B(C) et H(C) projectifs (resp. B,(C") et H,(C’) injectifs
pour chaque n). Alors MC, C') est bijectif. »

En effet C (resp. C') est alors scindé daprés X, p. 35, exemple 4, et on applique
le cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Soit M un A-module projectif (resp. injectif). Pour tout complexe C
de A-modules et tout entier n, I’homomorphisme canonigue

H*(Homgr, (M, C)) - Hom, (M, H"(C))
(resp. H"(Homgr, (C, M)) » Hom, (H,(C), M)) est bijectif.

Lemme 1. — a) Si C ou C’ est borné a droite, si C est projectif et si H(C") = 0,
alors H(Homgr, (C, C") = 0.

b) Si C ou C' est borné a gauche, si C' est injectif et si H(C) = 0, alors
H(Homgr, (C,C")) = 0.

Soit fe Z(Homgr, (C,C"); f est donc un morphisme de complexes de C
dans C'(n) ; dans le cas a) (resp. b)), f,, €st nul pour m assez petit (resp. assez grand).
D’aprés X, p. 47, prop. 1, f est alors homotope & zéro, donc appartient
a B,(Homgr,(C, C"), d’ou la conclusion.
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PrOPOSITION 4. — Soient u : C' — C un homologisme de complexes, P un complexe
projectif, E un complexe injectif.

a) Si P est borné d droite, ou si C et C' sont bornés a droite, alors

Homgr, (1, ) : Homgr, (P, C) » Homgr, (P, C)
est un homologisme.

b)Y Si E est borné a gauche, ou bien si C et C' sont bornés d gauche, alors

Homgr, (4, 1) : Homgr, (C, E) - Homgr, (C’, E)

est un homologisme.
Supposons d’abord u injectif et posons C” = Coker u. Comme u est un homo-
logisme, C” est d’homologie nulle. On a d’autre part des suites exactes (prop. 2)

0 — Homgr, (P, C") Hemer (L., Homgr, (P, C) - Homgr, (P, C") - 0
0 — Homgr, (C", E) — Homgr, (C, E) Bemgrwl), Homer, (C’, E) — 0

d’aprés le lemme 1, Homgr, (P, C") est d’homologie nulle dans le cas a),
Homgr, (C”, E) est d’homologie nulle dans le cas b), d’ou la conclusion.

Dans le cas général, il existe (X, p. 38, cor. a la prop. 7) un complexe C’, qui
est borné a droite (resp. a gauche) lorsque C et C’ le sont, un morphisme injec-
tif # : C' - €’ et un homotopisme B : ¢’ > C tel que u = Boi. Alors # est un
homologisme (X, p. 34, cor. & la prop. 5) ; d’aprés ce qui précéde, Homgr, (15, @)
(resp. Homgr, (4, 1g)) est un homologisme dans le cas a) (resp. b)). D’autre part
Homgr, (15, B) (resp. Homgr, (B, 1g)) est un homotopisme (prop. 3): alors
Homgr, (1p, u) (resp. Homgr, (1, 1g)) est composé de deux homologismes, donc
est un homologisme.

3. Définition et premiéres propriétés des modules d’extensions

Pour tout A-module E, on note pg : L(E) — E (resp. ¢; : E - I(E)) la résolution
libre (resp. injective) canonique, cf. X, p. 50 (resp. p. 52). ’

DEFINITION 1. — Soient M et N deux A-modules. On appelle module d’extensions
de N par M, le k-module gradué

(4) Ext, (M, N) = H(Homgr, (L(M), I(N))) .
Les composantes homogénes de Ext, (M, N) sont notées

(5) Ext} (M, N) = H"(Homgr, (L(M), I(N))) .
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Comme L{M) (resp. I(N)} est nul & droite (resp. gauche), on a
(6) Exti M, N) =0 pour n<0.

Remarque 1. — Nous verrons ci-dessous (X, p. 107, prop. 6) des propriétés de fini-
tude des modules Ext, (M, N). Par exemple si A est commutatif ncethérien, et si M
et N sont des A-modules de type fini, chaque A-module Ext} (M, N) est de type
fini.

Soient f: M'—> Met g : N - N’ des homomorphismes de A-modules, on pose
Ext, (f, 9) = H(Homgr, (L(/), (g)) ;
¢’est un homomorphisme de degré 0 de k-modules gradués
Ext, (f. g) : Ext, (M, N) - Ext, M’, N,
dont les composantes homogénes sont notées
Ext; (f, g) : Exty (M, N) —» Ext}i (M, N).
D’aprés la prop. 1 de X, p. 82, 'homomorphisme canonique
A°(L(M), I(N)) : H(Homgr, (L(M), I(N))) - Hom, (Ho(L(M)), H(I(N)))

est bijectif ; utilisant les isomorphismes M — Hy(L(M)) et H%(I(N)) - N, on en
déduit un isomorphisme dit canonique
(7) Myx ¢ Extg (M, N) > Hom, (M, N) .

On identifiera toujours Ext§ (M, N) @ Hom, (M, N) par cet isomorphisme. Alors
I'application k-linéaire Ext} (f, g) s’identifie & Hom, (f, g).

Remarque 2. — Le morphisme de complexes
Homgr, (py. ex) : Hom, (M, N) - Homgr, (L(M), I(N))

induit sur 'homologie de degré 0 'isomorphisme
-1

Ax : Hom, (M, N) — Ext (M, N)

réciﬁroque de Ay n- ,
On a L(ly) = 1y I(ly) = ljn), donc par passage a 'homologie
(8) Exty (Iye 1n) = Tegon Ny -

Sif':M" > M etyg :N — N”sont des homomorphismes de A-modules, on a
L(fef) = Lo L(f") et I(g'og) = 1(g") o I(g), donc

&) Exty (fof',g'og) = Exty (f',g") o Exty (f, 9) .
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Considérons les morphismes de k-complexes

Homgr, (L(M), N) 2emerall e, Homer, (L(M), I(N)) &emealese D Homgr, (M, I(N)) ,

et les homomorphismes qu’ils induisent en homologie

H(Homgr, (L(M), N)) 2@ Ext, (M, N) &8 H(Homgr, (M, I(N))) .

D’aprés la prop. 4 de X, p. 86, Homgr, (1, ey) et Homgr, (py, 1) sont des homo-
logismes, d’olt :

ProrosiTION 5. — Les k-homomorphismes

ou(N) : HHomgr, (L(M), N)) — Ext, (M, N)
et ex(M) : HHomegr, (M, I(N))) - Ext, (M, N) sont bijectifs.

COROLLAIRE. — Si M est projectif (resp. si N est injectif), on a Ext, (M, N) = 0
pour i > 0.
En effet,

Homgr, (1, ey) : Hom, (M, N) — Homgr, (M, I(N))

(resp. Homgr, (py, 1) : Hom, (M, N) - Homgr, (L(M), N)) est alors un homo-
logisme (X, p. 86, prop. 4), d’ou la conclusion.

Remarques. — 3) Si g : N > N’ est un homomorphisme de A-modules, alors
Homgr, (14, 9) e Homgr, (11, ex) = Homgr, (11, en) e Homgr, (1; 4, 1(g))
donc le diagramme

H(Homgr, (L(M), N)) -0 Ext, (M, N)

H(Homgr, (1 g))l lExrA (1. 9)

H(Homgr, (L(M), N')) <22 Ext, (M, N')

est commutatif.
4) Deméme, sif : M’ — M estun homomorphisme de A-modules, le diagramme

H(Homgr, (M, IN))) —22s Ext, (M, N)

H{Homgr, (f, 1""’% iExtA (f19

H(Homgr, (M, I(N))) —=» Ext, (M', N)

est commutatif.
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PROPOSITION 6. — L'application (f, g) + Ext, (f. ) :
Hom, (M’, M) x Hom, (N, N') - Homgr, (Ext, (M, N), Ext, (M’, N"))

est k-bilinéaire.

Soit fe Hom, (M’, M), g,, g, € Hom, (N, N), 1, A, € k ; alors les morphismes
Homgry (L(f), Ay g1 + 2 g,) et &y Homgr, (L(f), g;) + }, Homgr, (L(f), g,) de
Homgr, (L(M), N) dans Homgr, (L(M), N’) coincident ; donc, d’aprés la prop. 5
et la remarqgue 3,

(10) Extya (£, A1 91 + 2y 92) = Ay Bxty (f, 9) + hy Exty (fg2) .
On raisonne de méme pour 'application f+ Ext, (f, g).

COROLLAIRE. — Soit L € k. Si A annule M ou N, il annule Ext, (M, N).
En effet Mg, v = Ext (A, 1) = Ext (1, Aly) .

PROPOSITION 7. — Soient 1 et J deux ensembles, (M), 1 et (Np)g oy deux familles de

A-modules ; [’homomorphisme Ext, (@ M,, [ Ny) - J] Exty (M,, Ny
ael pel Belael
déduit des homomorphismes canoniques M, —» @ M, et TI Ny — Ny est bijectif.

1l suffit de prouver que pour tout A-module M (resp. N), les homomorphismes
Ext (M, TIN;) — IT Ext (M, Ny) (resp. Ext (® M,, N) - IT Ext (M,, N))
sont bijectifs. Or cela résulte de ce qui précéde, de la prop. 1 de X, p. 28, et des iso-
morphismes canoniques Homgr, (L(M), TIN;) — IT Homgr, (L(M), N,) et

Homgr, (® M,, I(N)) - IT1 Homgr, (M,, I(N)) .

Remargue 5. — Soient P et Q deux A-modules a droite. On définit Ext, (P, Q) par

Ext, (P, Q) = H(Homgr, (L(P), (Q))) = H(Homgr,: (L(P*), Q")) =
= EXtA° (Po, QQ) .

Toutes les définitions et propositions de ce paragraphe s’appliquent donc aux A-
modules 4 droite en les considérant comme modules & gauche sur I'anneau A°.

4. Les homomorphismes de liaison et les suites exactes

Soit M un A-module. Rappelons que pour tout A-module N, on a défini au
numéro précédent un isomorphisme de k-modules

om(N) : HHomgr, (L(M), N)) - Ext, (M, N).
Soit

(&) 0N BHNSN' -0

BOURBAKI. — Algébre X 4
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une suite exacte de A-modules; la suite de k-complexes

(W) 0 ——— Homgr, (L(M), N) Bemerlld, Homer, (L(M), N)

Homgr (1.r) HomgrA (L(M), Nu) 0

est alors exacte (X, p. 83, prop. 2, a)), soit
(y®) : HHomgr, (L(M), N")) » H(Homgr, (L(M), N")

I’homomorphisme de liaison correspondant (X, p. 29).

DEFINITION 2. — On appelle homomorphisme de liaison des modules d’extensions
relatif au module M et a la suite exacte & I’homomorphisme composé

S(M, &) = 0y(N") 0 8(38) 0 op(N")~ ! : Ext, (M, N*) - Ext, (M, N") .

C’est un k-homomorphisme gradué de degré ascendant 1, dont les composantes
homogénes sont notées 8"(M, &) : Exty (M, N") —» Exti*' (M, N).

THEOREME 1. — La suite illimitée d droite d’homomorphismes de k-modules
0 ———— Hom, (M, N') e, Hom, (M, N) Hem), Hom, (M, N”)

8 (M,8) Ext,i (M, N/) — e 3" H(M.&) ExtnA (M, N/) Ext"(1,u) EXtZ (M, N)

Ext” (1,v) Eth (M, N//) 3"(M,&) ExtnA+ 1 (M’ N/) e

est exacte.

Considérons en effet le diagramme de la page X.91.
11 est commutatif d’aprés la remarque 3 de X, p. 88 et la déf. 2 ; d'autre part la ligne
inférieure est exacte (X, p. 30, th. 1), et les fléches verticales sont bijectives (X, p. 88,
prop. 5).

COROLLARE. — Si Exti (M, N') = 0, la suite

0 ——— Hom, (M, N) 2oLt Hom, (M, N) 2l Hom, (M, N”) 0

est exacte.

PROPOSITION 8. — Soient f: M; — M un homomorphisme de A-modules et
(&) 0 — N % N4> N —0
gl gl g’i

&) 0 — Nj = N, = Nj —0



A X.91

MODULES D’EXTENSIONS

NO 4

((NC“GADD) 1BuoH)H <— ((N ‘(MDD 18woH)H <— ((,N ‘0A)T) 1IBwoH)H <— ((N ‘0A)T) BwoH)H <— ((N ‘(A)T) ISwoH)H
((n ‘1) 1Bwoy)y (#Me {(a ‘1) 1BwoH)H ((7 °1) 1BwoH)H

(N (NMo NG (N (NMo

(N P <y ONCD X <o (N X ~—ee— (N M ~—— (NI A



A X.92 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §5

un diagramme commutatif de A-modules a lignes exactes. Le diagramme de k-modules

Ext, (M, N") 240 Ext, (M, N")

Ext (f, g")l LExt 9

Ext, (M,, N) =% Ext, (M,, N})

est commutatif. '
Cela résulte de X, p. 31, prop. 2 appliqué au diagramme commutatif

Homer (1, u) Homgr (1. ¢)
0 - Homgr, (L(M), N') — Homgr, (L(M), N} — Homgr, (L(M), N") = 0
Homgr (L( /). g’)l lﬂomgf (L(f). 9) lHomgr (L(f). g")
Homgr (1, 4 Homgr (1, v')

0 - Homgr, (L(M,), N}} — Homgr, (L(M,), N;) — Homgr, (L(M,), Nj) =0
Soient N un A-module, et

(#) 0-M5MSM' -0

une suite exacte de A-modules ; la suite de complexes

(#y) 0——— Homgr, (M”, I(N)) Hemered, Homer, (M, (N))

Homgr .1, Homgr, (M’, I(N)) —— 0
est exacte (X, p. 83, prop: 2, a)); soit

A(#y) : H(Homgr, (M’, I(N))) » H(Homgr, (M", I(N)))
I’homomorphisme de liaison correspondant.

DfrINITION 3. — On appelle homomorphisme de liaison des modules d’extensions
relatif a la suite exacte (F) et au module N, I’homomorphisme composé J

§(F,N) : u(M”) 0 (Fy) 0 P(M/) ™1 : Ext, (M', N) = Ext, (M",N) .

C’est un k-homomorphisme gradué de degré ascendant 1, dont les composantes
homogenes sont notées 8(#, N) : Exti (M’, N) —» Exti"*(M", N).
On démontre alors comme ci-dessus les énoncés suivants :

THEORBME 2. — La suite illimitée d droite d’homomorphismes de k-modules

0 ——— Hom, (M”", N) B, Hom, (M, N) -1, Hom, (M’, N)
—EEN, Ext] (M”, N) > - ZEN, Bxer (M7, N) -BU60, Ext? (M, N)
BN, Byt (M/, N) &N, Ex¢t 1 (M”, N) - -+

est exacte.
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COROLLAIRE. — Si Ext} (M”, N) = 0, la suite

0—— Hom, (M”, N) He2&l, Hom, (M, N) Hene.l, Hom, (M, N) —— 0

est exacte.

PrROPOSITION 9. — Soient g : N - Ny un homomorphisme de A-modules et

(#1) 0 —M; “>M, > M, —0
oo

(#) 0 —M>M-">M —0

un diagramme commutatif de A-modules a lignes exactes. Le diagramme de k-modules

8#F . N)

Ext, (M, N) Ext, (M”, N)
Exty (f". g)¢ lExtA (£, 9)

Ext, (M{, Ny) 22250 By, M7, N))

est commutatif.

5. Modules projectifs, modules injectifs et modules d’extensions

PROPOSITION 10. — Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est projectif.
(ii) Ext (M, N) = 0 pour tout A-module N et pour tout entier i > 0.
(i) Ext} (M, N) = 0 pour tout A-module N.
(iv) Il existe une suite exacte

0-K5PHM->0,

ou P est projectif, et ou Exty (M, K) = 0.
(i) = (ii) : C’est le corollaire de la prop. 5 de X, p. 88.
(i) = (iii) : c’est trivial.
(iif) = (iv) : c’est clair puisque M est quotient d’un module libre P.
(iv) = (i) : puisque Exti (M, K) = 0, I'application canonique

Hom, (M, P) > Hom, (M, M)
est surjective (X, p. 90, corollaire); il existe donc une section A-linéaire de v et

M est isomorphe a un facteur direct de P, donc est projectif.

ProposITION 11. — Soit N un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) N est injectif.
(ii) Exty, (M, N) = 0 pour tout A-module M et tout entier i > 0.
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(i) Exty (M. N) = 0 pour tout A-module M.
(iv) 1l existe une suite exacte

0-NHISHC->0,

ou 1 est injectif et ot Ext} (C,N) = 0;

(v) Exti (M, N) = 0 pour tout A-module monogéne M.

(i) = (ii) : c’est le corollaire de la prop. 5 de X, p. 88.

(ii) = (iii) = (v) : c’est trivial.

(iii) = (iv) : c’est clair puisque N est un sous-module d’un module injectif (X, p. 19,
cor. 3).

(iv) = (i) : puisque Ext} (C, N) = 0, 'homomorphisme canonique

Hom, (I, N) - Hom, (N, N)

est surjectif (X, p. 93, corollaire); il existe donc une rétraction A-linéaire de u et
N est isomorphe & un facteur direct de I, donc est injectif (X, p. 16, prop. 9).

(v) = (i) : si a est un idéal de A, on a Ext} (A/a, N) = 0; I’application cano-
nique Hom, (A, N) - Hom, (a, N) est donc surjective et N est injectif (X, p. 16,
prop. 10).

6. Formule des coefficients universels

Dans ce numéro, on considére deux complexes de A-modules (C, d) et (C', d').
Considérons les suites exactes canoniques :

1)) 0-Z(C)HC3SBOC)(-1)->0,
(I1,) 0-B,(C)5Z,C)BHLC)-0;
on déduit de 8 un k-homomorphisme
H(Homgr (3, 1)) : H(Homgr,(B(C), C")) (1) » H(Homgr,(C, C");
on déduit de (11 p) des homomorphismes de liaisons :
8(11,, HYC") : Hom, (B,(C), H{C")) — Ext, (H,(C), HYC").
d’ou, par passage au produit, des homomorphismes de k-modules

¢" : Homgr} (B(C), H(C)) - [] Ext, (H,(C), HYC")

ptg=n
On dispose par ailleurs d’homomorphismes canoniques (X, p. 82)
A'(B(C), C') : HYHomgr, (B(C), C)) » Homgr), (B(C), H(C")) .

Avec ces notations :
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THEOREME 3. — Supposons les A-modules B(C) et Z(C) projectifs. Il existe, pour
chaque n, un unigue homomorphisme de k-modules

B": [ Exti(H,C), HYC")) » H'(Homgr, (C, C))

ptg=n—1

rendant commutatif le diagramme

A" {(B(C), C
Homgr,™ }(B(C), H(C")) — H"~!(Homgr, (B(C), C%)
P! L lH"(Homgr G, 1)
[ Exti(H,(C), HYC")) ——— H"(Homgr, (C, C)).

ptg=n—1

Les suites de k-modules gradués

(1) 0— ] Ext(H,(C), HYC")-& H'(Homgs, (C, C)

ptg=n—1

26, T Hom, (H,(C), HYC)) - 0

p+g=n
sont exactes.

Remarque. — On peut démontrer un énoncé analogue, en supposant B (C') et
C'/B,(C") injectifs pour chaque »n.

Posons pour simplifier B = B(C),Z = Z(C),H = H(C)etH’ = H(C"). Comme B
est projectif, on déduit de (I) une suite exacte

(12) 0 > Homgr, (B, C') (1) Homer@.l, Homgr, (C, C')
Homer(i Dy, Homgr, (Z,C') » 0.

Lemme 2. — L’homomorphisme de liaison
H"(Homgr, (Z, C')) » H"(Homgr, (B, C"))

associé @ (12) est égal a (— 1y"*! H(Homgr (i, 1)).

En effet, soit a € Z"(Homgr, (Z, C")); c’est un morphisme de complexes de degré
ascendant » de Z dans C’, dont les valeurs sont donc dans Z(C"). Puisque la suite
exacte (l) est scindée (B étant projectif), a se prolonge en un élément b de
Homgr? (C, Z(C")). Par définition, I'image de la classe de a par ’homomorphisme
de liaison cherché est la classe dans H"(Homgr, (B, C)) de 'homomorphisme u
de B(C) dans C’ tel que pour x € C, on ait

u(dx) = Db(x) = d'b(x) — (— 1) b(dx) = (— 1" b(dx) = (— 1)"*! aldx),

d’ou l'assertion.
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La suite exacte d’homologie associée a (12) donne donc la suite exacte
— H'(Homgr, (Z, C"))2Homere D), jyHomgr, (B, C')

AHomer .1}, 1+ !(Homgr, (C, C')) 2EHemerl-U Hr+ Y(Homgr, (Z, C)) — ... .
Par ailleurs, puisque Z est projectif, on tire de (11,) des suites exactes

0 - Hom, (H,, H%) - Hom, (Z,, H*) - Hom, (B,, H") — Ext, (H,, HY) - 0,
d’ou, par passage aux produits, des suites exactes
0 — Homgrj (H, H') - Homgr} (Z, H') - Homgr), (B, H")

- [] Extp (H,, H%) - 0.

ptg=n

Enfin, on dispose des homomorphismes canoniques dun® | :

A = A(B,C’) : H(Homgr, (B, C')) » Homgr, (B, H'),

Az, = MZ,C) : HHomgr, (Z, C)) - Homgr, (Z, H"),

he = MC, C') : HHomgr, (C, C)) -» Homgr, (H, H') ,
d’ou le diagramme a lignes exactes de la page X.97.

Ce diagramme est commutatif par construction des homomorphismes A. Par

ailleurs, comme leg complexes B et Z sont scindes et projectifs, A et A, sont bijectifs
(X, p..84, cor. 1). On en déduit, d’une part que A est surjectif, de noyau égal a

Im H(Homgr (8, 1)), d’autre part que @"~ ! o A3~ ! est surjectif, de noyau égal a
Ker H'(Homgr (8, 1)). Le théoréme résulte immédiatement de la.

COROLLAIRE ‘1. — Supposons B(C) et Z(C) projectifs et B'(C') injectif pour chaque n.
Alors les suites exactes (11) sont scindées.
Cela résulte du théoréme et du lemme suivant :

Lemme 3. — Si B(C) est projectif et B,(C’) injectif pour chaque n, I’homomorphisme
canonigue MC, C') : HHomgr, (C, C)) —» Homgr, (H(C), H(C")) posséde une sec-
tion k- linéaire.
En effet. d’aprés X, p. 35, '1jernarques a) et b), 1l existe des homologismes
@:C->HEOC) et ¢ :HC)->C
tels que H(p) = lyg et H(®) = lycy
Dans le diagramme commutatif
H(Homery(H(C), H(C) — 220,
AH(C), H<C'>)l

H(Homgr, (C, C")

iuc, 1)

Homgr (H(p), H(¢")}
Homgr, (H(C), H(C) —————"> Homgr, (H(C), H(C"),

MH(C), H(C") est bijectif et Homgr (H(p), H(@')) est 'identité, d’ou Passertion.
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(H ‘DWSwoH <~—— (H ‘Z){8woH <—— (H ‘H) Y8woy -—0
(1 ‘7) JSwoy (1 ) J3woy

4 Iy P4

(D ‘@) Y18woy),H <— ((,D Z) V18wolH),H ~— ((D D) V13woy),H <— ((D ‘@) Vi8woH), _,H <— ((,D ‘Z) Y18woH), _,H
((1 %) 1Bwon),H ((1 */) 18wony),H ((1 ‘@) 18woH).H (1 ‘p) 13won), _H

1 I

T —u=b4d

0 —GHD »a || «~——— (H'® ; W18woH~——— (H ‘2), Yi8woy
e (19) 3wy
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COROLLAIRE 2. — Si B(C) er Z(C) sont projectifs, on a, pour tout A-module N et
tout entier n. une suite exacte scindée -

(13) 0 — Ext, (H,_,(C), N)-& H"(Homgr, (C, N)) %> Hom, (H,(C), N)— 0.

CorOLLAIRE 3 (« formule des coefficients universels »). — Supposons A principal et
C libre. On a pour tout A-module N et tout entier n une suite exacte scindée (13).

En effet B(C) et Z(CO) sont libres comme sous-modules du module libre C (VII.
§ 3, cor. 2 au th. 1).

CoROLLAIRE 4. — Si C est borné d droite et si C et H(C) sont projectifs, alors
C,CY s H{Homgr , (C. C) — Homgr, (FH(C), H(CY)

est bijectif.
D’aprés le théoréme, il suffit de prouver que B(C) et Z(C) sont projectifs. Or on a
des suites exactes

0 - B(C) » Z,(C) » H,(C) - 0
0> 2Z(C)>C, - B,_,(C) 0,

donc (B, _,(C) est projectif) = (Z,(C) est projectif) = (B,(C) est projectif). On
conclut en remarquant que B (C) = 0 pour n assez petit.

7. Généralisation aux complexes de multimodules ; les isomorphismes canoniques

Soient B, B’ deux anneaux, C un complexe de (A, B)-bimodules, C’ un complexe de
(A, B')-bimodules; alors (Homgr, (C, C’), D) est un complexe de (B, B’)-bimodules
et I’homomorphisme canonique A : H(Homgr, (C, C')) - Homgr, (H(C), H(C"))
est un homomorphisme de (B, B’)-bimodules.

SiMestun (A, B)-bimodule et N un (A, B')-bimodule, alors Homgr, (L(M), I(N))
est un complexe de (B, B')-bimodules, de sorte que Ext, (M, N) est muni d’une
structure naturelle de (B, B’)-bimodule gradué ; sur le terme de degré 0, cette structure
coincide avec celle de Hom, (M, N) (11, p. 35).

SiAeB, A eB’ et si on note Ay, Ay, Ap Ap les homothéties x — x4, v+ YA/,
z— Az, z+—zA  de M, N, Ext, (M, N), Ext, (M, N) respectivement, on a alors

g = Exty (ap 1), AL = Ext(1,20),

ce qui fournit une autre description de la structure de bimodule de Ext, (M, N).
Nous laissons au lecteur le soin de généraliser les n° 4 et 6 au cas des complexes
de multimodules.
Soient C, C’, C" des complexes de A-modules. La composition des applications
définit un homomorphisme gradué de degré zéro :

(14) Homgr, (C', C") ®, Homgr, (C, C') - Homgr, (C, C") .
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Soient B, B’, E des anneaux, C, C’, C” des complexes de (B’, A)-bimodules,
(A, E)-bimodules, (B, E)-bimodules respectivement. Par restriction de I'iso-
morphisme canonique de II, p. 73, on obtient un homomorphisme bijectif de
(B, B")-bimodules :

(15) Homgr; (C ®, C', C") » Homgr, (C, Homgr (C', C") .

Soient enfin B un anneau, C un complexe de B-modules & droite, C' un complexe
de A-modules & droite, C” un complexe de (B, A)-bimodules. On déduit des homo-
morphismes canoniques (1L p. 75)

C, ® Hom, (C,, C]) » Hom, (C, C, ®; C))
un homomorphisme gradué de degrézéro :
(16) C ®, Homgr, (C', C") - Homgr, (C',C ®z C") .
Cet homomorphisme est bijectif lorsque C est un module projectif de type fini (11,

p- 75, prop. 2).

PROPOSITION 12 — Les homomorphismes (14), (15), (16) sont des morphismes de
complexes.
Démontrons-le par exemple pour '’homomorphisme (14). Notons

k : Homgr, (C’, C") ®, Homgr, (C, C') - Homgr, (C, C")

cet homomorphisme. Soient fe Homgr,(C',C"), et g€ HomgrA(C C) a
alors par définition x(f ® g) = fog. De plus :
Df®g=Df®g+ (-1 f@Dg=(d"of)®@g ~ (=D (fod)®g+

+ (=1 f®og) — (- 1P f®(god),
d’out
x(D(f®g) =d"ofog— (-1 fodog+

(=P fod og — (= 1)P"¥ fogod
=d'ofog—(— 1" fogod=D(fog) =Dk(f®9).

On démontre de méme que les homomorphismes (15) et (16) sont des morphismes
de complexes.

On déduit du morphisme (14) des homomorphismes de k-modules (X, p. 62)
(17) H?(Homgr, (C', C")) ®, H{(Homgr, (C, C)) - H?*4Homgr,(C, C").

Faisant C = A, on voit que 'homomorphisme :
(18) Homgr, (C',C") ®, C' - C”
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qui applique f ® x sur f(x) est un morphisme de complexes de A-modules a gauche;
il lui est associé un homomorphisme canonique (X, p. 80) de A-modules gradués
v : HHomgr, (C’, C")) ®, H(C) - H(C"), qui correspond & ’homomorphisme
canonique de k-modules

» : HHomgr, (C', C")) » Homgr, (H(C"), H(C")).

§ 6. UTILISATION DE RESOLUTIONS NON CANONIQUES

On reprend les conventions du § 4.

1. Calcul des modules Tor* (P, M) et Ext, (M, N)

Soient M, N des A-modules a gauche, P un A-module a droite. Soient d’autre part
a : R - M une résolution gauche de M, 6 : S - P une résolution gauche de P et
¢ : N — Eunerésolution droite de N.

D’aprés X, p. 49, prop. 3 et 3bis, il existe des morphismes de complexes
a:LiMy—>R, B:LP)>S, vy:E->IN) tels que aca=py. boP = pp,
vo C = ey et les classes d’homotopie de «, B, v ne dépendent que des résolutions
données. D’apres X, p. 64, prop. 3 et X, p. 84, prop. 3, les classes d’homotopie des
morphismes

B®a:L(P)®,LM)>S®,R,
Homgr, (2, v) : Homgr, (R, E) » Homgr, (L(M), I(N))

ne dépendent que des résolutions données, d’ol par passage a ’homologie des k-
homomorphismes gradués de degré 0

Y(S, R) : Tor* (P, M) - H(S ®, R) .
o(R, E) : H(Homgr, (R, E)} — Ext, (M, N),

indépendants des choix de «, B, v.

Par exemple, prenant pour a, b, ¢ les applications identiques de M, P, N res-
pectivement, on trouve les homomorphismes (P, M) : Tor® (P, M) > P ®, M et
oM, N) : Hom, (M, N) -» Ext, M, N) introduits en X, p. 68, remarqgue 2) et X,
p. 87, remarque 2).

THEOREME 1. — a) Si[’une des résolutions R ou S est plate, alors (S, R) est un iso-
morphisme de k-modules gradués.

L) SiR est projective ou si E est injective, (R, E) est un isomorphisme de k-modules
gradués.
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a) Supposons par exemple R plat, et choisissons o et § comme ci-dessus. L’homo-
morphisme B ® « est le composé des morphismes

L(P) ®, L(M) =€, () ®, R—L2e, 5@, R.

Comme L(P) (resp. R) est plat et o (resp. ) est un homologisme, 1, & o (resp.
B ® 1) enestun, d’apres la prop. 4 de X, p. 67. Donc B ® « est un homologisme et
Y(S. R) = H(PB ® a) est bijectif.

4) On raisonne de méme, en utilisant la prop. 4 de X, p. 86.

COROLLAIRE. — Si R est une résolution plate de M, I’homomorphisme
W(P, R): Tor* (P, M) » H(P ®, R)
est bijectif. Si R est une résolution projective de M, I’homomorphisme
o(R, N) : H(Homgr, (R, N)) — Ext, (M, N)
est bijectif. Si E est une résolution injective de N, [’homomorphisme

@M. E) : HHomgr, (M, E)) - Ext, (M. N)

est bijecty.

Remarque. — Le diagramme de k-modules

Tor* (P, M) &R, HES ®, R)

Oear ‘ lH(G(S’ R))
. o U(R®, §°)
Tor*” (M*, P°) ———— H(R® ®,- S°),

ol Opy et O(S, R) sont les isomorphismes de commutation (X, p. 71 et 63), est
commutatif : il se déduit en effet, par passage 4 'homologie, du diagramme commu-
tatif de complexes
LP) @, LM -22%% S@,R
o(L(P), L(M>)¢ ic(s, R)
LM®) @, L(P?) =2&» R° ®,.§°

(« les morphismes \ sont compatibles avec les isomorphismes de commutation »).

De méme, soient a¢; : Ry = M, by :S; - P, ¢, : N > E; des morphismes de
complexes, out R, et S, sont projectifs et nuls d droite et E, injectif et nul d gauche.
D’apres X, p. 49, prop. 3 et 3 bis, il existe des morphismes de complexes

a; iRy = LM), B;:8; =LP), v, :IN)-E,
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tels que py o oty = dy. ppo By = by, ¥, 0 ey = ¢y, d’ott des morphismes de complexes

Bi®a :S; @R, - L(P) @, LIM),
Homgr, (o, v,) : Homgr, (L{M), I(N)) > Homegr, (R, E,),

et par passage 4 ’homologie des applications k-linéaires graduées de degré 0 :

V'(S;, Ry : H(S, ®, R)) - Tor* (P, M)
©'(R,, E,) : Ext, (M, N) — H(Homgr, (R, E,)

dont on vérifie comme ci-dessus qu’ils sont indépendants du choix de a,, B;, v,.

PROPOSITION 1. — Si a,, b, ¢, sont des homologismes, ¥'(S;, R,) et ¢'(R,, E;)
sont les bijections réciproques des bijections (S, R,) et ¢(R,, E,) respectivement.

En effet. f=(B® a)o(B; ® ;) est un morphisme du complexe S; ®, R,
dans lul-méme, et on a (h; oaty)of = f. Daprés X, p. 49, prop. 3 et 3 bis, [ est
un homotopisme, donc H(f) =1 et

\I/(sla Rl) ° \l’/(Bls RI) = H(ﬁ ® d) ° H(Bl ® 0(1) = H(f) =1 N
de méme ¥'(S;. R)) e ¥(S;, R;) = 1. On raisonne de mani¢re analogue pour les
applications ¢ et ¢’.

Exemples. — 1) Soit g un élément de A tel que I'application ¢ : x ~ xa de A dans
lui-méme soit injective (« a n’est pas diviseur de zéro a droite »). En utilisant la
résolution

0> A;>A >AAI-0

on voit que pour tout A-module 4 droite M, ona

Tor* (M, A/Aa) =0 pour i> 1

et que le k-module Tor® (M, A/Aq) est isomorphe a Ker (ay).
De méme, pour tout A-module a gauche M, ona

Exti(A/Aa, M) = 0 pour i>1

et le k-module Ext} (A/Aa, M) est isomorphe 4 M/aM.
2) Supposons A intégre ; soient K le corps des fractions de A et M un A-module.
En utilisant la résolution plate

0-A-K->KA=-90

(X, p. 9, exemple 5), on voit que Tor? (K/A, M) = 0 pour / > 1; de plus, compte
tenu de 11, p. 116, prop. 26, (ii), le A-module Tor? (KA, M) est isomorphe au sous-
module de torsion de M.
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3) Supposons que A soit un anneau local ncethérien, notons m son idéal maximal,
et posons Kk = A/m. Soient M un A-module de type fini et P une résolution projective

minimale de M (X, p. 54). Pour tout n > 0, les x-espaces vectoriels Tor2 (i, M)
et Ext (M, x) sont de dimension finie, égale au rang du A-module libre P,; en
effet. les complexes k ® , P et Homgr, (P, ) sont & différentielle nulle.

2. Calcul des applications Tor? (g, ) et Ext, (f, k)

Soient /' : M — M', /i : N’ > N des homomorphismes de A-modules a gauche,
: P — P’ un homomorphisme de A-modules a droite, a : R - M, 4’ : R' - M/,
:S - P, b : 8" - P, des résolutions gauches de M, M’, P, P’, respectivement,
:N - E, ¢/ : N’ - E’ des résolutions droitessde Net N, f : R - R, §:S > §,
: E" — E des morphismes de complexes tels que

Sun o9

a’of:foa, blog=g0b, EOC/=C°h-

PROPOSITION 2. — Les deux diagrammes suivants sont commutatifs :

Tor* (P, M) Y&E . HS ®, R)
Tor* (g,f)l LH(& ®f

Tor* @', M) L2 HS' ®, R),

H(Homgr(R’, E) £8-E% Ext, M, N)

H(Homgr, (/, E»L lExtA )

H (Homgr, (R, E)) 2224 Ext, (M, N).

Soient 2 (M) - R, 2" : L(M") > R, vy L(P) > S, v : L(P) - 8§ des mor-
phismes de complexes tels que

aea=py, doed =py, boy=pp, boy =pp.
Par définition, H(F ® f)o Y(S, R) est égal &
Hg® NeoHy ®w = H(Fov) ® (fown),
tandis que ¥(S’, R") o Tor* (g, f) est égal &
H(y' ® o) o H(L(g) ® L(/)) = H((v' o L(g)) ® (o' o L(f))) .

D’autre part, o' o L(f) et f o a sont deux morphismes de L(M) dans R’ tels que
a ol o L(fN)=pyolif)= fopy= foeaoca =ao(foa). Daprés X, p. 49,
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prop. 3, &’ o L(f) et f o o sont homotopes ; de méme v’ o L(g) et § o vy sont homo-
topes, ainsi par conséquent que (Y o L(g)) ® (o' o L(f)) et (Foy) ® (f o a) d’aprés
la prop. 3de X, p. 64. On a donc

H(G® f)oy(S,R) = H((Fov) ® (few) = H((y' o L(g)) ® (& o L(f)))
= (S, R") e Tor? (g, f) .

On raisonne de maniére analogue pour le second diagramme.

Remarque. — Considérons de méme des diagrammes commutatifs de morphismes
de complexes

R, 2~ M S, 2~ P N s B/
oo oA
R} S M s 2o pr N > E,

ol les complexes Ry, R}, S;, S} sont projectifs et nuls & droite et ol les complexes
E,, E{ sont injectifs et nuls & gauche. Alors

Tor* (g, ) o V(S R)) = VS|, R e H(F ® /)
¢'(Ry, E,) o Ext, (f, k) = H(Homgr, (f, h))o ¢'(R}, E}))

comme on le démontre de maniére analogue a la prop. 2.

3. Calcul des homomorphismes de liaison

Considérons un diagramme commutatif

M 0— R - R L R"—»0
S T
2) 0—M > M M —0

ol la premiére ligne (1) est une suite exacte de complexes de A-modules a gauche,
la seconde ligne (2) est une suite exacte de A-modules a gauche et ol les fléches verti-
cales sont des résolutions gauches.

PROPOSITION 3. — a) Soient P un A-module, b : S — P une résolution gauche de P ;
supposons que la suite de complexes de k-modules

(3) 0-SQ®,Rx8Lsg, RL25 5@, R >0
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soit exacte. Alors le diagramme suivant est commutatif

TorA (P, M") 282 Tort (P, M)
(S, R) Y(S, R)

HS ®, R) 22+ HES®,R).

b) Soient N un A-module ¢ gauche, ¢ : N — E une résolution droite de N ; suppo-
sons que la suite de complexes de k-modules

(4)
0 —» Homgr, (R”, E) =222 D, Homgr, (R, E) —22€2&1, Homgr, (R', E) - 0

soit exacte. Alors le diagramme suivant est commutatif .

H(Homgr (R, E)) — 2+

o(R, E)l
Ext, (M', N)

H(Homgr, (R”, E))
#p(k", E)

1ON | Ext, (M”, N) .

Démontrons par exemple @). Soit § : L(P) — S un morphisme de complexes tel que
b o B = pp;considérons le diagramme de k-complexes

I®F

0~ S®,R &% s®,R S®,R'— 0

B@rkT ﬁ@llf ﬁulnT

0+~LP)®, R 2% LP)®, R 2% L(P) ®,R"— 0
1®a’l 1®a 1Qa
0~LP) @, M &% LP) @, M 2% L(P) @, M"—0.

Il est commutatif & lignes exactes (d’aprés 'hypothése pour la premiére ligne, et le fait
que L(P) est plat pour les deux autres). On a donc un diagramme commutatif (X, p. 31,
prop. 2, et X, p. 72, déf. 2)

HS®,R) 22+ HES®,R)

HP ® 1)T TH(B ®n
H(L(P) ®, R") H(L(P) ®, R’)
H(® a")l lH(l ® a)
H(L(P) ®, M") —— H(L(P) ®, M)

\l!p(M”)T T Yp(M")
Tor P, M") 223 Tor(p,M’).
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D’aprés X, p. 67, prop. 4, H(1 ® ¢") et H(1 ® a') sont bijectifs; d’autre part,
par définition des homomorphismes ¥, on a H(f ® 1) o Y(L(P), R") = {(S, R") et
H(l ® a”) o Y(L(P), R") = Y(L(P), M") = {yn(M"), donc

VS, R)=HP ® Do H(l ® a") "' o yp(M");

de méme, (S, R) = HP ® 1)o H(1 ® a’)" ! o Yp(M’), et lassertion cherchée
A((3) o Y(S, R") = Y(S, R") o §(P, (2)) résulte de la commutativité du diagramme
précédent.

Remarques. — 1) Ultilisant les isomorphismes de commutation, on déduit de a)
I’énoncé analogue obtenu en échangeant les rdles des deux arguments du produit
tensoriel.

2) Avec les notations de a), supposons soit S plat, soit R, R’, R” plats ; alors d’une
part la suite (3) est exacte (X, p. 72, cor. 2) et on peut appliquer la prop. 3; d’autre
part (S, R’) est bijectif (th. 1), donc '

&P, (2)) = WS, R") "o d((3)) o WS, R") .

3) Avec les notations de b), supposons soit E injectif, soit R, R’, R” projectifs;
alors d’une part la suite (4) est exacte (X, p. 83, prop. 2) et on peut appliquer la prop. 3 ;
d’autre part, (R, E) est bijectif (th. 1}; donc

8((2), N) = o(R", E)o 6((4)) o @R, E)"".

Considérons maintenant un diagramme commutatif

5) ; 0— N >N =N — 0
c’l ) c‘ ) C”l
(6) 0—F 2+ E-—> E" — 0

dont la premiére ligne (5) est une suite exacte de A-modules a gauche, la seconde
ligne (6) une suite exacte de complexes de A-modules & gauche et ou les fleches
verticales sont des résolutions droites. En raisonnant comme dans la prop. 3, on
démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — Soient M un A-module & gauche, a : R - M une résolution gauche
de M telle que la suite
(7) 0—Homgr, (R, E') 200, Homgr, (R, E) 22220, Homgr, (R, E")—0

soit exacte. Alors le diagramme suivant est commutatif.

H(Homgr, (R, E") 2> H(Homgr,(R, E)

o(R, E")l lcp(R, E)

Ext, M, N") —2O) _ Ext, (M, N).
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Remarques. — 4) Si R est projectif ou si E, E’, E” sont injectifs, la suite (7) est exacte
{X, p. 83, prop. 2); de plus, (R, E") est bijectif (th. 1) ; donc

3M, (5)) = o(R, E") 0 d((7)) o @(R, E")™!

5) Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer les propositions
analogues aux prop. 3 et 4 et relatives aux homomorphismes V, et ¢,.

4. Finitude des modules d’extensions et de torsion

Soient M un A-module a gauche, I un ensemble préordonné filtrant, (N;, u;;) un
systéme inductif de A-modules a gauche relatifsd I, N = 123 N; sa limite inductive,
4, : N; = N, iel, 'application canonique. Alors (Ext, (M, N,), Ext, (1, u;;)) est
un systéme inductif de k-modules et (Ext, (1, #,)) un systéme inductif d’applications,
dont la limite inductive est un homomorphisme de k-modules gradués, dit canonigue

(8) lim Ext, (M, N,) > Ext, (M, lim N,).
el Tl

PROPOSITION 5. — Si A est nathérien d gauche et si M est un A-module de type fini,
I’homomorphisme canonique (8) est bijectif.

Soit en effet (X, p. 53, prop. 6) p : L - M une résolution libre de M telle que L,
soit de type fini pour chaque n. Le morphisme canonique de k-couuplexes

U h_r)n Homgr, (L, N;,) - Homgr, (L, _li)n Ny
est bijectif, donc aussi '’homomorphisme
lim H(Homgr, (L, N,)) - H(Homgr, (L, lim N;))

déduit des homomorphismes H{(Homgr (1, u,)) (X, p. 28, prop. 1). On conclut alors
par la prop. 2 (X, p. 103) et le th. 1 (X, p. 100).

PROPOSITION 6. — Soient B un anneau et N un (A, B)-bimodule,. qui est un B-module
nethérien (resp. de longueur finie).

a) Supposons A nethérien a droite et soit M un A-module a droite de type ﬁnz.
Alors les B-modules (X, p. 81) Tor (M, N) sont nethériens (resp. de longueur finie).

b) Supposons A nathérien a gauche et soit M un A-module a gauche de type fini.
Alors les B-modules (X, p. 98) Ext} (M, N) sont nethériens (resp. de longueur finie).

Choisissons une résolution libre p : L — M telle que chacun des A-modules L
soit de type fini (X, p. 53, prop. 6), et soit C le complexe de B-modules L ® , N dans
le cas a), Homgr, (L, N) dans le cas b). Chacun des B-modules C, est isomorphe a un
produit d’un nombre fini d’exemplaires de N, donc est neethérien (resp. de longueur
finie) ; il en est donc de méme des modules H,(C). Or, d’aprés X, p. 100, th. 1, ceux-ci
sont isomorphes aux Tor? (M, N) dans le cas @), aux Ext;" (M, N) dans le cas b).
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COROLLAIRE. — Soient p : A — B un homomorphisme d’anneaux commutatifs nethé-
riens, M un A-module de type fini, N un B-module. Si N est un B-module de type fini
(resp. de longueur finie), il en est de méme des B-modules Tor® (M, N) et Ext} (M, N).

5. Les homomorphismes Tor® (P, N) ® , Q — Tor® (P, N ®, Q)
et Exty (M, N) ®, Q - Extz; (M, N ®, Q)

Soient B un anneau, N un (B, A)-bimodule, M un B-module a4 gauche, P un
B-module a droite, Q un A-module & gauche.
D’apres X, p. 62, on dispose d’un homomorphisme

v, t H{L(P) ®3 N) ®, Q » H(L(P) ®3; N ®, Q) ;
par ailleurs (X, p. 69, prop. 5), on a des isomorphismes
Y(N):TorB(P,N)®,Q HLP)®;N)®,Q,
V(N®,Q) : Tor® (P, N®,Q —-HLP) ;N ®, Q).
L’homomorphisme gradué de degré 0, dit canonique

9 Tor® (P, N)®, Q » Tor® (P, N ®, Q)
est défini comme le composé Yp(N ®4 Q)" oy, o (Up(N) ® 1g).
De méme, on déduit du morphisme canonique de complexes

o : Homgrg (L(M), N) ® , Q » Homgrg (L(IM), N ®, Q)
un homomorphisme H(a); on dispose de ’'homomorphisme canonique (X, p. 62)
v, : HHomgrg (L(M), N)) ®,, Q — H(Homgrg (LIM), N) ®, Q),
et des isomorphismes (X, p. 88, prop. 5)

ou(N) : HHomgry (LIM), N)) ®, Q — Ext;, (M, N) ®, Q,
eu(N ®, Q) : H(Homgr, (L(M), N ®, Q)) — Exty (M, N ®, Q).

L’homomorphisme gradué de degré 0, dit canonigue
(10) Exty (M, N) ®, Q - Ext; M, N®, Q)
est défini comme le composé

PN ®, Qe H(@ oy, 0 (ou(N) ® 1) 7" .

PROPOSITION 7. — a) Si le A-module Q est plat, I’homomorphisme (9) est bijectif.
LYy Sile A-module Q est projectif de type fini, I’homomorphisme (10) est bijectif.



NO 6 UTILISATION DE RESOLUTIONS NON CANONIQUES A X.109

c) Sile A-module Q est plat, I"anneau B noethérien et le B-module M de type fini,
Ihomomorphisme (10) est bijectif.

a) SiQ est plat, v, est bijectif (X, p. 66, cor. 2).

6) Si Q est projectif de type fini, il est plat, donc y, est bijectif, et de plus « est
bijectif (11, p. 75, prop. 2, a)).

¢) Sous les hypothéses de ¢), v, est bijectif puisque Q est plat. Par ailleurs (X, p. 53,
prop. 6), il existe une résolution L de M telle que chaque L, soit libre de type fini ;
soit  : L{M) = L un homotopisme (X, p. 49, cor. 4 la prop. 3); dans le diagramme
commutatif,

Homgry (L(M), N) ®, Q > Homgry (L(M), N ®, Q)

f f

Homgry (L, N) ®, Q —» Homgry (L, N ®, Q).

les fleches verticales déduites de u sont des homotopismes (X, p. 64, prop. 3 et p. 83.
prop. 3) et & est bijectif (11, p. 75, prop. 2 (ii)) ; donc H(a) est bijectif, et '’homomor-
phisme (10) est bijectif.

6. Les homomorphismes Tor® (P,N ®, Q) - Tor* P ®;3 N, Q)
et Ext, (Q, Homy(N, M)) — Extz N ® 4, Q, M)

Gardons les notations précédentes, et supposons N plat sur A. Alors le morphisme

N ®, L(Q) S8, N ® , Q est un homologisme (X, p. 67, prop. 4), d’ou des homo-
morphismes

V(P, N ®, L(Q) : Tor® (P, N ®, Q) — H(P ®3 N ®, L(Q))

o(N ®, L(Q), M) : HHomgr, (N ®, L(Q), M)) - Ext; N ®, Q, M).
Utilisant alors les isomorphismes

V(P ®5 N) : Tor* (P ®; N, Q) —» H(P ®; N ®, L(Q)).
B : Homgr, (L(Q), Homg (N, M)) » Homgry (N @, L(Q), M),
(PQ(HomB(N’ M)) ; H(HomgrA (L(Q), HomB (N’ M))) - EXtA (Q3 HomB (N: M)) ’

on en déduit des homomorphismes gradués de degré 0 dits canonigues :

1) Tor® (P, N ®, Q) - Tor* (P ®; N, Q)
(12) Ext, (Q, Homg (N, M)) > Ext, (N ® , Q, M).

PrOPOSITION 8. — a) Si N est plat sur A et sur B, I’homomorphisme (11) est bijectif.
b) SiN est plat sur A et projectif sur B, I’homomorphisme (12) est bijectif.
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En effet N ®, L(Q) est isomorphe a2 une somme directe d’exemplaires de N, donc
est un B-module plat (resp. pr’c}jectif ) lorsque le B-module N est plat (resp. projectif) ;
on applique alors le th. 1 (X, p. 100).

7. Les homomorphismes B ® , Tor* (E, F) — Tor® (E ®.B,B®,F)
et B, Ext, (E,F) > Ext; BR,E,B®,F)

Dans ce numéro, on suppose que A est commutatif ; on se donne un homomor-
phisme d’anneaux p : A — B tel que p(A) soit contenu dans le centre de B et deux
A-modules E et F. On a un isomorphisme canonique de compiexes de A-modules

u:B®, (LE) ®, L(F) ~ (L(E) ®, B) @3 (B ®, L(F));

d’autre part, puisque L(E) ® , B et B ® , L(F) sont des B-complexes /ibres, on a un
homomorphisme canonique de A-modules gradués (X, p. 102)

V'(L(E) ®,4 B, B ®, L(F)) : H(L(E) ®, B) ®5 (B ®, L(F)))
- Tor®(E®,B,B®, F)

enfin, on dispose d’'un homomorphisme (X, p. 62)

v :B ®, Tor* (E, F) » H(B ®, L(E) ®, L(F)).
L’homomorphisme canonique de B-modules gradués
(13) B ®, Tor* (E, F) » Tor* (E®, B,B ®, F)
est défini comme le composé V'(L(E) ®, B, B ®, L(F)) e H(u) o .
PROPOSITION 9. — Si B est plat sur A, I’homomorphisme (13) est bijectif.

En effet y'(I(E) ®, B, B ®, L(F)) est bijectif (X, p. 102, prop. 1) et v est bijectif
(X, p. 66, cor. 2).

Supposons B plar sur A. Substituant dans ’homomorphisme (12) Ea Q. Ba N
et B®4 FaM, on obtient un homomorphisme

Ext, (E,B®, F) - Ext, B®,E, B®,F)

qui est bijectif d’aprés la prop. 8. Substituant dans ’homomorphisme (10) E 4 M,
FaN, AaB, Ba Q, et échangeant les facteurs des produits tensoriels, on obtient
un homomorphisme de B-modules

B ®, Ext, (E,F) » Ext, (E,B®,F),
d’ol1 par composition un homomorphisme dit canonique

(14) B ®, Ext, (E, F) > Exty (B ®,E, B ®, F).
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PROPOSITION 10. — L’homomorphisme (14) est bijectif dans les cas suivants :
a) B est un A-module projectif de type fini;
b) B est un A-module plat, A est nethérien, et E est un A-module de type fini.
Cela résulte de la prop. 7 (X, p. 108).

8. Application : homologie et cohomologie des groupes

Soient G un groupe, Z!? son algébre sur Z (111, p. 19). Rappelons (cf. 111, p. 20,
exemple) que si M est un groupe commutatif, il revient au méme de se donner une
action de G sur M (c’est-a-dire un homomorphisme 1 : G — Aut (M)), ou une
structure de Z(@-module & gauche sur le groupe additif M. En particulier, on consi-
dérera le groupe Z comme un Z‘®-module a gauche en le munissant de ’action
triviale.

DEFINITION 1. — Soient M un Z‘®-module a gauche (resp. @ droite), n un entier > 0.
Le groupe Extlya, (Z, M) (resp. TorZ® (M, Z)) est noté H'(G, M) (resp. H,(G, M))
et appelé n-ieme groupe de cohomologie (resp. d’homologie) de G d coefficients dans M.

La résolution standard (X, p. 58) B(Z(®, Z) est une résolution libre du Z-module
Z; il en résulte que les groupes H(G, M) (resp. H,(G, M)) s’identifient aux groupes
d’homologie du complexe :

Hom ., (B(Z?, Z), M) (resp. M ® z, B(Z'@, Z)) .

En utilisant 'isomorphisme canonique de (Z®)®" sur Z©" (111, p. 36) et les pro-
priétés de 'extension des scalaires (11, p. 82) on conclut que H(G, M) est canonique-
ment isomorphe au groupe d’homologie de degré ascendant n du complexe C(G, M)
défini de la fagon suivante : C(G, M) = 0 pour n < 0; pour n = 0, CY(G, M)
est le Z-module des applications de G" dans M; pour n >0, la différentielle
d" : CHG, M) - C*""{(G, M) est donnée par

n—1
@) o5 -+ 9) = Gof G158 + T (= D7 (G 10500115 )

+ (= D™ f(gor oor Gu1)

quels que soient f dans C"(G, M) et g, ..., g, dans G.

De méme, H,(G, M) s’identifie au groupe d’homologie de degré » du complexe
C(G, M), ou CAG,M) =M ®,ZC pour n=0, C(G,M)=0 pour n <0,
la différentielle d, : Ci(G, M) — C,_ (G, M) étant définie par :

n—1
dn(m ® e.th,---,gn) = Mm.g; ® €02,0m + .Zl (— 1)1 me €01, + 1
i=

+{(-1)m®e

glyeenn In-1
quels que soient n = 1, m dans M et ¢, ..., g, dans G.
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Exemples. — 1) 1l résulte directement de la définition que H(G, M) est isomorphe
au sous-module des éléments de M invariants sous 'action de G, et H,(G, M) au
module quotient de M par le sous-module engendré par les éléments m.g — m pour
meM, geG. ’

2) 1l résulte de ce qui préceéde que H(G, M) est isomorphe au Z-module
ZY(G, M)/BYG, M), ou ZX{G, M) est le Z-module des applications f de G dans M
vérifiant :

f(g1,92) = 9,.f(9,) + f(g,) pourtous g,,g,dans G,

¢t BY(G. M) est le sous Z-module de Z'(G, M) formé des f pour lesquelles il existe
un élément m de M tel que :

f(g) =g.m—m pourtout geG.

On dit parfois que Z(G, M) est le Z-module des homomorphismes croisés de G
dans M, et BY(G, M) le sous-module des homomorphismes croisés principaux.

Notons t : G — Aut (M) 'homomorphisme déduit de I’action de G ; considérons
le produit semi-direct externe M x_ G et l'extension & :M 5 M x, G5 G
(I,p.64).Soite : G - M x _ Guneapplicationtellequepo e = 15;0nae = (f, 1g),
ou fe CY{G, M). Pour que e soit un homomorphisme (¢c’est-a-dire une section de
'extension £,) il faut et il suffit que f € Z!(G, M). Pour que deux sections de £, soient
conjuguées par un élément de i(M), il faut et il suffit que les homomorphismes croisés
correspondants aient méme classe dans HY(G, M).

Lorsque G opére trivialement sur M, on a B}(G, M) = 0 et HY(G, M) est iso-
morphe au Z-module des homomorphismes de groupes de G dans M.

3) De méme H*(G, M) est isomorphe au Z-module Z*(G, M)/B*(G, M), ou
Z*(G, M) est le Z-module des applications f de G x G dans M, vérifiant :

g1(92,93) — f(9192.93) + f(91,9293) — f(g1592) =0

quels que soient g, ¢,, g5 dans G, et B3(G, M) est le sous-Z-module de Z*(G, M)
formé des f pour lesquelles il existe une application # de G dans M telle que :

f(g1,95) = g,.h(gy) — h(g, g5) + H(gy)

quels que soient g,, g, dans G.

On retrouve ainsi la définition du groupe H?*(G, M) donnée en VIII, App.
Il en résulte en particulier qu’il existe un isomorphisme canonique de H%(G, M)
sur le groupe des classes d’extension de G par M (Joc. cit.).

4) Soit M un Z-module, que I'on considére comme un Z‘®-module & droite en
faisant opérer G trivialement. Le groupe H, (G, M) est isomorphe au quotient de
M ®3z Z9 par le sous-Z-module engendré par les éléments m ® (e,,,, — €, — €,,)
pour m dans M, g,, g, dans G ; il en résulte facilement que H,(G, M) est isomorphe
a M ®z(G/(G, G)).
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Notons ¢ I'anti-automorphisme de Z©’ défini par o(e,) = ¢,-: pour g € G. Tout Z9-module &
gauche peut étre considéré comme dn Z‘®-module & droite a aide de o, et réciproquement. Ceci
permet par exemple de définir les groupes H (G, M) pour un Z-niodule d gauche M, en posant
H,(G, M) = H/G, 5,(M)) = TorZ® (Z, M),

Lemme 1. — Soit M un Z-module ; notons M le groupe Hom, (Z©, M) muni de sa
structure naturelle de Z'®-module a gauche. Alors :

HG,M% =0 pour iz=1.
11 résulte en effet de la prop. 8, b) (X, p. 109), appliquée avec A = N = Z@ et
B = Q = Z, que’on a un isomorphisme canonique :
Extzo (Z, M®) - Extz(Z, M)

d’ou le lemme.

PROPOSITION 11. — Soit L une extension galoisienne de degré fini d’un corps commu-
tatif K, de groupe de Galois G.

a) Ona H(G, L) = 0 pouri > 1.

b) Ona HY(G,L*) = 0.

¢) Le groupe H*(G, L*) est canoniquement i'somorphe au groupe Br (K, L) (VIII,
§ 13).

Le théoreme de la base normale (V, §10,n°9, th. 6) montre que L est isomorphe
comme Z@-module 4 K¢ = Hom,(Z@, K) ; I'assertion a) résulte alors du lemme 1.
Compte tenu de 'exemple 2, I’assertion b) résulte de V, §10,n° 5, cor. 1 a la prop. 9:
enfin I’assertion ¢) a été démontrée en VIII, §13.

§ 7. PRODUIT DE COMPOSITION
On reprend les conventions générales dit § 4.

1. L’homomorphisme Ext, (N, P) ® Ext,(M, N) — Ext,(M, P)

Soient M et N deux A-modules a gauche. Considérons les homologismes
Pu:LM) > M, eyt M - I(M)etey o py : LOM) = I(M); d’aprés la prop. 4 de X,
p. 86, on en déduit un homomorphisme bijectif

awx = H(Homgr,(ey o py, 1)) : H(Homgr,(I(M), I(N))) — Ext,(M, N) .

Rappelons d’ailleurs (X, p. 82) que H*(Homgr,(I(M), I(N))) est I'ensemble
des classes d’homotopie des morphismes de degré ascendant n du complexe 1(M)
dans le complexe I(N). Par exemple, si f € Hom, (M, N), la classe d’homotopie de
1(f) est envoyée par ay y sur f.
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Si P est un troisieme A-module & gauche, on a d’aprés X, p. 99, un k-homo-
morphisme canonique

H(Homgr, (I(N), 1(P))) ®, H(Homgr, (M), I(N))) > H(Homgr, (1(M), 1(P)))

dont on déduit par transport par les isomorphismes dy p, Gy x> Gy p UN k-homomor-
phisme (homomorphisme de composition) :

ey ¢ Exty (N, P) ®, Ext, (M, N) - Ext, (M, P).
Celui-ci correspond & une application k-bilinéaire
(1) Ext, (N, P) x Ext, (M, N) - Ext, (M, P)

qui se décompose en composantes homogeénes

2) Exti (N, P) x Ext], (M, N) - Exti"/ (M, P).

Si u e Ext, (N, P), v e Ext, (M, N), 'image de (¥, v) par (1) s’appelle le produit
de composition de u et v et se note u o v. Sig (resp. f) est un morphisme de complexes
de degré ascendant j (resp. /) de I(M) dans I(N) (resp. de I(N) dans I(P)), de classe

d’homotopie g (resp. f), alors le produit de composition aN,P(f) ° aMSN(E) est 'image
par ayp de la classe d’homotopie du morphisme fog de I(M) dans I(P).

Exemple 1. — Siue Hom, (N, P), ve Hom, (M, N), u o v est le composé de u et
de w.

Exemple 2. — Si ue Hom, (N, P), v e Ext, (M, N), alors
uor = Ext, (1, 1) (v) € Ext, (M, P):
de méme, si u € Ext, (N, P), v e Hom, (M, N), alors
wor = Ext, (. 1,) () e Ext (M. Py
Cela résulte des définitions et des remarques de X, p. 88.
Si Q, M, N, P sont quatre A-modules & gauche, et si
u e Ext, (N, P). v e Ext, (M, N), w e Ext, (Q, M),

alors (uov)ow = uo (vow) : le produit de composition est associatif ; on notera
donc les composés de plusieurs éléments sans parenthéses. En particulier, d’aprés
I’exemple 2 :

Exemple 3. — Soient M, N, M’, N’ quatre A-modules a gauche. Si u € Ext, (M, N),
J e Hom, (M’, M), g € Hom, (N, N"), alors

3) Ext, (f,9) @) = gouo f € Exty, (M, N).
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Cela donne une nouvelle démonstration de la k-bilinéarité de Papplication
(, 9) = Ext, (£ 9) (X, p. 88, prop. 6).

2. Les sept calculs du produit de composition

Soient M, M’ et M” trois A-modules a gauche, « :R - M, &' : R’" » M’ et
a" : R” - M" des résolutions projectives, ¢ : M - E, ¢’ : M’ - E'et¢” : M" - E”
des résolutions injectives. Il résulte de X, p. 100, th. 1 et p. 103, prop. 2, que le
diagramme :

H(Homegr, (M, E")) —— H(Homgr, (R, E')) — H(Homgr_A (R, M9)

? oM, . , l"’(k’ B) @M ?
. . oEE)  “GR,R) ,
H(Homgr, (E, E")) ————>Ext, (M, M)<———— H{Homgr, (R, R"))

ol les fleches non désignées sont déduites canoniquement de ¢, a, ¢, a’, est commu-
tatif, et que toutes les fléches sont des isomorphismes, ce qui donne cinq descriptions
de Ext, (M, M"). On obtient de méme cinq descriptions de Ext, (M’, M"), et autant
de Ext, (M, M").

Considérons maintenant les sept homomorphismes de composition

H(Homgr, (C', C")) ®, HHomgr, (C, C')) - H(Homgr, (C, C")),

ot 'on prend successivement pour (C, C', C”) les sept triplets (R, R’, R"), (R, R", M"),
(R, R, E"), (R, M, E”), (R, E", E"), M, E’, E", (E, E/, E").

R - Rl - R//

2

M M/ MI/
FiG. 1.

Identifiant H(Homgr, (C, C')) & Ext (M, M’) par I'isomorphisme ci-dessus, et de
méme pour H(Homgr, (C’, C")) et H(Homgr, (C, C")), on obtient sept homomor-
phismes

Exts (M, M") ®, Ext, (M, M’) — Ext, (M, M").
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Ces sept homomorphismes coincident, et sont indépendants du choix des résolutions.
En particulier, ils coincident avec 'homomorphisme qui a été défini au n° 2, via
le triplet (I(M), I(M"), I(M")). Cela résulte en effet de I'interprétation des modules
H(Homgr (C, C')) comme module des classes d’homotopie de morphismes de
complexes de Cdans C’, et du fait que si dans un diagramme de complexes

C L» Cr _g».cu

ul a’i a”i
c,2>c -
o” o g est homotope & g, o &' et o' o f homotope & f] o a, alors & o g o f est homo-
toped g, o f; o o (X, p. 33, prop. 4etcor.).
Dans ce qui suit, nous utiliserons suivant le cas I'une ou ’autre des sept construc-
tions précédentes des homomorphismes de composition.

3. La classe associée 4 une suite exacte

ProprosITION 1. — Soient (C, d) et (C', d’) deux complexes de A-modules a gauche
et n, p, q trois entiers tels que p = q. Pour p2 iz q— 1, soit f; : C; > Cjy iy un
homomorphisme de A-modules tel quef,od =0, fiod=d of,.,pourp>izqg—1,
et d' of,_ =0 (voir fig. 2).

- d d d d d d
Cp_,_1 ———»Cp —Cpuy—>... — Cq ; Cq_1 7Cq_2
Ol ’ ; pr \ Vrl lf‘,\ Vq_l io
, d’ C/ a4 C/ d' d' . d’ d'
prny2 > Cppner T Cpny 7 0 T a7 L T g
Fi1G. 2.

Posons o. = f,_jed=d o f,, p= f_od=4d'of, et soit a(resp. b) le A-
homomorphisme gradué de degré n de C dans C' dont la seule composante bi-homogene
non nulle est o (resp. B). Alorsona aeZ (Homgr, (C, C")), b e Z (Homgr, (C, C'))et
a — (— 1)r*be-9 p e B (Homgr, (C, C").

Onadoa=4dod of,=0,00d=f,_jodod=0, donc

aeZ, (Homgr, (C, C);

de méme b e Z (Homgr, (C, C")). Posons ¢ = (— 1)""*. On a, dans le complexe
Homgr, (C, C) les relations

Dfp—l = d/ofp—l —Sfp_10d= fp—ZOd_ 3o

Dﬁ:d'oﬁ—sfiod=f;_lod—8fiod (p—1>i>q)
Df,=d'of, —ef,od=p —¢fod,
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donc
p=a
Y ¢Df,_, =B~ «a,
i=
ce qui démontre le lemme.
Considérons deux A-modules & gauche M et N et une suite exacte de A-modules

“ 0-N->R,->R,_;»...oR,>-M-0.

D’aprés les prop. 3 et 3 bis de X, p. 49, il existe un diagramme commutatif :

0—> N — 1N — T HN) T (N =217 ()
bt/ A A
®) 0—>N~—%,—>R,—> .. — R, — M >0

N B S A 1

LyetM) 7= L(M) 7= Ly, (M) == .. 5= Lo(M) jmm M —— 0.

Considérons les deux éléments b et a de Homgr, (L(M), I(N)) dont les seules
composantes bihomogénes non nulles sont

b = eqou, : LM) = I%N) et a" = t"opy : Ly(M) - I(N)

respectivement.

PROPOSITION 2. — On a a, b € Z"(Homgr, (L(M), I(N))). De plus, les classes a et b
de a et b dans H"(Homgr, (L(M), I(N))) = Ext} (M, N) ne dépendent que de la suite
exacte (4) et sont égales.

Dapres la prop. 1, appliquée aux deux lignes extrémes de (5) et aux fléches verti-
cales composées, avecp = n,q = 0,onaa, b € Z{Homgr, (1(M), L(N)))et

a—b=a-— (- )" peB(Homer, (L(M), I(N))) .

Puisque a (resp. b) est indépendant du choix de u (resp. v), I’élément a="bde
Ext} (M, N) est indépendant du choix des morphismes u et v, d’ou la proposition.

DEFINITION 1. — On appelle classe associce d la suite exacte (4) ['élément O de
Ext% (M, N) défini par 8 = (— 1)"*D2 g = (— N+t bi2 p

Remarques. — 1) Soit (P, p) une résolution projective de M. D’aprés X, p. 49
prop. 3, il existe un diagramme commutatif

0 —> N—=R, — —=R, —M —0
17,.1 ﬁ"‘iT '7°T 11,,,
P, —P,_,— . —P, L M—0.
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Avec les notations du § 6, 6 est I'image par (P, N) de la classe d’homotopie du
morphisme P — N défini par (— 1)"**1/2 j . De méme si (e, E) est une résolution
injective de N, il existe un diagramme commutatif

00— N—E"— ... — E"! — P
1NT 501 a"-lT IT
00— N—R,— ...—> R — M — 0.

et @ est’image par (M, E) de la classe d’homotopie du morphisme M — E définipar
(= DM+ 12 ym Ceci résulte de la construction de 0 et des définitions de @(P, N) et
o(M, E).

2) Lorsque n = 0, la suite exacte (4) s’écrit 0 - N -5 M — 0, et la classe associée
est f~! € Hom, (M, N) = Ext§ (M, N).

4. Propriétés de la classe associée a une suite exacte

ProposiTiON 3. — Soient

(6) 0-»P->S,-S,_,-..o0S; HBN-0
™ 0-NBR -R,_.;,—»>..>R -M-0

deux suites exactes de A-modules a gauche de classes respectives 0 € Ext] (N, P) et
0" e Ext} (M, N). La classe dans Ext; ™" (M, P) associée a la suite exacte

®) 05P>S,>..0825R 5...5R, >M-0

est le produit de composition 00 ',
Choisissons des diagrammes commutatifs

-1
3¢

0 — P — [%P) — ... — I""1(P) = I"(P)

S -t

0—P —> 8§, — ... — §, > N >0,

0 —N=>IN) — ... — I""/(N) — IN)

N ot A

0—NXR, — ...—> R, — M — 0.
Puisque I"(P) est injectif, il existe un homomorphisme 4° : I°(N) — 1™(P) tel que
wm=h%oey; d’aprés X, p. 49, prop. 3 bis, h° se prolonge en un morphisme de
complexes /4 : I(N) — I(P) (— m). Alors w™ = h° o ey = h° 0 0% o u, donc

S low™ !l = whodk = %010 (uol),
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et le diagramme suivant est commutatif :

0—= P—=1(P) — ... — I""!(P) — TI"(P) —=1""'(P) —> ... —= I"*"(P)
IPT WOT wm—lT \t°? tlT E"T
0—P—S, — ..— S —> R, — R,_, —..— M—>0

ot = k0ot = (= D" htovt, ., = (= DMhot,. ., "= (- D)"h"or"
La classe 8 associée a (6) est celle de (— 1)™™* 12 w™ ¢ Homgr? (N, 1(P)), donc cor-
respond par I'isomorphisme ay p 4 la classe de (— 1)"™* V"2 ¢ Homgry (I(N), I(P));
la classe 0’ associée a (7) est celle de (— 1)""* 12 4" € Homgr" (M, I(N)), la classe
associée a (8) est celle de (— 1)m*®m+nt1i2 e Homgr™** (M, I(P)), d’ol la
conclusion, d’aprés la définition du produit de composition (X, p. 114) et la formule

mm+ D2 +nn+ 1)2=m+n@m+n+1)2—mn.

4. — Considérons un diagramme commutatif de A-modules a lignes
exactes
0—-N—R,—R,_;,—..—>R —M—0
S
el R,
0—N—>R, &>R,_., — ... —R] = M—0.

Soit 9 (resp. 8') la classe de la premiére (vesp. seconde) ligne dans
Exti (M. N) (resp. Ext), (M',N")).

Dans Ext (M, N'),ona 0 of =gob.
Considérons en effet un diagramme commutatif

“} . ool

0 — N ~ R, >.. —>R, —>M—>0
N - Loy
0 —» N’ —_— Rr: P "Ri M’ >0

; g o

0 — N —2 o YN Lo . I (N D TN

Par définition 8’ o f est la classe de (— 1)""*1/2 "o f o py, € Homgr” (L(M), I(N")),
tandis que g o B estlaclassede (— 1)"* 12 ¢ 0 gou, D’aprés le lemme 1, appliqué
aux deux lignes extrémes du diagramme, ces deux classes sont égales.
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COROLLAIRE 1. — Considérons un diagramme commutatif a lignes exactes

00— N—R,— - — R, — M — 0
oo ooy
00— N-—R, — - — R|—M — 0;

les deux lignes du diagramme ont méme classe associée dans Exty (M, N).

COROLLAIRE 2. — Soient

oﬁNLRnL Rn_l_.,..._ffz_,RlL,M_,o
une suite exacte, 6 € Ext} (M, N) la classe associée, ay, ..., a,,  des éléments inver-

sibles de k. La classe associée a la suite exacte

0> N [T R U fn Rn_l — .. a3 /2 R1 dy f1 M -0

n
est (a7ta;'...a;})6.

En effet, on a un diagramme commutatif

0— N Gerhoes, R, — - —R, “fs R, al, M—0

laimann “h oy laxaz ‘al Ll

0— Nl y R — .. »R, -2 R —L s M—o0.

et on applique la proposition.
COROLLAIRE 3. — Soient 0 — N =i, Rn—f”—-» v Ry—Lo M - 0 une suite
exacte, 0 sa classe dans Ext] (M, N), u: M' > M et v : N - N’ deux homomor-
phismes de A-modules.
a) L’élément v o 8 de Ext), (M, N') est égal d la classe de la suite exacte
0_>N/ fn’+l R'/' ./n/ R f;I—I “._}Rl _)M_)O’

n—1

ou R, est le A-module quotient de R, @ N’ par le sous-module formé des couples
(fos1(x), — v(x)) pour x e N, et ou1 f,., (resp. f,) est déduit de I’injection canonique
(resp. de (f,, 0)) par passage aux quotients.

b) L’élément 0 o u de Ext, (M', N) est la classe de la suite exacte

0-N-R, - >R,ZER, LM -0,

ot R} est le produit fibré R, x,, M/, c’est-d-dire (1, p. 44) le sous-module de R, x M’
formé des couples (x, y) tels que fi(x) = u(y), et oir f;'(resp. f}') est déduit de (f3, 0)
(resp. de la seconde projection).



Ne 5 PRODUIT DE COMPOSITION A X.121

Démontrons par exemple @). Soit z un élément de R, tel que f,/(z) = 0;sizestla
classe d’un couple (x, y), avec x € R,, ¥y € N’, on a f,(x) = 0, de sorte qu’il existe un
élément e Ntelque x = f,,,(1). Onaalors z = f,.,(y + v(2)), ce qui prouve que
Ker f] = Im f,, ;. L’injectivité de £, , résulte de celle de f,, .

Soitj : R, = R, I’homomorphisme déduit de I'injection canonique ; on a un dia-
gramme commutatif de suites exactes :

0—>NFLR 2o R, ,— . —M —0
lv j 1 1
O»N'&Lli;,ﬁ»k,,l_l—_»..—»i\ld—-»o;

Passertion a) résulte alors de la proposition.
La démonstration de b) est analogue.

Remarque. — Soit 0 € Ext}, (M, N), resp. 0’ € Ext} (M’, N'), la classe d’une suite
exacte

0—+N-f"—“>Rn—>_,_—>R1i——>M—)0,

resp. 0 » N’ L5224, R/ . - Rj—Ls M’ - 0.

Soient iy, ix, les injections canoniques de N et N’ dans N @& N’, gy, qum-, les pro-
jections de M @ M’ sur M et M’. Considérons ’homomorphisme

m = Ext (qy, ix) @ Ext (gy, in)
de Ext, (M, N) @ Ext, (M’, N') dans Efo M @ M, N @ N). L élément
m(B,0) = ixoBogqy + iyo0 ogqy
est la classe de la suite exacte

fl®j‘1’ M@M/_)O.

0->N@N L28/i R @R, - ... » R, @R
En effet, si ’on désigne cette classe par 0", il résulte de la prop.4qu'ona

0" 0iy =iyo 0 =m®B,0)0iy et 0"ociy =iyo0 =m0, 0)0iy;

d’apres X, p. 89, prop. 7, cela entraine 8” = m(6, 6).

5. Relation entre suites exactes et éléments de Ext, (M, N)

THEOREME 1. — Soient n un entier =1, M et N deux A-modules.
a) Tout élément de Ext) (M, N) est la classe d’une suite exacte (X, p. 117, déf. 1).

b) Soient 0 - N LI TN RnA,_“_,Rl S1 M = 0

BOURBAKIL, — Algébre X 5
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et 0> NLe, R, LR L M-S0

des suites exactes, 8 et 0 les classes associées. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes
(1) 6 =0

(it) il existe un diagramme commutatif a lignes exactes :

0—> NEZL R — . —R, Lo M — 0
W btk
00— N— R/—... =R} — M —0
4 b
0 — N-% R, —... — R} =M —0;

(iii) il existe un diagramme commutatif a lignes exactes :

0> NZLR, — . —R, Lo M —0

lel L ‘ llM
0— N-— R/ — ... —R| — M — 0

NI ook

— .. —>R, =>M—0.

Démontrons ). Soit o € Ext} (M, N), et soit P une résolution projective de M. Soit
a : P(n) » N un morphisme de complexes représentant o ; son unique composante
non nulle est un A-homomorphisme « : P, - N qui vérifie uod,,, = 0, donc se
factorise en u = U0 §,, o1 3, : P, > Z,_, est application induite par d, (on pose
Z,_, = Imd,)etuestun A-homomorphisme de Z, _, dans N. D’aprés la remarque 1,
p. 117, la classe 6 € Ext} (M, Z,_,) de la suite exacte

0-Z,_,-P_,—->..oP,-M=0

est égale 4 la classe d’homotopie du morphisme (— 1)"** /2 §  Onadonc

o = (__ 1)n(n+1)/2§°9’

ce qui permet d’aprés le cor. 3, p. 120 de représenter o comme la classe d’une suite

exacte.

Démontrons b). Il résulte du cor. 1 de X, p. 120 que (ii) = (i) et que (iii) = (i).
Supposons (i) satisfaite, et soit P une résolution projective de M. 11 existe un dia-
gramme commutatif
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Jars

0— NX-R,—R,_, — .. =R, —>M-—0
u,.T J fu,,_l Tu,,_z ? 11M
P,~.P,_,—>P, , — .. —=P; — M — 0
A A

0 —>NXR —R).,— ... =R, —>M—0.

Les morphismes de P(n) dans N définis par u, et u, sont homotopes, car ils appar-
tiennent tous deux a la classe (— 1)"**1/2 9, donc u, — u, est de la forme w o d,, ol1
w: P,_, — Nestun A-homomorphisme. En remplagant u,_, paru,_; — f/,;jew
et u, par u,, on se raméne au cas ol 4, = u,. Ceci permet de construire un nouveau
diagramme commutatif & lignes exactes :

00—+ N—R,—R,_,—™ ... —> R, —M—0
20 S R, b
00— N—N -—P, ,—> . —P—>M—0
14 Lv’ lu,’,_z l LlM
0— N—R, —R,_, — .. — R, —=M—0

ol N’ est le quotient de P,_, @ N par le sous-module formé des couples
(d (x), — u,(x)) pour x € P,, et ou v (resp. v) est défini par passage au quotient a
partir de ’application u,_, @ f,., (tesp. u,_, @ f,.,). La condition (ii) est donc
satisfaite.

Supposons de nouveau la condition (i) satisfaite, et soit E une résolution injective
de N. I existe un diagramme commutatif

00— N-—R,— — R, — M — 0
INL LL‘O Upe 1L lv,,
O#N'—»EOL — gr-18 lE"
1NT Tuo U;—IT Tln
0 — N—R, — — R{ — M — 0

et on montre comme ci-dessus que 1'on peut supposer v, = v,. On a alors un dia-
gramme commutatif & lignes exactes

00— N—R,— .. —> R, >R, —>M—0
o S B
00— N—-E"—» .. —F2—M —>M—10

N bt h

00— N-—R,— ... — R) =R —M—0
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avec M’ = M x ¢ E,_; (¢f. X, p. 120, cor. 3, b)). La condition (iii) est donc satis-
faite, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 1. — Si 'anneau A est ncethérien, et si les A-modules M et N sont de type
fini, il résulte de la démonstration de a) que tout élément de Ext} (M, N) est la classe
associée a une suite exacte 0 > N - R, —» ... > R, - M — 0 ou les R, sont de

type fini.

COROLLAIRE. — S0it 0 5 N-LR-L M 50 et 05 N-LG R -5 M - 0 deux
suites exactes, 0 et 9’ les classes associées dans Ext' (M, N). Pour que 8 = 0', il faut
et il suffit qu’il existe un A-homomorphisme h : R — R’ rendant le diagramme

AR
N lh M

™ R’/;

commutatif. Un tel homomorphisme est nécessairement un isomorphisme.
La condition est suffisante d’aprés le cor. 1 de la prop. 4. Si 6 = 6, on a un dia-
gramme commutatif a lignes exactes :

00— N-—=>R-—>M—290

1NT h’T TIM

00— N—R'—>M—10

lyl h”l llu

0—N—>R —>M-—0.

Les morphismes /' et 4" sont des isomorphismes d’aprés X, p. 7, cor. 3,eth = 4" o b’ 1
répond a la question. La derniére assertion résulte de loc. cit.

Remarque 2. — Le théoréme 1 donne une description de Ext} (M, N) comme ensemble
de classes d’équivalence de suites exactes ; il est facile de décrire la loi de groupe

qu’on obtient sur cet ensemble par transport de structure. Soit en effet 8 (resp. ")

la classe d’une suite exacte 0 — N -2 R, LN R, > M -0 (resp.

0> NLS R L, LR >M—0). Soient A:M-oME&M et
Vi N® N — N les applications A-linéaires définies par A(x) = (x, x) pour x € M
et V(y,z) = y + z pour y, z e N, Considérons I'application

m Ext, M, N) @ Ext, M, N) - Ext, M @M, N@ N)

définie dans la remarque, p. 121. Avec les notations de loc. cit., ona Vo iy = Iy et
guo A = ly, et par suite © + 8’ = Vo m(8, 8") o A. Compte tenu de Joc. cit. et du
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cor. 3, p. 120, ceci fournit une suite exacte de classe 8 4+ 0’ : si par exemple n > 2,
on peut prendre la suite

0-No-R! >R, , ®R,, 222k,

>R, ®R; >R - M -0
ou R est le quotientde R, @ R, par le sous-module formé des couples

(frs1(x), — flo1(x)) pourxeN,
etouR] = R, xy R},

6. Produit de composition et homomorphismes de liaison des modules d’extensions

ProposiTION 5. — Soient
(&) 0-MLME5M 50

une suite exacte de A-modules d gauche, 0 € Exty (M”", M) la classe associé¢e, N un A-
module a gauche, n un entier.

a) L’homomorphisme de liaison §"(N, &) : Ext}, (N, M”) — Exti*! (N, M’) est le
produit de composition % — 8 o o par 0.

by L’homomorphisme de liaison 8(&, N) : Ext} (M', N) — Extj*! (M", N) est le
produit de composition o+ (— 1" oo 0 par (— 1)"*1 6.

a) Considérons un diagramme commutatif

0—M LM —2 M -0

dF

0 —= M’ I9M") Lo TIM).

Par définition, 6 est la classe de — v' e Homgr} (M”, I(M")). Soit d’autre part
o € Ext} (N, M"), représenté par un élément ¢ de Homgr} (L(N), M”). Par cons-
truction, 8"(x) s’obtient comme suit : on reléve a” € Hom, (L,(N), M") en
be Hom, (L, (N), M),
et 8"(a) est la classe de ey, o c oli ¢ € Hom, (L, ;(N), M) est tel que
foc=Db=(—1y"'bod .

On a donc un diagramme commutatif

dn+l

L+ (N) =L,(N)

(- 1el ¢ N"‘

S g

00— M —>- M —-M" —0

oq b

0 — M -2 M) S1: (M) .
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Mais, dans Homgr, (L(N), I[(M")), on a
D0 b) =8%0%0b — (= 1)"1%0bod,,, =v'cd +eyoc.

Les classes de ey, o ¢ et (— v') o a dans Ext}*! (N, M’) sont égales, d’olt a).
b) Considérons un diagramme commutatif

Ll(M”) il_, LO(M/I) gﬂ» M// —_— 0

V‘ luo laM,,

0— M —L MM —0.

Par définition, 6 est la classe de — u; € Homgr} (L(M"), M'). Soit d’autre part
o € Ext" (M’, N) représenté par un élément a de Homgr} (M’, I(N)). Par construc-
tion, 8"(a) s’obtient comme suit : on prolonge a" € Hom, (M', I"(N)) en

be Hom, (M, I"(N))
et 8"() est la classe de ¢ o py., 0l c € Hom, (M”, 1"*1(N)) est tel que
goc=Db=238""ob.

On a donc un diagramme commutatif

LI(MN) L LO(M//) ﬂ'j» M — 0

ull uol llM,,

0—M —L > M—2 e M —0

RN
In(N) L In+ I(N) .

Mais, dans Homgr, (L(M"), I(N)), on a

Dbouy) =8"ocbouy — (= 1)'bougoc=cop—(~ 1)'a"ou.
Les classes de co p et de (— 1)"* ! a”o (— u,) dans Ext}*! (M”, N) sont donc égales,

d’ot b).

COROLLAIRE 1. — a) L’homomorphisme de liaisonHom, (M", M") - Ext} (M", M")
envoie 1y, sur 8.

by L’homomorphisme de liaison Hom, (M’', M) —» Ext} (M", M') envoie 1
sur — 0.
COROLLAIRE 2. — Considérons deux suites exactes de A-modules ¢ gauche

0O-M->M-M -0
0-N - N->N —-0.
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Alors les homomorphismes composés d’homomorphismes de liaison

Ext] (M', N") ~ Ext}*! (M, N") > Ext}*? (M", N')
et
Ext} (M', N") - Ext}*! (M/, N') > Ext}*? (M", N')

sont opposés.
En effet si 0,, 8, sont les classes associées aux suites exactes données, et si
o € Ext} (M’, M"), les images de o sont respectivement

B,0((— 1)""TaoB,) et (Bomo((— 1**20,).

Considérons une suite exacte de A-modules a gauche

(&) 0->N->R, In, R ELES ...—>R1¢->M—>O

n—1

et posons Ko = M, K;=Ker f,,i=1,...,n—1, K, = N. On a donc des suites
exactes

® 0-K,-R,>K,_, -0, l<ign,

auxquelles sont associées pour tout A-module a gauche P, des homomorphismes de
liaison

Exty (P, K;_,) » Exti*! (P,K)),
Ext? (K;,P) - Ext?*1 (K,_,, P),
d’oll par composition des homomorphismes de liaison itérés, associés a (&)
(P, &) : Ext (P, M) » Ext7*" (P, N)
(&, P) : Ext} (N, P) — Ext7*" (M, P).

CoROLLAIRE 3. — S70 € Ext} (M, N) est la classe de la suite exacte (&), on a
(P, #) (@) = 0ea, (L, P)(B) = (- "I BoB.

Si 6, € Ext} (K;_,, K,) est la classe associée 4 la suite exacte (9), on a d’aprés la
prop. 5 ’

8"(P, #) (2) = 8,0 98,00, 00
Sm(gp, P) (ﬁ) = (_ 1)(m+1)+~-+(m+n) Bo eno o 91 .

Par ailleurs, d’aprés la prop. 3 (X, p. 118),onaf = 6,0 -0 8,. Le corollaire résulte
immédiatement de 1a, et de la relation (E, 111, p. 44)

m+ D+ +@m+n=m+nn+1)2.
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COROLLAIRE 4. — Si chaque module R,, i = 1, ..., n, est injectif (resp. projectif),

I'application o — 8 o o (resp. o — o o 0) de Ext? (P, M) dans Ext} ™" (P, N) (resp. de

Ext? (N, P)dans Exty*" (M, P)) est bijective pour tout A-module P et tout entier m > 0.
Cela résulte en effet du cor. 3 et des suites exactes

Ext2*i~! (P,R) — Ext}*~' (P, K,_,) — ExtJ*! (P, K,) —» Ext]*' (P, R)
(resp. Ext?*i"1 (R, P) - Ext7*" 1 (K, P) - Ext7" (K,_,, P) > Ext?*' (R;, P)),

dont les termes extrémes sont nuls par hypotheése.

Remarque. — Les définitions et propositions des n° 3 a 6 s’appliquent aux A-mo-
dules a droite, considérés comme modules a gauche sur 'anneau A° opposé a A.

7. L’homomorphisme Ext, P, Q) ® Tor* (P, M) — Tor* (Q, M)

Soient M un A-module a gauche, P et Q deux A-modules a droite. Considérons
I’homomorphisme Homgr, (L(P), L(Q)) ®, (L(P) ®,, L(M)) » L(Q) ® , L(M) qui
a f® (x ® y)associe f(x) ® y. D’aprés X, p. 99, ¢’est un morphisme de complexes.
On en déduit une application k-linéaire graduée de degré 0

H(Homgr, (L(P), L(Q))) ®, Tor* (P, M) — Tor* (Q, M)

donc par I'isomorphisme o(L(P), L(Q)) du § 6 (X, p. 100, th. 1), une application
k-linéaire graduée de degré 0

(10) Ext, (P, Q) ®, Tor* (P, M) - Tor* (Q, M),
correspondant a des applications k-bilinéaires
(11) cp.om - Exty (P, Q) x Tor2 (P, M) » TorA_ (Q, M) ;

I'image du couple (a, ¥) par cp o, S'appelle produit de composition de o et v et se note
Aoy,

Par construction, o o v s’obtient comme suit : on représente o par un morphisme
de complexes f : L(P) — L(Q) (— n), y par un élément z e Z (L(P) ® , L(M)), et
o ® v estlaclasse del’élément

(f ® 1D (@ eZ,UQ (- n) @, LM)) = Z,_(L(Q) ®, LM)).

Par exemple, si o € Hom, (P, Q), alors ooy = Tor (, 1) (7).

Remarques. — 1) Si on utilise les isomorphismes { de X, p. 69, on peut aussi
définir le produit de composition par le diagramme commutatif



NO 7 PRODUIT DE COMPOSITION A X.129

Ext} (P, Q) x Torh (P, M) —=*— Tor4_, (Q, M)
pq X \IJP(M)L ) l“'Q(M)

H" (Homgr, (L(P), L(Q))) x H,(L(P) ®, M) — H,_(L(Q) ®, M) ;

en d’autres termes, on représente o par un morphisme f de L(P) dans L(Q) (- n),
yparuncyclex e L, (P) ® , M, eta o yestlaclasseducycle

(fn®1lWw®eL, (Q @M.

2) On peut aussi utiliser les résolutions I(P) et 1(Q).

De méme, si N est un deuxieme A-module a gauche, on définit un produit de
composition (u, y) — p o y noté

Cpoun: Exty (M, N) x Tor2 (P, M) - Tor2_, (P, N)
par le diagramme commutatif
Ext, (M, N) x Tor? (P, M) —* » TorA_, (P, N)
(12) 1 x op,M.,l lcp,u,m_, .
Ext,. (M°, N°) x Tord” (M°, P°) —=, TorA” (N°, P°)

oll ¢ désigne les isomorphismes de commutation (X, p.71).
Si peExty, (M, N) est la classe du morphisme g : L(M) —» L(N) (— r), et si
y e Torh (P, M) est la classe du cycle z = )z, ol z;;€ L(P) ®, L(M), poy est

5J
donc la classe du cycle Y (— 1)" (1 ® g) (z,).
ij
On peut aussi représenter v par uncycley e P ® L, (M), et po v est la classe du
cycle(1 ® 9) () eP ® L,,_,(M).

i

ProposiTioN 6. — Soient K, M, N des A-modules a gauche, P, Q, R des A-modules
a droite,

ae Ext} (P, Q), BeExt}(Q, R), L e Ext} (K, M), ueExt{ (M, N), y e Tor2 (P, K).
Alors

(13) Booyoy =Po(aoy) dans Tord , ,(R,K),
(14) (HoM)oy = po(hoy) dans Tory_, ,(P,N),
(15) do(hoy)=(— 1)"Aho(atoy) dans Torf:_p_, (Q. M).

Les formules (13) et (14) résultent aussitoét des définitions. Démontrons (15).
Soient z = Y z;;, z;;€ Ly(P) ® L;(K) un cycle représentant vy, f : L(P) - L(Q) (—n)
et g : L(K) » L(M) (— r) des morphismes représentant « et A. Alors Ao (xo7Y)
estlaclassede) (— )" (f ® g) (z;) etao (hoy)estlaclassede

YD ®9)(zy), dou(s).
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8. Produits de composition et homomorphismes de liaison des produits de torsion

ProprosiTioN 7. — a) Soient
) 0P LPLP 50

une suite exacte de A-modules d droite, 8 € Ext} (P, P’) la classe associée, M un A-
module a gauche. L’homomorphisme de liaison

3,6, M) : Tor? (P", M) - Tor?_, (P', M) est ’application y+—>8o7y.
b) Soient
(6,) 0-M->M->M >0

une suite exacte de A-modules d gauche, 9, € Extl (M", M') la classe associée, P un A-
module d droite. L"homomorphisme de liaison

5,(P, &) : Tor® (P, M") —» Tor2_, (P, M') est ’application y— 0,07 .
Soit y € Tor® (P, M) la classe d’un cycle z’e Z,(L(P") ®, L(M)), et soit

0P —L Py p_sy

b b

LI(P”) i> LO(P”) ﬂ, P’ — 0

un diagramme commutatif. On notera p’ : L(P') —» P’ et p” : L(P") — P” les mor-
phismes de complexes canoniques. Par définition, 8(y) € Tor?_, (P’, M) s’obtient
commesuit : onchoisitxe P @ L, (M) telque(g @ 1) (x) = (p" ® 1) (z”) et 6(y) est
laclassedescyclesz' € Z,_ ;(L(P") ® L(M)) tels que

e ehiE)=01084d)(x.
Pour0 < i/ < n,notons z; la composante de z” dans L{P") ® L,_,(M) ;ona

0=Dz"=3d®1+(-1)®d.)E),

done (d, @ N(z)) =(- D'® a;,,_iﬂ(z;.’_l) et en particulier
deDED =-1®4,() .
Choisissons alors x = (u, ® 1) (z;) : on a bien
DX =@ Dz; =" @ D).
Comme

(1@ d) ()

e ®D(1®d)(zp) = — U ® D d @ D (z]
— (@D D),
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il en résulte que d(y) est la classe des cycles z' e Z, _ (L(P") ® , L(M)) tels que
PR (E)Y= — (uy ® 1) (z]). Mais, par définition, la classe 6 correspond par
I'isomorphisme Ext} (P”, P') > H'(Homgr, (L(P"), P")) 4 la classe du morphisme
S 1 L(P") (1) — P’ défini par — u,, et le produit 0 o v est la classe des cycles

7eZ, ,(LP) @, LM) telsque p®DE) = /()= -, ® (),

ce qui acheve la démonstration de «). L'assertion b) se déduit de a) par les isomor-
phismes de commutation.

COROLLAIRE |. — Soient 0 > P' = P — P” = 0 une suite exacte de A-modules @
droite, 0 > M’ > M > M’ — 0 une suite exacte de A-modules a gauche. Alors les
homomorphismes composés d’homomorphismes de liaison :

Tor? (P", M") - TorA_, (P, M) - Tor_, (', M)
et
TorA (P, M") = Tor® , (P', M") - Tor*_, (P’, M')

sont 0pposés.

En effet, si 0 et 6, sont les classes associées aux suites exactes données, et si
y € Tor? (P”, M"), les images de y sont respectivement 8o (8, 0v) et 8, 0 (Bo7),
donc sont opposées d’apres la prop. 6.

Reprenons les notations de X, p. 127 et considérons la suite (&) de A-modules
a gauche et les homomorphismes de liaison associés aux suites exactes (9)

TorA (P, K,_,) » Tor2_, (P, K);
on en déduit par composition des homomorphismes de liaison itérés
Su(P, &) : Tor2 (P, M) - Tora_, (P, N).

Alorsd’aprésla prop. 7 et laprop. 3de X, p. 118 :

COROLLAIRE 2. — Si 0 € Ext} (M, N) est la classe associée d la suite exacte (&),
ona é,(P, #) () = 0 oo pour tout o € Tor2 (P, M).

COROLLAIRE 3. — Si tous les modules R,, i = 1,...,n, sont plats, I’application
ot 0o adeTord, , (P, M)dans TorA (P, N) est bijective pour tout A-module a droite

P et tout entier m > 0.
Cela résulte du cor. 2 et des suites exactes

Tormsp-is1 (P, Ri)_’Tor:+n—i+1((P’ K0 = Torpp-; (P, Ki)\—’ Torpsp-; (P, R

ol les termes extrémes sont nuls par hypothése.
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De méme, si
) 0-Q-8,-»5,_,—-..-8 -P-0

est une suite exacte de A-modules a droite, et M un A-module a gauche, on définit des
homomorphismes de liaison itérés

™S, M) Torﬁ (P, M) - Torﬁ_,l Q, M)
etona:

COROLLAIRE 4. — Si 0, € Ext} (P, Q) est la classe associée a la suite exacte (&),
on a ML, M) (3) = 0, oo pour tout o e Tory (P, M).

9. Calcul des produits de composition par décalage de résolutions
Soient

(16) 0-M+LK,-K,_;—»...oK, 5M -0

une suite exacte de A-modules & gauche et 6 € Ext} (M’, M) la classe associée.
Soit a : (R, d) = M une résolution gauche de M ; on a donc une suite exacte

d d
-R,5HR,_;»..HR,=2M-0.

et par transiation de » (X, p. 26) une suite exacte

(17) - R, R, S RO M 0,
On déduit de (16) et (17) une suite exacte

_nn —1)” — 1) fo
__)Rk;)dk} Rk_l_)“‘ (—1)7d, R()( Y foa, Kn—’Kn—l_)"'_)K1_’M/'—’0

d’ol une résolution R’ de M’; notons ¢ : R” — R(— n) le morphisme tel que
¢, = lg,_, pour k > n.
Si N est un A-module a gauche et P un A-module & droite, on a donc des homo-
morphismes )
H(l; ® 9) : HP @, R) » HP @, R) (= n)

H(Homgr, (¢, 1)) : H(Homer, (R, N)) (n) » H(Homgr, (R’, N)).

Soit k un entier.

PROPOSITION 8. — a) Le diagramme suivant, ot hy(o) = 6 o o, est commutatif

Tor,, (P, M’y ———» TorA(P, M)

YyenlPs R')‘l (P, Ry

Hy ol ® @)
H,. (P ®, R) =029 1P ®, R)
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b) Le diagramme suivant, oi 84(B) = P o 0, est commutatif

H¥(Homgr, (R, N)) 2—tomex @ D), HitnHomgr, (R', N))

OX(R, N)‘ id‘”(R". Ny
Ext& (M, N) ~ Ext:*" (M', N) .

Soit o : L(M) — R un morphisme de complexes telquea o & = p,, et soit

LM)—L,_M)— ... —LM)—> M —0

4 V)

0—M—L +K, —> . — K, —> M —0

un diagramme commutatif ; choisissons un homomorphisme v, : L,(M") — Ly(M)
tel que pyov, = (— )" u,; d’aprés X, p. 47, prop. 1, a), v, se prolonge en un mor-
phisme de complexes v : L(M") — L(M) (— n), et 0 est 'image par l’iso'morphisme
canonique H(Homgr,, (L(M"), L(M))} = Ext} (M', M) de la classe de v (X, p. 117,
remarque 1). On définit un morphisme de complexes B : L(M') - R’ par B, = u,
pourp <n-— 1,8, =0, ,0v,pourp > n,etona

@of=a(=nov.

D’autre part, par définition des applications ¢ et y, on a

VP, R) = Hy(pp ® %), ¢"(R, N) = H(Homgr, (%, ey)) ,
VeenlPsR) = Hy, (pp ® B),  ¢*"(R’, N) = H**"(Homgr, (B, ey)) -

Enfin, par définition du produit de composition, on a
hy = H{l 5, ®v). 3, = HHomgr, (v, 1;))-
Par conséquent, on a les égalités
Ui(P, R)ohy = Hy(pp ® ) o Hi(1ppy ® 0) = Hy(pe ® (20 0)) = Hiy o(pp ® (90 B))
= Heenl ® )0 Hipn(P2B) = Hican(1 ® )0 U n(P, R,

d’ou a); la démonstration de b) est analogue.

- Remarque. — Par les isomorphismes de commutation, on déduit de a) un énoncé
analogue dans le cas d’une suite exacte (16) de A-modules a droite.

Soit maintenant b : M’ — E’ une résolution droite de M’ ; on a donc une suite
exacte

o o
0> M L EO, Bt o - E*E Rt
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d’oll une suite exacte

1y be , — 1y 80 ,
0—>M1>Kn—>Kn_l—>_‘_—->K1( Dbley, pro =8 g1

correspondant a une résolution droite E de M ; notons ¢ : E'(n) - E le morphisme
tel que o* = 1px-. pour & > n. On a donc des homomorphismes

H(Homgr, (ly, 0)) : H(Homgr, (N, E) () — H(Homgr, (N, E)).
PROPOSITION 9. — Le diugramme suivant, ou yo(o) = 8 oo, est commutatif

H*""(Homgr,(1x. o))

HYHomgr, (N, E") H*""(Homgr, (N, E))
OH(N, E')l ' lcp“"(N, E)

Extk (N, M) T > Extt*" (N, M) .

Cela se démontre de fagon analogue a la prop. 8.

§ 8. DIMENSION HOMOLOGIQUE

Dans ce paragraphe, on reprend les conventions du § 5.

1. Dimension projective d’un module

DEFINITION . — Soit M un A-module. On appelle dimension projective de M, et
on note dp,(M) la borne inférieure dans Z des longueurs des résolutions projectives
de M (X, p. 48).

On a donc dpa(0) = — o0, dpa(M) =0 si M # 0. Pour que M soit projectif, il
faut et il suffit que dp.(M) < 0.

Lemme 1. — Si dpa(M) < n < + x, on a Exty (M, N} =0 pour tour A-module N
et Tor? (P, M) = 0 pour tout A-module d droite P.

Cela résulte aussitot du fait que M posséde une résolution projective de longueur
< netdeX, p. 100, th. 1.

ProposiTION 1. — Soient M un A-module et n un entier 2= 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) dpa(M) < 7 (i.e. (déf. 1), M posséde une résolution projective de longueur < n);
(i) Ext; (M, N) = O pour tout A-module N et tout entier r > n;
(iii) Exti*! (M, N) = 0 pour tout A-module N ;
(iv) pour toute suite exacte
0-K-P,_,->..oP,>M-0

oit les P; sont projectifs, K est projectif.
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(1) = (ii) : cela résulte du lemme 1.
(i) = (iii) : c’est trivial.
(iii) = (iv) : dans la situation de (iv), on a pour tout A-module N un isomorphisme
de Ext} (K, N)sur Ext;™* (M, N) (X, p. 128, cor. 4) ; si (iii) est satisfait, on a

Extl (K, N) = 0

pour tout N et K est projectif (X, p. 93, prop. 10).
(iv) = (1) : considérons la suite exacte (X, p. 50)

0-Z,_M)-L,_M->..oLM)-M-0.
Si (iv) est satisfait, Z,_ (M) est projectif et M possede une résolution projective de

longueur < n.

COROLLAIRE 1. — Soit (M,), . g une famille de A-modules. On a

dpa (@ M,;) = sup dpa(M,) .

ieE ieE

Cela résulte de I'équivalence des conditions (i) et (iii) de la prop. 1, et de la prop. 7
de X, p. 89.

Dans l'énoncé suivant, on convient que + «« + 1 = + © — | = + .

COROLLAIRE 2. — Soit
0-M->M->-M -0

une suite exacte de A-modules.

a) Ona dpa(M) < sup (dpa(M"), dpa(M").
Légalité a lieu dés que dpa(M”) # dpa(M") + 1.

b) On a dpa(M") < sup (dpa(M), dpa(M') + 1).
L’égalité a lieu dés que dp,(M) # dp,(M") . |

¢) Onu dpa(M’) < sup (dpa(M), dpa(M”) — 1).

Légalité a lieu dés que dpa(M) # dps(M") .

Démontrons par exemple a), les démonstrations de b) et ¢) étant analogues.
SiN est un A-module quelconque et 7 un entier > 0, on a une suite exacte

Ext™ ! (M", N) - Ext"*! (M, N) > Ext"*! (M’, N) > Ext’"? (M", N)
- Ext*? (M, N).

Si dp,(M"), dpo,(M") € n, alors Exti*! (M’, N) =0 et Ext}*! (M”, N) =0 (prop. 1)
donc Exti*! (M, N) = 0 et dp,(M) < n (prop. 1), de sorte que

dpa(M) < sup (dpa(M"), dps(M")).
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Si dpa(M) < sup (dpa(M’), dpa(M")), alors nécessairement dp,(M) < + co. Pour
tout n > dp,(M), et tout A-module N, on a

Ext’*! (M/, N) # 0 < Ext7*2(M", N) # 0,

d’aprés la suite exacte précédente; d’apreés la prop. 1, cela implique aussitdt
dpa(M") = dps(M’) + 1, puisque ['une des quantités dps(M’), dpa(M") est
> dpa(M).

Exemple. — Soit a un élément de A qui n’est ni inversible, ni diviseur de zéro a droite.
Alors dp,(A/Aa) = 1.

En effet, d’aprés la suite exacte 0 > A, & A, - A/Aa — 0, ol ¢(x) = xa, on a
dpa(A/Aa) < 1. Si dpa(A/Aa) < 1, alors A/Aa est projectif, et il existe une appli-
cation A-linéaire  : A, — A, telle que Y o ¢ = 1d; cela implique -

L= ¥(o(1)) = W(@) = a.y(b)

et a est inversible.

PROPOSITION 2. — Supposons A nethérien a gauche. Soient M un A-module de type
finietnunentier = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dpa(M) < n.

(i bis) M posséde une résolution projective P de longueur < n telle que P; soit un
A-module de type fini pour chaque i.

(iiy Ext; (M, N) = 0 pour tout A-module de type fini N et tout entier r > n.

(ii)) Exti*' (M, N) = 0 pour tout A-module de type fini N. ‘

(iv) Tor% (P, M) = 0 pour tout A-module a droite P et toutr > n.

(v) Tor?, , (A/a, M) = 0 pour tout idéal a droite de type fini a de A.

(i bis) = (i) : c’est trivial.

(1) = (i) : cela résulte du lemme 1.

(i1) = (i) : c’est trivial.

(ifi) = (i) : d’aprés (iii) et X, p. 107, prop. 5, on a Ext}*! (M, N) = 0 pour tout
A-module N, d’ou (i) d’apres la prop. 1.

(i) = (iv) : cela résulte du lemme 1.

(iv) = (v) : c’est trivial.

(v) = (i bis) : soit (L, d) une résolution libre de M telle que L, soit de type fini
pour tout r (X, p. 53, prop. 6). Posons K =Z,_,(L}; alors K est de type fini comme
sous-module de L,_; et on a une suite exacte ‘

1) 0-K-L_,-»L,_,>..oL 2L, ->-M-0.

D’aprés (v) et X, p. 131, cor. 3, on a Tor} (A/a, K) = 0 pour tout idéal & droite
de type fini a de A. D’aprés le th. 2 de X, p. 74, le A-module K est plat; comme
il est de type fini, donc de présentation finie (X, p. 10, prop. 5), il est projectif
(X, p. 13, cor.), donc (1) est une résolution projective de M.
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COROLLARE. — Supposons A nethérien a gauche et soit €, (resp. €) [’ensemble
des classes des A-modules projectifs de type fini (resp. des A-modules de dimension
projective finie et de type fini). Alors [’homomorphisme des groupes de Grothendieck
K(%,) — K(¥) est bijectif.

Cela résulte de X, p. 58, th. 1 (notons que %, et % sont exacts a4 gauche d’apres
le cor. 2).

2. L’homomorphisme Tor® (P, M) — Hom, (Ext., (M, A), P)

Soient M un A-module 4 gauche, P un A-module a droite, » un entier = 0. L’apph-
tion k-bilinéaire (X, p. 129)

Chma, | EXthi (M, A) x Torp (P,M) > P ®, A
correspond 4 une application k-lineaire
) Tor# (P, M) » Hom, (Ext} (M, A), P);

de plus, si 'on munit Ext} (M, A) de la structure de A-module 4 droite provenant
de la structure de bimodule de A, I'image de (2) est formée d’applications A-linéaires,
comme on le vérifie aussitét; on en déduit un k-homomorphisme, dit canonique

3) Tor® (P, M) - Hom, (Ext} (M, A), P).

PROPOSITION 3. — a) Si dp,(M) < n, I"homomorphisme canonique (3) est injectif.
b) Sidps(M) < n, si A est nethérien a gauche et si M est de type fini, I’homomor-
phisme canonique (3) est bijectif.
Raisonnons par récurrence sur #. Sin = 0, M est projectif, ’homomorphisme (3)
se réduit 4 ’homomorphisme canonique P ® , M — Hom, (M*, P)de Il,p. 77, et la
proposition résulte de Joc. cit., corollaire. Sin > 0, soit

G 0-N->L->-M->0

une suite exacte de A-modules ol L est libre (et de type fini dans le cas b)) ; alors
dpa(N) <n—1 (X, p. 135, cor. 2, ¢)) et N est de type fini dans le cas b).

Soit 6 € Ext} (M, N) la classe associée a la suite exacte (4) (X, p. 117, déf. 1).
Notons

u, : Exti™' (N, A) — Ext} (M, A) v, : Tor® (P, M) — Tor2_, (P, N)

les applications définies par u,(¢) = oo Oetv,(f) = 6. Ona
(208) 0B =ao(Bop)
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pour tous o € Ext! (N, A), B e Tor? (P, M) (X, p. 129, prop. 6), de sorte que le
diagramme

Tor? (P, M) —= Hom, (Ext} (M, A), P)
) lun Hom (u,, 1)l
. TOI'"A_ 1 (P’ N) —_ HomA (Eth_ ! (Ns A)a P) s
ol les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques, est commutatif,
Sin = 1, on a ainsi un diagramme commutatif :
0 0
Tor? (P, M) ———— Hom, (Ext; (M, A), P)
lg, Hom (u;, 1)l

PR,N : - Hom, (N*, P)
P®,L » Hom, (L*, P)

oli les colonnes sont exactes ; on en déduit le résultat dans ce cas. Sin = 2, les appli-
cations u, et'v, sont bijectives (X, p. 128, cor. 4 et p. 131, cor. 3). D’aprés I’hypothése
de récurrence, ’homomorphisme canonique

Tor?_, (P, N) » Hom, (Ext;"! (N, A), P)

est injectif (resp. bijectif) ; le diagramme (5) montre qu’il en est de méme de ’'homo-
morphisme canonique Tor? (P, M) - Hom, (Ext% (M, A), P), ce qui achéve la
démonstration.

3. Dimension homologique d’un anneau

DEFINITION 2. — On appelle dimension homologique de A et on note dh(A) la borne
supérieure dans Z de I’ensemble des entiers n pour lesquels il existe deux A-modules M
et N tels que Ext} (M, N) # 0. '

On a dh(0) = — =0, dh(A) =0 si A # 0. On verra ci-dessous que dh(A) =1 si
A est principal et n’est pas un corps, et que, si K est un corps commutatif

dh(K[Xy, ..., X,]) = 7.

PROPOSITION 4. — Soit n un entier = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) dh(A) <.,
(ii) pour tout A-module M, on a dp,(M) < n,
(i1") pour tout A-module M de type fini,ona dp,(M) < n,
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(ii1) pour toute suite exacte

0-K-»P,_,-P,_,—..-P,

ou les P, sont projectifs, K est projectif,
(iv) pour toute suite exacte

Pl . 5I"!TS5N-0

out les 1 sont injectifs, N est injectif,

(v) tout A-module posséde une résolution injective de longueur < n.

L’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) résulte de la prop. 1. On a évidemment
(ii) = (it"). 11 nous suffit donc de prouver (ii’) = (iv) = (v) = (i).

(ii") = (iv) : avec les notations de (iv), soit K lenoyaude I° — 1'. D’aprés X, p. 128,
cor. 4, on a pour tout A-module M un isomorphisme Ext} (M, N) — Ext;*' (M, K);
il résulte alors de (ii’) que Ext, (M, N) est nul pour tout A-module de type fini M.
D’aprés X, p. 93, prop. 11, cela implique que N est injectif, d’ou (iv).

(iv) = (v) : soit M un A-module. Appliquant (iv) a la suite exacte

0->-M-o>I°M) 5 IHM) » ... > I"" (M) > K" '(M) - 0

de X, p. 52, on conclut que K"~ '(M) est injectif, d’ou (v).
(v) = (i) : cela résulte de X, p. 100, th. 1.

Remarques. — 1) Sidh(A)<n < + oo, on a Tor® , (P, M) = 0 pour tout A-
module M et tout A-module a droite P, puisque dp,(M) <7 (¢f. lemme 1).

2) Pour que dh(A) soit finie, il faut et il suffit que dp,(M) soit finie pour tout
A-module M non nul. Cela résulte en effet de ce qui précede et de X, p. 135, cor. 1.

COROLLAIRE. — Supposons A nethérien a gauche et soit n un entier > 0. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) dh(A) < n,

(i) pour tout couple de A-modules M et N de type fini, on a Ext}*! (M, N) =0,

(iii) pour tout A-module a gauche M de type fini et tout A-module a droite P de
type fini, on a Tory,, (P, M) = 0.

Cela résulte des prop. 2 et 4.
Remarque. — D’apres ’équivalence de (i) et (iii), on a dh(A) = dh(A°) si A est
ncethérien a droite et a gauche. Cette égalité n’est pas satisfaite en général (X, p. 204,
exercice 20).

PROPOSITION 5. — Supposons A nethérien a gauche et de dimension homologique
finie et soit €, (resp. €) ’ensemble des classes de A-modules projectifs de type fini
(resp. des A-modules de type fini). Alors I’homomorphisme canbnique des groupes de
Grothendieck K(%,) — K(¥) est bijectif.

Cela résulte de X, p. 137, cor.
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4. Anneaux de dimension homologique 0

PROPOSITION 6. — Les conditions suivantes sont équivalenies .

(i) tout A-module est projectif,

(ii) tout A-module est injectif,

(ii1) tout idéal de A est un module injectif,

(iv) dh(A) < 0

(V) A est semi-simple,

(vi) A est nathérien et tout A-module est plat,

(vii) tout complexe de A-modules est scindé,

(viii) foute suite exacte de A-modules est scindée.

D’aprés la prop. 4, on a (i) < (ii) < (iv); d’aprés le cor. 1 ala prop. 4, on a
(vi) = (iv). D’aprés X, p. 35, exemple 4, on a (i) = (vii); comme (ii) = (iii) et
(vii) = (viii) sont triviales et que (viii) = (i) résulte de II, p. 39, prop. 4, il reste
a prouver (iii) = (v) et (v) = (vi); la derniére assertion résulte de VIIIL, § 5, n° 1,
prop. 1 et 2; enfin si tout idéal de A est injectif, il est facteur direct dans A, d'ou

(iii) = (v).

5. Anneaux de dimension homologique 1

PROPOSITION 7. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
@ dh(A) < 1
(ii) tout sous-module d’un module projectif est projectif,
(i) tout idéal de A est projectif,
(iii) tout quotient d’un A-module injectif est injectif,
(iv) pour tout complexe prOJectzf C, il existe un homologisme ¢ : C —» H(C) tel

que H(®) = lyq),
(v) pour tout complexe mjectzf C, il existe un homologisme { : H(C) — C tel

que H(V) = .

(i) = (i) <> (iii) : cela résulte de la prop. 4 de X, p. 138.

(ii) = (iv) : soit C un complexe projectif. Si (ii) est vérifié, le sous-module B(C)
de C est projectif, d’ou (iv) d’aprés X, p. 35, remarque b).

(iii) = (v) : soit C un complexe injectif. Si (iii) est vérifié, le quotient B,(C)de C, . ;
estinjectif pourtoutn,d’oli(v)d’apres X, p. 35, remarque ).

(iv) = (ii) : soient P un A-module projectif, M un sous-module de P, : M —» P
I'injection canonique. Soit p : L - M un homomorphisme surjectif d’'un module
libre L sur M. Considérons le complexe projectif Ctel que C; =L, Cy; =P, C,; =0
pour i # 0, I, d; = iop. Si (iv) est satisfait, soit ¢ : C - H(C) un homologisme
tel que H(p) = 1y, Comme Hl(C) Ker p, ¢, est un projecteur de L sur Ker p,
donc la suite exacte '

0->Kerp—->LBHM-0
est scindée et M est isomorphe a un facteur direct de L, donc est projectif.
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(v) = (iii) : soient I un module injectif, M un quotient de 1, © : 1 - M la projection
canonique. Soiti : M — J un homomorphisme injectif de M dans un module injectif
J. Considérons le complexe injectif C tel que C° = 1, C! = J, C' = O pouri # 0, 1,
d®=iom. Si(v) est satisfait, soit ¢ : H(C) —» C un homologisme tel que H({) = I ).
Comme '

H'(C) = Coker i,

V! est une section de la projection canonique J — Coker i, et M est facteur direct
dans J, donc injectif.

(ii) = (i) : C’est trivial.

(ii") = (ii) : cela résulte de VII, § 3, cor. 1 au th. 1.

Exemple. — Si A est principal, alors dh(A) < 1.

Remarque. — Si A est (commutatif) intégre, les conditions précédentes équivalent aussi aux
suivantes :
(iii") : tout A-module divisible est injectif,
(vi) : tout A-module sans torsion est plat et A est ncethérien.
Les anneaux intégres vérifiant ces conditions sont appelés anneaux de Dedekind (¢f. X, p. 204,
exercice 12 et AC, VII, §2, n° 2, th. I).

COROLLAIRE. — Soient A un anneau de dimension homologique < 1, C un complexe
de A-modules projectifs, C un complexe de A-modules a droite projectifs, C' un
complexe de A-modules injectifs, P un A-module d droite, M un A-module d gauche,
n un entier. On a alors des suites exactes scindées

0- @ H©®,HO0LHC®,0 > @  Tort(H,Q),H©C)~0,

ptq=n ptg=n—1
0 — [ Ext} (H,(C), H*"»~1(C") & H*(Homgr, (C, C))
p
2 H HomgrA (Hp(c)i Hn'p(cf)) -0 s
14
0-P®,H,C »H,P®,C > Tor?(P,H,_(C)—-0,
0 - Extl (H,_,(C), M) & H"(Homgr, (C, M)) & Hom, (H,(C), M) > 0 .
Puisque Z(C), B(C), Z(C) et B(C) sont projectifs et B(C") injectif, cela résulte

de X, p. 78, cor. 2, p. 96, cor. 1 et p. 98, cor. 2.

6. Dimension homologique des anneaux de polyndomes

Lemme 2. — Soient p : A > A" un homomorphisme d’anneaux, M un A-module,
M’ un A'-module. Si le A-module A} est plat, on a dp,(A’ @, M) < dp,(M). Si
le A-module A} est projectif, on a dp,(M’) < dp,(M").
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La premiére assertion est claire si dp,(M) = + 20 ; si dpa(M) =ne N, il existe
une suite exacte de A-modules

0-P,—-P,_,—-...oP,-M=0
ol les P, sont projectifs ; la suite de A’-modules
0-A@,P, oA @,P,_,»... oA Q@P,-AR,M—-0

est exacte, puisque A; est plat, et les A’-modules A’ ®, P, sont projectifs (11, p. 89,
cor.}; donc dps(A' ®, M) < n = dps(M). La seconde assertion est claire si
dpa (M) = + o0 ; si dpa (M) = me N, il existe une suite exacte de A’-modules

0-P, ->P,_,—>..oPb->M->0,

ol les P; sont projectifs ; la suite des A-modules sous-jacents est exacte. D’autre part

chaque P; est un sous-A’-module facteur direct d’'un module A!®, donc est un A-
module projectif; on a donc dp,(M") < m = dps.(M’).
Lemme 3. — Supposons A commutatif et soit M un A[X]-module.

a) On a dpaM) < dpax(M) < dpa(M) + L.

b) Si ’homothétie Xy est injective, on a dp,(M/XM) < dpyx(M).

c) Si XM =0, on a dpa(M) + | = dpax;(M).

a) On a une suite exacte de A[X]-modules (111, p. 106 et VII, § 5, n° 1)

0-AX] @, M- AX] @, M > M- 0;

I’assertion a) résulte alors de X, p. 135, cor. 2 et du lemme 2.

b) Si dpax;(M) = + oo, l'assertion est triviale. Si M est projectif et non nul,
alors le A-module M/XM s’identifie & A ®,x; M, donc est projectif, et on a
dpaM/XM) < 0 = dp,x(M). Raisonnons par récurrence sur dpaix (M) = n,
supposé > 0. Considérons une suite exacte de A[X]-modules0 - N - L - M — 0,
ol L est un A[X]-module libre; appliquant au diagramme

00— N-—L—M —0
le XLl le
0 —N—-L-—M —0
la prop. 2 de X, p. 4, on voit que Xy est injectif et qu'on a la suite exacte
0 - N/XN - L/XL - M/XM - 0.
Comme L est libre sur A[X], L/XL est libre sur A et 'on a
dpaxi(N) = n — 1, dpa(M/XM) < 1 + dpa(N/XN) ;

comme dps(N/XN) < n—1 d’aprés ['hypothése de récurrence, on en tire
dpa(M/XM) < n, ce qu’il fallait démontrer.
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impossible puisque XM = 0). On peut donc supposer dpax;(M) = n > 0. Considé-
rant comme ci-dessus une suite exacte 0 > N - L - M — 0, ou L est un A[X]-
module libre, on obtient une suite exacte de A-modules

“¢) L’assertion est triviale si dpaxi(M) = £ %, et aussi si dpax (M) = 0 (qui est

0> M->NXN-LXL->M-0.

D’aprés b6), on a dpu(N/XN) < dpax(N) = dpagg(M) —1=n—1; comme
dpA(L/XL) = 0, on déduit de la suite exacte précédente, en appliquant deux fois X,
p. 135, cor. 2, que dp,(M) < n— 1. Mais, d’aprés ), on a

dpaM) = dpaxM) =1 =n—-1,

d’ou ¢).

THEOREME 1. — Supposons A commutatif. Alors
dh(A[X]) = dh(A) + 1.
Pour tout A[X]-module M, on a (/enme 3)

dpaxi(M) < dps(M) + 1 < dh(A) + |

donc dh(A[X]) < dh(A) + 1 ; inversement, si M est un A-module, soit M le A[X]-
module obtenu en munissant M de la structure pour laquelle XM = 0, alors (lemme 3)

dpa(M) = dpap;(M) — 1 < dh(A[X]) - 1,

donc dh(A) < dh(A[X]) — 1.

COROLLARE 1. — Supposons A commutatif. On a
dh(A[X, ..., X,]).= dh(A) + n.
Cela résulte du théoréme par récurrence sur .

COROLLARE 2. — Soit K un corps commutatif (resp. un anneau principal * ou de
Dedekind , qui n'est pas un corps). Alors dh(K[X, ..., X,]) est égal a n (resp. n + 1).
Cela résulte de ce que dh(K) = 0 (resp. dh(K) = 1).

7. Dimension homologique des modules gradués

Dans ce numéro, on suppose que A est un anneau gradué i degrés > 0. On note
(A,), .z sa graduation; on a donc A, = 0 pour n < 0, A, est un sous-anneau de A,
Jo = @ A, estunidéal bilatére de A et 'anneau gradué quotient A/J, s’identifie a
Ay ™70
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Lemme 4. — Soit M un A-module gradué borné inférieurement (X, p. 56). Si
Ay ®, M =0, alors M = 0.
Comme A, ®, M est isomorphe & M/J, M, ce n’est autre que 11, p. 171, prop. 6.

Lemme 5. — Soit M un A-module gradué borné inférieurement, et soit
s:A®AOM/JOM—>M
un A-homomorphisme gradué tel que 1 ® o5 : Ay @, (A ®a, MIoM) > A, @4 M
soit I isomorphisme canonique. Alors s est surjectif. Si Tor} (Ay M) = 0, s est bijectif.
On a une suite exacte

0—+Kers—+A®ADMJ(,M%M—>C0kers—->0

et les A-modules gradués Ker s et Coker s sont bornés inférieurement. De la suite
exacte Ay ®, (A ®, M/Jp M) 185 A, ®, M — A, ®, Coker s — 0, on déduit
que A, ®, Coker s = 0, donc s est surjectif (lemme 4). On a alors une suite exacte

Tor} (Ag: M) » Ag ®, Kers = Ay ®, (A ®, MIJ,M)1ES A @, M.

Si Tor? (Ay, M) = 0, alors A, ®, Ker s = 0 et s est injectif (lemme 4).

ProposITION 8. — Soit M un A-module gradué borné inférieurement.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est isomorphe a un A-module gradué de la forme A ® A N, o N est un A,-
module gradué projectif (resp. gradué libre) ;

(ii)) M est un A-module projectif (resp. gradué libre) ;

(i) M/J, M est un A -module projectif (resp. gradué libre) et Tort (A,, M) = 0.

b) Supposons de plus que M ait un systeme générateur formé d’éléments homogénes
de degrés bornés. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
(1) Le A-module gradué M posséde une suite de composition finie dont les quotients
sont isomorphes a des A-modules gradués de la forme A ® ., N, oit N est un Ay
module gradué plat ;

(ii) M est un A-module plat ;

(iii) M/}, M est un A,-module plat et Tor} (Ay, M) = 0.

Dans chacun des deux cas, on a évidemment (i) = (ii) = (iii). Il s’agit donc de
démontrer (iii) = (i). ‘

a) Le A-module gradué¢ A ® ,, M/J, M est un A-module projectif puisque M/J, M
estun A,-module projectif. L’homomorphisme canonique de A-modules

p M->M/IJj,M
est surjectif; il existe donc un A-homomorphisme gradué de degré zéro
SIAQ@,,MI,M->M
telqueposia ® x) = axpourae Aetxe M/J, M.
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D’aprés le lemme 5, s est un isomorphisme de A-modulesde A ® ., M/J; M sur M,
d’ou (i).

b) D’aprés 'hypothése sur M, il existe des entiers a, b avec a < b tels que M soit
engendré par @ M, Raisonnons par récurrence sur ’entier positif b — a.

a<i<h
Sib — a = 0, alors M est engendré par M, et le A,-homomorphisme canonique
M, = M/J; M est bijectif ; on déduit alors du A-homomorphisme A ®, M, - M

défini par la structure de A-module de M un A-homomorphisme gradué
sAQ@Q MIM->M

satisfaisant a la condition du lemme 5. Alors, d’apres le lemme 5, s est bijectif, d’ou (i).
Dans le cas général, soient M le sous-A-module (gradué) de M engendré par M,
et M’ [e quotient M/M!. On a une suite exacte

0->MYIASMEM -0,
d’ol, puisque Tor{ (Ao, M) = 0 par hypothése, des suites exactes

(6) Tor? (A M) — Tor® (Ag, M@) — 0
(M 0 Tor? (Ay, M) » M@/J, M@ 284 My M L84 My M - 0.

Mais I'homomorphisme canonique M, —» M“/J, M@ est bijectif. 11 s’ensuit que
I'homomorphisme 1 ® f : M“W/J, M@ — M/J, M est injectif et que son image est
un sous-A -module facteur direct de M/J, M. I1résulte alors de la suite exacte (7) que
Tor? (Ag, M') = 0 et que le A,-module M'/J, M’ est plat puisque isomorphe 4 v 1
facteur direct de M/J, M. D’aprés 'hypothése de récurrence (qui s’applique a M’
puisque celui-ci est engendré par les M" pour @ < i < b), M’ satisfait a la condi-
tion (i), donc est plat. On déduit alors de la suite exacte (6) que Torf (Ay, M@) = 0,
mais M“/J; M g’identifie & M, qui est un A,-module plat (comme sous-module
facteur direct de M/J, M); d’aprés ce qu’on a déja démontré, le A-module gradué
M@ est isomorphed A ® ,, M,, donc satisfait aussi a (i), ce qui achéve la démonstra-
tion.

COROLLAIRE 1. — Soit M un A-module gradué de type fini. Sile A -module M/], M
est projectif (resp. gradué libre, resp. plat) et si Tors (Ay, M) = 0, alors le A-module
M est projectif (resp. gradué libre, resp. plat).

COROLLAIRE 2. — Supposons que tout A,-module projectif soit libre (resp. que A
soit neethérien et que tout Agy-module projectif de type fini soit libre). Soit M un
A-module gradué borné inférieurement (resp. un A-module gradué de type fini) et
soit n un entier =0 tel que dps(M) < n. Il existe une suite exacte de A-modules
gradués et d’homomorphismes gradués de degré 0

0-L,-L,_,-...oL,>M->0
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ou les L; sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. gradués libres et de type
fini).
En effet, il existe (X, p. 56, prop. 11) une suite exacte de A-modules gradués et
d’homomorphismes de degré 0
0-L,-L,_,—-..oL,-M->0

ou les L, sont bornés inférieurement (resp. de type fini) pour 0 < i < n et gradués
libres pour 0 < i < n — 1.

Comme dps(M) < n, le A-module L, est projectif; donc A, ®4 L, est un
Ay-module projectif, donc gradué libre; comme L, est borné inférieurement et
A, ®a L, gradué libre, L, est gradué libre (prop. 7).

COROLLAIRE 3 (Théoréme des syzygies de Hilbert). — Supposons que Aq soit un
corps commutatif et que A soit engendré comme Agy-algébre par n éléments homo-
genes de degrés > 0 algébriquement indépendants. Pour tout A-module gradué M
borné inférieurement (resp. de type fini), il existe une suite exacte de A-modules
gradués et d’homomorphismes gradués de degrés 0

0-L,-L_,-..oL,>M-0,

ou les L; sont gradués libres et bornés inférieurement (resp. et de type fini).
En effet, dh(A) = n d’aprés le théoréme 1 de X, p. 143, et on applique le cor. 2.

Remargue. — Le cor. 2 s’applique également aux cas suivants :
a) A, est principal et A = A[X,, ..., X,_,];
h) * A, est neethérien local régulier de dimension r et A = AJ[X,..... X, ,] .

COROLLAIRE 4. — Supposons A, semi-simple. Soient M un A-module gradué borné
inférieurement et n un entier = 0. Pour que dpa(M) < n, il faut et il suffit que
Tor?, | (Ay, M) = 0.

Si dpo,(M) < n, alors Tor?, | (Ag, M) = 0 (X, p. 135, lemme 1). Inversement, soit
0-K-L,_,—-. —-L; »L,—> M - 0unesuite exacte de A-modules gradués
bornés inférieurement telle que Lo, ..., L, _ ; soient gradués libres (X, p. 56, prop. 11);
d’aprés le cor. 3 de X, p. 131, Iégalité Tor?,, (Ay, M) = 0 implique
Torf (Ag, K) = 0; comme K/J, K est un Aj,-module projectif puisque A, est
semi-simple (X, p. 140, prop. 6), K est projectif d’apres la prop. 8 (X, p. 144), et
dp,(M) < n.

COROLLAIRE 5. — Supposons ['anneau A, semi-simple. Si Tor? | (A, A,) = 0,
on a dp,(M) < n pour tout A-module gradué borné inférieurement.

Notons A° 'anneau gradué opposé 4 A : ona (A%), = (Ay)°, donc (A°), est semi-
simple (VIIL, § 5, n° 1, remarque 3). Comme Tor?, ; (A5, A3) = 0,onadp, (A,) < 7
d’aprés le cor. 4 : cela implique Tor?. ; (Mg, Aj) = 0 pour tout A-module M, donc
Torf, 1 (Ay, M) = 0 et on applique le cor. 4.
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§ 9. COMPLEXES DE KOSZUL

Dans ce paragraphe, tous les anneaux considérés sont commutatifs.

1. Les complexes K(u), K.(«, C), K’ (4, C)

Soient A un anneau, L un A-module, # : L — A une forme linéaire, et A(L)
I’algébre extérieure du A-module L. Pour x € A(L), notons d,(x) le produit intérieur
xwu (II1, p. 161, exemple). D’apres loc. cit., p. 162, formule (60), on a

(D) dleg A one)= > (=D ule)e, Ao A_i Ay Al A e,
i1

pour ey, ..., e, dans L. D’aprés III, p. 164 et 165, I’application d, : A(L) — A(L) est
une antidérivation de degré (— 1) et de carré nul. C’est I'unique antidérivation de la
A-algébre A(L) qui prolonge u : A'(L) » A°(L).

DEFINITION 1. — Le complexe (N(L), d,) se note KA(u) ou K(u).

On prendra garde que K, (1) = A*L) = K™"(). 1 est clair que K(u) est nul a
droite et que Hy(K(u)) = Coker (u) = A/g ou q est I'idéal »(L) de A.

Pour tout complexe de A-modules C, on pose

K&u, C) = C®, KA ), K (4, C) = Homgr,(K*(u), C) .
H2(x, C) = H(C ®, KA(w)) Hi(u, ©) = H(Homgr,(K*(u), C)) ,
H2u, C) = H,(C ® , K*(w)), H', (4, C) = H'(Homgr,(K*(u), C)) .

On a donc des homomorphismeé canoniques de A-modules (X, p. 62 et p. 82)

Yo : Ho(O) ®4 Alg — Hi(, O),
A% : HS(u, C) » Hom,(A/q, H°(C)) .

Lemme 1. — Si le complexe C est nul ¢ droite (resp. @ gauche), alors K*u, C)
(resp. Ki(u, ©)) est nul a droite (resp. a gauche), et y, (resp. A°) est bijectif.
Cela résulte de X, p. 62, prop. 1 et p. 82, prop. L.

ProposITION 1. — Soitx € L;notons R, : y — x A ylamultiplication a gauche par x
dans I'algébre N(L). Alors d,o R, + R, o d, = u(x). 150y = u(X)aw)-

En effet d,oR, + R,0d)}(y) =d(x A ¥) + x A d(y); puisque d, est une
antidérivation, d,(x A ») + x A d(y) = dx) A ¥y = u(x).y.
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COROLLAIRE 1. — Si u est surjectif, K(u) est homotope a zéro (X, p. 34) uinsi que
K2(u, C) et K (u, C) pour tout complexe C.

En effet, il existe x € L tel que u(x) = 1. Alors K(u) est homotope a zéro d’apres
la prop. 1, donc aussi K%(u, C) (X, p. 64, prop. 3) et Ki(u, C) (X, p. 83, prop. 3).

COROLLAIRE 2. — Soient C un complexe, Ann (C) son annulateur. Alors q + Ann (C)
annule H(u, C) et Hy(u, C).

Pour tout A € g, ’homothétie A, est homotope a zéro d’aprés la proposition, donc
aussi 1¢ ® kg et Homgr (hky, 1) d’apres X, p. 64, prop. 3 et X, p. 83, prop. 3;
il s’ensuit que A annule H.(u, C) et H'(w, C). Si A € Ann (C), alors 1y, ® Ac et
Homgr (1, Ac) sont nuls.

Supposons L projectif (resp. K(u) acyclique en degrés > 0). Alors le complexe A(L)
est projectif d’apres 111, p. 87, cor. 2 (resp. est une résolution de A/q); d’aprés X,
p. 102 (resp. p. 100), on a donc, pour tout A-module M, des homomorphismes

@ H}(u, M) > Tor* (A/a, M), Ext} (A/g, M) > Hi(u, M)
resp.
3) Tor? (A/g, M) —» H4u, M), H'(u, M) — Exti(A/a, M) .

Si L est projectif et K(u)‘ acyclique en degrés > 0, les homomorphismes (2) et (3)
ci-dessus sont bijectifs et réciproques les uns des autres (X, p. 102, prop. 1).

PROPOSITION 2. — Soit (L,); ., une famille de A-modules, ou I'ensemble 1 est fini et
totalement ordonné. Soient u une forme linéaire sur @ L;, u; sa restriction d L;.

iel

L’isomorphisme canonique de A-algébres (111, p. 84)
g®/\(L) »A@L)
iel

est un isomorphisme du complexe ® K, (X, p. 63) sur le complexe K(u).
En effet, d’aprés X, p. 64, remarque 4, la différentielle D du complexe & K(u,)

ial

est une antidérivation; les antidérivations d, et go Do g~! de A(® L) coincident
sur @ L, avec 'application x — u(x).1 de @ L, dans A(® L,), donc sont égales
(111, p. 128, cor.).

Soient C et C’ deux complexes de A-modules. On a (X, p. 63 et p. 99) des iso-
morphismes canoniques de complexes

C®A(C ® KW~ (CR,C) Q) Ku
Homgr, (C’, Homgr, (K(x), C)) — Homgr, (C' ®, K@), C),
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c’est-a-dire des isomorphismes
“ C®, K C) - Ky, C®, C)
©) Homgr, (C', Kj(u, C)) ~ Homgr, (KA, C), C).

Dans (4) et (5), prenons C' = K(¥'), ou v’ : L’ — A est une forme linéaire sur un
A-module L', et notons que K(u, K(u')) qui est égal par définition 3 K(') ® , K(1)
s’identified’apréslaprop. 2a K’ @ wyouu’ @ u : L' @ L — A estlaforme linéaire
(x', x) > u'(x") + u(x). On obtient alors des isomorphismes de complexes

(6) KA @ u, C) - Kiu, KA/, C))
™ Ka(', Ky, ©)) > K ® u,C).
Par passage a I’homologie, on en déduit des isomorphismes de A-modules
HAW @ u, C) » HMu, KX/, O)), reZ,
Hi(', K (4, C)) » H (W' @ 4, C), reZ.
Notons enfin que '’homomorphisme déduit du produit dans ’algébre A(L)
m:KAMu) ®, K‘f(u) - K@)

est un morphisme de complexes (puisque d, est une antidérivation). Supposant L
libre de rang n et composant avec le morphisme de complexes KA(w) — A" L(— n)
qui est I'identité en degré n, on en déduit un morphisme de complexes

% KA ®4 KAW) —» A L(— n);

a ce morphisme correspond canoniquement, d’apres X, p. 99, prop. 12, un mor-
phisme de complexes

¢ : KAu) > Homgr, (KA(w), A" L(— n))

qui est bijectif (111, p. 87, formule (20)). Pour tout complexe C, on en déduit un iso-
morphisme composé

KA, C) = C @, KA) ~2% C @ Homgr, (KAw), A" L(— n)) -

— Homgr, (K*(u), C ® , N"L(— n)) = K (u, C ®, A" L(— n)).
Par passage a ’homologie, on a donc des iéomdfphismes canoniques
®) HA*u,C) » H ", CQ,AN"L), relZ.

Remarques. — 1) * Ce qui précéde reste valable lorsque L est projectif de rang n.
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2) Puisque L est libre de rang n, A" L est isomorphe a4 A, on a des isomorphismes
non canoniques HMu, C) — H3 " "(u, C).

2. Fonctorialité

Soit f : C — C’ un morphisme de complexes. On note
K&, f) : K:u, C) » Kiu, C),
Kiw, f) 1 Ky, C) » K (u, C),
les morphismes de complexes f ® I, et Homgr, (I -

On note - HAw, f) : H(u, C) > Hu, C'), H,(w, f) : Hy(u, C) - H,(u, C),
H(u, /) : HAu, C) » HA(u, C"), Hi (4, /) : Hi(u, C) - Hi(u, C') les morphismes
induits en homologie. L’application f — Ku, f) est linéaire ;sig : C' —» C” estun
autre morphisme de complexes, on a K2(u, g o f) = K2(u, g) o KA(w, f); de méme
pour K, H4, H;, H4, Hj.

Soit0 - C' % C 4 C” - 0 une suite exacte de complexes.

a) Supposons L plat ; alors A(L) est plat (X, p. 15, cor.). La suite
0 - K&, C') KD, KA, C) K2, KAWL, C) > 0
est alors exacte, et donne naissance (X, p. 30) & une suite exacte d’homologie
.. > HA(, C") Huled, HA(y, C) Hulod), HA, C) L2» HA (4, C') > ...
b) Supposons L projectif ; alors A(L) est projectif. La suite
0 - K, C) 22D, K (4, C) Ka8), Ky (u, C) > 0
est alors exacte, et donne naissance 4 une suite exacte d’homologie
. = Hi(u, C) Hl By, €) 28, 17y, €7y 2 HY 1, ©) — ..

Soient p: A - A’ un homomorphism§ d’anneaux, L’ le A’-module A’ ®, L,
u' L — A’ la forme linéaire 1 ® u. L’homomorphisme canonique bijectif (111,
p. 83, prop. 8)

ViALA ' ®, L) - A @, A (D)

est un isomorphisme de complexes de A’-modules. On en déduit :

1) pour tout complexe de A’-modules C’, un isomorphisme de complexes de A-
modules
KA/, C) - Kiu, C),
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composé du diagramme
C ®yMyA @, L) —<2Y, C @, A ®, A (L) S C @, A (L)

oll g est la bijection canonique (111, p. 85, prop. 14) ;
2) pour tout complexe de A-modules C, un isomorphisme de complexes de A'-
modules

KMu, A’ ®,0) - A" ®, KAy, ),
d’ou des homomorphismes de A'-modules
A' @, Hpw C) » Hy W, A" ®, 0),
qui sont bijectifs lorsque A’ est plat sur A (X, p. 66, cor. 2).

Soient L' un A-module, #’ : L’ — A une forme linéaire, f : L — L' un A-homomor-
phisme tel que u'o f = u. 1l résulte de 111, p. 161, formule (55), que 'homomor-
phisme A(f) : A(L) - A(L’) satisfait & d, o A(f) = A(f)od,, donc définit un
morphisme de complexes Nu) : K*(u) - K*(u'). Si Cest un A-complexe, on en déduit
des morphismes de complexes

e ® A@) : KA, C) > KAw, C) et Homgr (A(), 1) : Ki(', C) » Ki(u, C).

Si f est bijectif, tous ces morphismes sont des isomorphismes.

3. Exemple 1 : le complexe S(L) ®, A(L)

Soient A un anneau, L un A-module, S(L) son algébre symétrique, S(L) ®, L
le S(L)-module déduit par extension des scalaires,  : S(L) ® , L — S(L) la forme
linéaire telle que u(s ® x) = sx pour se S(L), x e L. Par I'isomorphisme cano-
nique de S(L)-modules (III, p. 83, prop. 8)

As(S(L) ®4 L) - S(L) ®,A(L) ,
la différentie]le du complexe KS™(x) est transportée en 1'application
d:8(L) @ ML) - S(L) @4 AL)
telle que, pour x, ..., Xps Vs oo Vg dans L, on ait
© d(xy ... x) @ (3, A .o A Y))
= il(— DT yixyoox, @ (Pg A v AVing AVigg A s AV

Notons que 4 applique S?(L) ® A%L) dans S$?*1(L) ® A?"*(L), donc que le
complexe de A-modules S(L) ® AN(L) se décompose en la somme directe des
complexes décrits par les diagrammes suivants :

6):0>S"LRNL->S'LR,A"'L>...>8SLRQAL->0, neN.
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Si le A-module L est somme directe d’une famille finie (L,),.; ot I est totalement
ordonné, la bijection canonique

"® (S(L) ®4 A(LY) - S(L) ®, A(L)

iel

est un isomorphisme de complexes de A-modules (cela résulte de la prop. 2 de X,
p. 148 ou de la formule (9) ci-dessus). )

ProposITION 3. — Si le A-module L est plat, les suites (8,) ci-dessus sont exactes
pourn > 0,
a) Notons d’abord que, si p; est ’homomorphisme composé

S(L) @ A(L) > S%L) ® A°%L) 5 A,

ol o est le produit tensoriel des projections canoniques et § I'isomorphisme cano-
nique, il s’agit de prouver que H(p, ) est bijectif.

b) SiL = OousiL = A, la proposition est évidente.

¢) Supposons L libre derangfini; écrivons-le comme somme directe L, @ ... ® L,
de A-modules libres de rang 1. D’aprés la remarque qui précéde la proposition, le
complexe S(L) ® A(L) est isomorphe au produit tensoriel des n complexes libres
S(L,) ® A(L;) dont d’apres b) I’homologie est libre. D’aprés X, p. 79, cor. 4,
I’homomorphisme canonique

v @ HSL) ® ALy) — HSL) ® AL)

n

est bijectif. D’aprés b) H(p,) est bijectif pour tout i. Comme &@ H(p, )= H(p.) o 7,
i=1
H(p,) est bijectif .

d) Dans le cas général, L est limite inductive d’un systéme inductif filtrant (L,); .,
de modules libres de rang fini (X, p. 14, th. 1). Comme 'homomorphisme bijectif
canonique

lim S(L) ® ALy - SL) ® AL)
est un isomorphisme de complexes, la proposition résulte de X, p. 28, prop. 1.

Remarques. — 1) Nous verrons ci-dessous (X, p. 158, exemple) une autre démons-
tration de la partie ¢) ci-dessus.

2) Si A est une Q-algébre, la conclusion de la prop. 3 reste vraie sans hypothese
sur L (¢f. X, p. 206, exercice 1).

*3) Soient G un groupe et p : G — GL(L) une représentation linéaire de G dans
un A-module plat L. Alors les (§,) sont des suites exactes de représentations linéaires.
Supposons L projectif de type fini, et notons R,(G) I"anneau des représentations
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de G dans les A-modules projectifs de type fini. Il résulte de la prop. 3 que I'on a
dans RA(G) les relations

(10) Z (-DIS'L][A (L) =0, n>0.
i=0
Si on considére les séries formelles

S(T) = 3 [S(L)] T € Ry(G) [ITT]
i=0

MT) = 3 [AL)] T e Ry(G) [T,

i=0
les relations (10) s’écrivent

an S(T)M—T) = 1,-

4. Exemple 2 : le cas d’'un module libre

Soient k un anneau, M un k-module, I un ensemble et p un entier = 0. Une appli-
cation m : 1?7 > M est dite alternée si elie satisfait aux deux conditions suivantes :
a) pour toute permutation ¢ € S, et toute suite (o, ..., a,) €17, on a

M(Ogyys «or Agp) = € M(Og, o0y ),

b) pour toute suite (a, ..., a,) € 1” telle que deux des indices «;, ..., o, soient
égaux, on a m(o,, ..., o) = 0.
(Dans le cas ou | est un k-module et m est multilinéaire, on retrouve la notion intro-
duite en 11, p. 80.)

Supposons | fini et notons CP(M) le k-module des applications alternées de 17
dans M.

Soient L, un k-module, (e;);.; une famille d’éléments de L, ; on définit deux
applications k-linéaires

g : Hom, (N* L, M) - Cp(M)
h:C\(M) - M ®, AL,

comme suit : si fe Hom, (A? L,, M), on pose

g(f) (ah ---9“11) =f(eg;1 Al A ea);

soit me C{(M), définissons h(m)e M ®, AN’ L,. Pour tout élément (v, ..., o)

BOURBAKIL — Algébre X 6

P
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de 17, l'élément m(ay, ..., o) ® (e, A ... A e,) de APLy ®; M est nul si

Card { o, ..., , } < p et est indépendant de I'ordre des indices o, ..., o, si
Card { o), ..,2,} =p.

Il ne dépend que de la partie ) = (%, ..., o) de | ; notons-le Ay(m) ; on a hy(m) = 0
st Card (J) < p; on pose alors :

h(m) = 3 hy(m),
]
ou J parcourt les parties de 1 ayant p éléments.

Lemme 2. — Si le k-module L, est libre de base (¢,);.,, les applications k-linéaires g
et h sont bijectives.
Cela résulte de 111, p. 79, th. 1.

Soient maintenant M un k-module, et x = (x;); .y une famille de k-endomorphismes
de M, deux 4 deux permutables. Considérons I’anneau de polynémes A =k[(X,); ;]
et munissons M de la structure de A-module telle que P(X;) m = P(x;) mpourPe A
et me M., Soient d’autre part L le A-module libre Al, (e));.; sa base canonique et
u:L —> A la forme linéaire qui applique ¢; sur X, pour tout i e [. Considérons les
complexes de k-modules K2(u, M) et K (u, M); on a des isomorphismes cano-
niques

K2(u, M) = Hom, (A3(A"), M) > Hom, (A4(k"), M),

M @ A{(K) > M ®, A{(A) = K(u, M) ;

d’olt par composition avec les isomorphismes g et & des isomorphismes de k-modules
87 : K (u, M) - C’(M),
0, : CG(M) - Ki(u, M) .

OUn note
& : (M) - CI* (M),
0, C(M) - CIP‘l(M),

les k-homomorphismes obtenus en transportant les différentielles de K, (v, M)
et K2(u, M) par les isomorphismes 8. On a par exemple :

pt1

(12) (8"m) (ay, ooy Opyy) = -21 (= DY, m(y, ey 0y Oy ey Oy g)
e

Le complexe formé des C{(M) et des &” (resp. des §,) se note K'(x, M)
(resp. K.(x, M)) et s’appelle le complexe de Koszul ascendant (resp. descendan?)
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associé au module M et a la suite d’endomorphismes (x,, ..., x,). On a donc des
isomorphismes de complexes de k-modules

0 K,u, M) > K'(x,M),

8.: K.x, M) » KXu, M) .

Remarque. — Inversement, soient B une k-algébre, L un B-module libre de base (e;);c1, &t M un
B-module. La donnée d’une forme linéaire u : L — B équivaut & celle d’une famille x = (x)); 1
d’éléments de B, par la relation x; = u(e;). Le complexe de k-modules sous-jacent & Kp(u, M)
(resp. K¥(u, M)) s’identifie alors, par I"isomorphisme ' (resp. 8.) au complexe de Koszul K'(x, M)
(resp.K.(x, M)). Par exemple KB(u) s’identifie 2 K'(x, B).

On introduit comme au n° | (X, p. 147) les notations H.(x, M), H.(x, M), etc.,
et tous les résultats des n°s 1 et 2 s’appliquent mutatis mutandis, le module A! étant
libre. On a par exemple des isomorphismes

Hy(x, M) - M/(x) M
H°(x, M) » Hom, (A/(x), M),

ol (x) désigne I'idéal ). Ax, de A. Par exemple aussi, si K.(x, A) est acyclique en
degrés > 0, on a des isomorphismes

H,(x, M) - Tor2 (k, M),

Ext} (k, M) -» H'(x, M) .
Enfin, supposons I (fini et) totalement ordonné, par exemple I = {1, ...,n};
identifions A"(A") & A grace a I'élément de base e; A ... A e, et traduisons I'iso-

morphisme K4(u, M) > K3 ?(u, M) de X, p. 149. Il devient, par transport par (8,)
et (0"°F), l'isomorphisme

M) - G7A(M)

qui associe & m € CP(M) Iélément m de C}~?(M) tel que
(13) m(ey, ..., o) = m(By, ..y By )y)

ST (% «ver %y Bys vves B,,_p) est une permutation paire de { 1, ..., n }. Remarquons
aussi que lorsque I = { 1, ..., n }, on peut identifier C/(M) & I’ensemble des familles
m(ay, ..., o,) d’élémentsde M olla; < &, < ... < a,; la formule (12) reste valable,
ainsi que la relation (13).

Exemple. — Prenons M = k[T, ..., T,}; le complexe de Koszul K (¢/0T, M) associé
a la suite d’endomorphismes (6/0T}, ..., 8/0T,) s’identifie au complexe de de Rham
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de kfx;, ..., x,Jsur £ (X,p.44) :ame ) (M), on associe la forme différentielie

om)= Y moy,..,0)dx, A.. Adx,,

a1 <...<ap

¢f. formule (12) et exemple 1, p. 44.

5. Exemple 3 :lecas L = A

SiL = A, posons u(1) = x € A. Le complexe K(u) est alors de longueur 1, on a
Ko@) = Ky(u) = A et di(a) = xa, donc pour tout A-module M, K,(u, M),
K,(u, M), K°(u, M) et K'(u, M) s’identifient 4 M, les différentielles

di K, M) » Ko, M) et d°:Kou, M) - Ki(u, M)
étant m — xm. On a donc des isomorphismes
Hy(x, M) > A/xA ® , M <« Hl(x, M),
H,(x, M) -» Hom, (A/xA, M) « H%x, M) .

Lemme 3. — Soit K un complexe tel que K, = 0 pour i # 0, 1, et soient C un complexe
et p un entier.
a) Si K est plat, on a pour tout p € N une suite exacte

0-HK®,HC)->HEK®,C)»H((K®,H,.,(C)—0.
b) SiK est projectif, on a pour tout p € N une suite exacte

0 — H'(Homgr, (K, H*~'(C))) » H?(Homgr, (K, C))
- H%Homgr, (K, H?(C))) - 0.

Démontrons a), la démonstration de b) étant analogue. Pour tout i, notons K ;,
le complexe K,(— 7). On a une suite exacte de complexes, scindée comme suite
de A-modules

0> Ko »KB5Ky—0;
la suite
(14) 0— K ®,C 8Kk ®,Cc 8K, ®,C— 0
est exacte, et K étant plat, les homomorphismes
Y0,Kop ©)  Kig) ® 4 H,(€) » H,(K (g, ®, C)
Y1.0-1K1 O) 1 Ky @4 H,-1(C) » H(K(y, ®, O
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sont bijectifs (X, p. 66, cor. 2). Calculons I’homomorphisme de liaison
0 ® 1, B ® 1); par définition, il applique la classe du cycle Zai ® b; sur celle
de Y da; ® b, ce qui signifie que

0 ®1,B® 1)ov(Kyy, C) = v(Kpp O)o(d ® 1) .
La suite exacte d’homologie associée a (14) prend donc la forme

4 ® 1
K; ® H,0)*% K, ® HyO)— H,K ® O)
— K, ® H,_,(O*5 K, ® H,_,(C),
d’ou a).
Appliquant le lemme 3, a) au complexe K(u), et utilisant les isomorphismes de
commutation, on obtient :

PROPOSITION 4. — Pour tout complexe C, on a des suites exactes |
0- A/xA ®, H,(C) -» H,(x,C) > Hom, (A/xA,H,_,(C) - 0.

COROLLARE 1. — Pour que H,(x, C) = 0, il faut et il suffit que I’homothétie de
rapport x dans H (C) soit surjective et que I’homothétie de rapport x dans H,_,(C)
soit injective.

COROLLAIRE 2. — Soient x = (xy, ..., X,) une suite d’éléments de A, M un A-module,
x' la suite (x, ..., X,_ ;). On a des suites exactes

0—A/x,A®,H/(x,M) > H,(x, M) > Hom, (A/x, A, H,_ (x', M)) » 0.

COROLLAIRE 3. — Pour que H(x, M) soit nul pour tout i > 0, il faut et il suffit
que I’homothétie de rapport x, dans H(x', M) soit bijective pour i > 0, et que I’homo-
thétie de rapport x, dans M/(x") M soit injective.

6. Familles complétement sécantes

Soient A un anneau, M un A-module, x = (x;);.; une famille d’éléments de A.

DErFINITION 2. — La famille x est dite complétement sécante pour M si on a
H(x, M) = 0 pour i > 0.

Si I est fini, il revient au méme (X, p. 150) de dire qu'on a H'(x, M) = 0 pour
i < Card (I).

La proposition suivante permet de donner des exemples de familles compléte-
ment sécantes.

PROPOSITION 5. — Soitx = (x,, ..., X,) une suite d’élémentsde A. Sipour i=1, ..., n,
I’homothétie de rapport x; dans le A-module M/(x; M + - + x,_; M) est injective,
la suite x est complétement sécante pour M.
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Une suite vérifiant les conditions de la proposition est dite réguliére pour M,
ou M-réguliére. On notera que cette propriété dépend en général de 'ordre des x; ;
par exemple la suite (1, 0) est toujours M-réguliére, tandis que la suite (0, 1) ne
l'est que si M est nul. En revanche, le fait qu’une suite soit complétement sécante
ne dépend pas de 'ordre des termes.

Démontrons la proposition par récurrence sur #, le cas # = 0 étant immédiat.
Posons x’' = (x,, ..., x,_,) ; si la suite x est M-réguliére, la suite x' est M-réguliére
et la multiplication par x, dans M/(x’) M est injective ; d’aprés I’hypothése de
récurrence, on a H;(x’, M) = 0 pour i > 0; il résulte alors du cor. 3 de X, p. 157,
que H;(x, M) = 0 pour i > 0.

Exemple. — Soit k un anneau; prenons A = k{X,,..., X,] et x = X, ..., X,).
La suite x est A-réguliére et la proposition redonne l’acyclicité en degrés > 0 du
complexe S, (k") @, Ak™ (¢f. X, p. 152, prop. 3).

De méme dans lanneau de séries formelles A = k[[Xl, v X1l la suite
X4, ..., X,) est A-réguliére, donc complétement sécante pour A.

PROPOSITION 6. — a) Si Y x; A = A, la famille (x,); ., est complétement sécante
iel
pour M.
b) Soit x = (xy, ..., X,) une suite d’éléments de A. Soit (a;) € GL,(A); posons

Vi = Zaijxj'
J

Sila suite x est complétement sécante pour M, il en est de méme de la suite (y,, ..., y,).
c) Soient k, ..., k, des entiers = 1; pour que la suite (x¥, ..., xk) soit compléte-
ment sécante pour M, il faut et il suffit que la suite x soit complétement sécante pour M.

L’assertion a) résulte du cor. 1, p. 148,

Démontrons b). Soit f: A" - A" isomorphisme défini par la matrice '(a,.j);
il résulte de X, p. 151, que 1y; ® A(f) est un isomorphisme du complexe K.(y, M)
sur le complexe K.(x, M), d’out b).

Pour démontrer ¢), il suffit évidemment de prouver que si £ est un entier > 1,
la suite (x;, ..., x,_,, x¥) est complétement sécante pour M si et seulement si il en
est de méme pour la suite x. Soit x’ = (x, ..., x,_,); d’aprés le cor. 3, p. 157, la
premiére condition (resp. la seconde) signifie que 'homothétie de rapport x* (resp. x,)
est bijective dans H,(x’, M) pour i > 1 et injective dans M/(x") M. Ces deux condi-
tions sont clairement équivalentes, d’ou ¢).

Remarque. — 1) L’assertion analogue a ¢) pour les suites réguliéres est vraie (X,

p. 207, exercice 5).

ProPOSITION 7. — a) Soit N un A-module plat. Si la famille x est complétement
sécante pour M, elle 'est pour M ® , N
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b) Soit 0 > M’ > M - M" — 0 une suite exacte de A-modules. Si la famille x
est complétement sécante pour M’ et pour M”, elle I’est pour M.

Le complexe K.(x, M ® , N) est isomorphe par définition a K.(x, M) ® , N ;
comme N est plat, on en déduit un isomorphisme H.(x, M) N> H.(x, M ® . N)
(X, p. 66, cor. 2), d’ou a).

Le complexe K.(x) étant plat, on a une suite exacte de complexes

0-> K.(x, M) > K.(x, M) > K.(x, M") > 0;
l'assertion b) résulte de la suite exacte d’homologie associée.

Remarques. — 2) Les assertions analogues 4 a) et b) pour les suites réguliéres sont
immédiates.
3) Sila famille x est complétement secante pour A, le complexe K. (x, A) définit

une résolution libre du A-module A/x, avec x = Y x; A; on a donc pour tout
iel
entier i 2 0 et pour tout A-module M des isomorphismes

(15) Exti™ (A/z, M) »> H""{(x, M) —» H,(x, M) -» Tor? (A/x, M) .

4) On dit que la suite x = (x, ..., x,) est M-coréguliére si (notant (x,),; '’homo-
thétie de rapport x; dans M) 'homothétie de rapport x; dans le module

Ker (x )y N ... 0 Ker (x;,_ )y

est surjectivepouri = 1, ..., n. Onaalors H(x, M) = Opouri < n : cela se démontre
de la méme maniére que la prop. S.

Prenons par exemple A = £[Dy, ..., D,], o £ est une Q-algébre, et
M = k[T,, ..., T,], muni de la structure de A-module telle que D, P = JP/oT;
pour tout Pe M (1 < i < n). On vérifie aussitét que la suite (Dy, ..., D,) est M-coré-
guliére; compte tenu de I'exemple p. 155, on en déduit que le complexe de de Rham
de k[Ty, ..., T,] sur k est acyclique en degrés > 0.

7. Un critére pour les suites complétement sécante

Soient A un anneau, M un A-module, x un idéal de A. On appelle topologie
x-adigue sur M la topologie compatible avec la structure de groupe de M pour
laquelle I'ensemble des sous-modules " M (r > 0) est un systéme fondamental de
voisinages de zéro (TG, III, p. 5, exemple). Cette topologie est séparée si et seu-
lement si

Supposons maintenant que P'idéal x soit engendré par une suite x=(x,, ..., x,)
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d’éléments de A. Considérons le A-module gradué @ z" M et le A-homomorphisme
rz0

gradué de degré 0

ay AXy, LX) M- @ M
rz0
tel que a4(P ® m) = P(x,, ..., x,) m si P est un polyn6me homogeéne en X4, ..., X,
et m € M. Notons b I'idéal de A[X,, ..., X,] engendré par les éléments (x; X; —x; X,)
pour ] £i<j<n OnaP(x,..x,)=0si Pebd, de sorte que &}, donne par
passage au quotient un A-homomorphisme gradué de degré 0

Y (AKX, L X)) @M > D M.
r20
Par produit tensoriel avec A/, on déduit de of; un A-homomorphisme gradué de
degré 0
By (A X, o X ], M- @ "M/ M).

rz0

Les homomorphismes ay, of et By sont surjectifs.

THEOREME 1. — Considérons les conditions suivantes :

(i) La suite x est M-réguliére (X, p. 158).

(ii) La suite x est complétement sécante pour M (X, p. 157, déf. 2).

(iii) On a H,(x, M) = 0.

(iv) L’homomorphisme o : (A[X,, ..., X,]/d) @, M — (—B ' M est bijectif.

(v) L’homomorphisme B¥ : (A [X), ... X,]®, M — 6—) EF M/ M)  est

rz0
bijectif.

On a alors les implications (1) = (i) = (i) <> (iv) = (v). Sipour 1 <i<nle
A-module M/(x, M + -+ + x,_; M) est séparé pour la topologie x-adzque, les
conditions (i) d (v) sont équivalentes.

Le théoréme sera démontré aux nos 8 et 9.

* COROLLAIRE 1. — Si A est nethérien, si le A-module M est de type fini et si les
x; appartiennent au radical de A, les conditions (i) d (V) du théoréme sont équivalentes.
En effet, sur chacun des modules M/(x, M + - 4+ x,_; M) la topologie z-adique
est séparée (AC III, § 3, n° 3, prop. 6). ,
COROLLAIRE 2. — Supposons que A soit un anneau gradué a degrés positifs, M un
A-module gradué borné inférieurement, et les x; des éléments homogénes de degré > 0
de A. Alors les conditions (i) a (v) du théoréme sont équivalentes.
La topologie x-adique est en effet séparée pour tout A-module gradué N borné
inférieurement, puisque si N, = O pour n <n,on a ¥*Nc Y, N; pour tout
a>= 0. jZnota
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COROLLARE 3. — Supposons que les modules M/(x, M + -+ + x;,_, M) soient
séparés pour la topologie x-adique (1 < i < n); soit p un entier compris entre 1 et n.
Pour que la suite x soit complétement sécante pour M, il faut et il suffit que la suite
(x1, ..., X,) soit complétement sécante pour M et que la suite (X, 1, ..., X,) soit comple-
tement sécante pour M/(x; M + -+ + x, M).

En effet le corollaire est évident si on remplace dans ’énoncé « suites complé-
tement sécantes » par « suites réguliéres » ; or les deux notions coincident ici d’aprés
le théoréme.

Remarque. — Soit x = (x, ..., x,) une suite d’éléments de A telle que H,(x, A)=0;
alors le noyau de ’'homomorphisme surjectif u : A" — x tel que u(}_ a,e;) = Y a; x;
est engendré par les éléments X;e; — X,e;; par conséquent, la A-algébre
A[Xy, ..., X,]/d est isomorphe & l'algébre symétrique S,(x) (III, p. 69, prop. 4).
Il résulte donc du théoréme 1 que 'homomorphisme d’algébres S,(z) - @ x"

déduit de linjection canonique de x dans @ x” est un isomorphisme. Il en va de
n

méme pour I’homomorphisme S,(x/x?) - @ ¥"/x"*1,

8. Démonstration du théoréme 1 : premiére partie

L’implication (i) = (ii) a déja été démontrée (X, p. 157, prop. 5). L’implication
(ii) = (iii) est évidente ; il en est de méme de (iv) = (v), puisque fBf; s’identifie a
oy ® 1 Alx

Pour montrer que (iv) entraine (iii), considérons '’homomorphisme (o), induit
sur les composants de degré 1. Notons E le A-module gradué A[X,, ..., X,]; le
A-module E, est libre de base X, ..., X, et b, est le sous-A-module de E, engendré
par les éléments (x; X; — x; X)) pour 1 <i<j<n. Par suite ((E/d) ® , M), s’identifie
a K,(x, M)/B,(K.(x, M)), 'homomorphisme (o), s’identifiant a I’application
de K,(x, M)/B,(K.(x, M)) sur By(K.(x, M)) induite par d,. Ainsi la nullité de
H,(x, M) est équivalente & l'injectivité de (a);, d’olt Iimplication (iv) = (iii).

Pour démontrer que (iii) entraine (iv), nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4. — Soit A, l'anneau Z[T, ..., T,], et soit u:Ay[X,, ..., X,] = AyUl
I’homomorphisme de Aq-algébres tel que u(X;) = T; U. Le noyau de u est I’idéal b,
de Ao[Xy, ..., X,] engendré par les éléments (T, X; — T;X)) pour 1 <i<j<n.
Si t est Iidéal de A, engendré par (T4, ..., T,), u induit un isomorphisme
U AglXys o Xpl/Do = @D 17
r20
11 suffit évidemment de démontrer la premiére assertion. Pour toute suite
d’entiers naturels & = (o, ..., &,) et tout entier k € [0, n], notons P, , le mondome
To LT X L X
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soit N le sous-Z-module de A,[X,, ..., X,] engendré par les P, , pour a e N" et
0 < k < n. Nous allons montrer que la restriction de u & N est injective et que
Ao[Xy, ..., X,] =Dy + N; comme on a b, = Keru, cela entrainera le lemme.
Observons que N est engendré par 'ensemble S formé de Po, = 1 et de ceux
des P, , pour lesquels «, # 0. Pour prouver l'injectivité de la restriction de # 4 N,
il suffit de montrer que deux éléments distincts de S ont pour image par u» des

%
monoémes distincts dans Ay[U]. Or on a u(P,,) = T* U‘;‘ ", de sorte que l'éga-
lit¢ u(P, ,) = u(P,,,) entraine o = &’ et Z @, = ) . Supposons que P, , et

z2k izk
P, . appartiennent 4 S. Si « = 0, on a alors k=k'=0; si a # 0, on obtient
k =k’ puisque o, et a, sont différents de zéro, d’ou le résultat.

Montrons que tout monéme T*XPe A [X,, ..., X,] est congru modulo b, &
un P, .. Pour toute suite A € N”, on notera i(A) (resp. j()) le plus petit (resp. le
plus grand) entier k € [1, n] tel que A, # 0. Dans I’ensemble des monémes T? X®
qui sont congrus & T* XP modulo b, choisissons-en un pour lequel I’entier rationnel
J@y) — i(6) soit minimum ; montrons qu'on a alors j(y) — i(6) < 0. Supposons
quon ait j(y) = i(8); notons j = j(y), i = i(8), et soit € = inf ('YJ, 3;). Comme
(Ts X} — T; X3 est divisible par (T; X; — T, X)), donc appartient & d,, on voit
que T? X3 est congru modulo D, 4 T" X“ Uy =%+&Y,=7—8&%="
pour k # i,j, et §; = g, 8 =9, +88—Skpourk;ézJCOmmeyJouS’
est nul, on a j(y') — 1(8’) < j(’Y) - 1(6) ce qui contredit le caractére minimal de
J) — i@).

Par conséquent on a j(y) < i(8), d’ott TY X% e N, ce qui achéve de prouver le lemme.

Démontrons que (iii) implique (iv). Considérons I'anneau A, = Z[T,, ..., T}]
et 'idéalt de A, engendré par T, ..., T,. Munissons M de la structure de A ,-module
pour laquelle T;m = x,m pour meM, 1 < i < n. D’apres X, p. 155, H(x, M)
s'identifie canoniquement a H/(T, M).

Comme la suite T est réguliére pour A,, il résulte de I'implication (i) = (ii) que
le complexe K.(T, A,) définit une résolution libre du A,-module A,/t. Remar-
quons que celui-ci s’identifie & Z, muni de la structure de A, -module telle que
T,Z =0 pour 1 <i< n. Ainsi la condition (iii) est équivalente @ Tort® (M, Z) =

Montrons que (iii) entraine Tor{° (M, A,/t") = 0 pour tout » > 1. Cela résulte
de ce qui précéde pour r = 1. Dans le cas général, considérons la suite exacte

(16) 0o AL o AT+l > At — 0.

Le A,-module t"A"* ! est isomorphe 4 un produit fini d’exemplaires de Z ; on a
donc Torfo (M, t"/t"**) = 0. On en déduit, par récurrence sur r, que

Torfe (M, At =0 pour tout r .
La suite exacte (16) fournit donc, par produit tensoriel avec M, une suite exacte
a7 0t @M —->MF*'M > MM 0
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d’ol un isomorphisme de (t"/"*') ® ,, M sur ¥” M/#"*! M. En considérant la suite
exacte 0 —» t"*! > 1" > t"4A"*! - 0, on voit alors par récurrence sur r que 'appli-
cation m, :t" ®@,, M — 1" M, induite par I'opération de A, dans M, est un iso-
morphisme.
Pour démontrer (iv), il reste & observer que le diagramme
(AglXy, s X,Do) @a, M —2M o @ (' @4, M)

rz0
le iem,
AKX, s X))@ M ——— © ¥ M

ol e est 'isomorphisme canonique d’extension des scalaires (1I, p. 85, prop. 6),
est commutatif, et & appliquer le lemme 4.

9. Démonstration du théoréme 1 : deuxiéme partie

Considérons de nouveau la suite exacte
(16) 00—ttt iy Attt 2o A — 0

et la suite exacte de modules de torsion associée
(18) Torfo (Ayft"*!, M) —— Tor?? (A ft", M)
—_— (tr/tr+1) ®Ao M m, (Ao/tr+ 1) ®Ao M ﬁg_lhl, (Ao/t') ®A0 M——0.

Le noyau de p, ® 1, s’identifie & " M/¥"*? M ; par ailleurs t"/t"*! est annulé
par les T, et s’identifie au composant homogene de degré r de A,, de sorte que
'homomorphisme ¢"A"*!) ® ,, M - " M/x"*' M déduit de i, ® 1 s’identifie &
la composante homogéne de degré r de 'homomorphisme By. Il résulte donc de
la suite exacte (18) que la condition (v) est équivalente a

(v') : Phomomorphisme Tor}° (p,, 1y) : Torf® (Ay/t' ™1, M) — Torf® (Ay/t, M)
est surjectif pour tout r = 1.
Il nous reste & prouver I'implication (v) = (i) lorsque les modules
M/@E, M+ +x_ M)

sont séparés pour la topologie x-adique (1 < i < n). Notons M le A-module M/x, M.
Par définition, la suite x est réguliére pour M si et seulement si (x,)y est injectif et
la suite ¥’ = (x,, ..., x,) est réguliere pour M. Raisonnant par récurrence sur n,
il suffit donc de prouver que, si M est séparé pour la topologie z-adique et si By,
est bijectif, alors (x,), est injectif et By est bijectif. Or la bijectivité de B§; implique
en particulier que I’homothétie de rapport x, dans @ " M/x"*! M est injective,
donc que Ker (x,)y = N ¥ M et par conséquent que (x, )y est injectif si la topologie

x-adique sur M est séparée.
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On est ainsi ramené & démontrer que si (x,),, est injectif et si M vérifie la condi-
tion (v'), alors M vérifie la condition (v') relativement a la suite x’.
On a par hypothése une suite exacte

0— ME M—s M— 0;

posons A, = Ag/T; Ay, t =1tA, Soit g:L —> M une résolution libre du
Ao,-module M ; comme ’homothétie de rapport T, est injective dans A, clle est
injective dans L, et on a une suite exacte de complexes

0 L&, L 0

avec L = L/x, L, et un diagramme commutatif

() b
00— L—L—L —290

bbb

0 —>M-—>M—>M — 0.

Comme ¢ est un homologi_sme,-z} : L — M est une résolution libre du A,-module M
(cor. 1, p. 30). Pour tout Ay-module P, on a un isomorphisme canonique

P®\L->P®sL,
d’ol par passage & ’homologie un isomorphisme
@, : Tor (P, M) — Tor’ (P, M) .
Si u:P — P’ est un A-homomorphisme, alors
0p 0 Tor (u, 1) = Tork (u, 1,) 0 ¢, .

Cela étant, supposons la condition (v') vérifiée pour M, et démontrons qu’elle
est vraie pour M. Soit 7 un entier = 1; on a un diagramme commutatif & lignes
exactes

0 —» Ao/t' L» Ao/t’H —_— KO/P+1 —_ 0

lp"' V' lﬁ,

T, —T_
0 -—>A0/tr_‘l Lt Ao/tr > Ao/tr —— 0

d’ou 'on déduit un diagramme commutatif & lignes exactes

Torke (At !, M) = ToroA, I+, M) — M/¥ M ~> M/z"*' M

Tor, (¢ r)L Tors @, 1>l $ l

Tor{o(Ao/t", M) — Torb(A,f, M) — M/ ' M 2> M/x'M .

Or la multiplication par x, définit une injection de M/x" M dans M/x"*' M : cela
résulte aussit6t, par récurrence sur r, de la suite exacte

0> '"MFrM->MsM->Mx"1M-0
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et de l'injectivité de 'homothétie de rapport x; dans @ (z" M/z"*! M). La condi-

rz0
tion (v) entralne donc que I’homomorphisme Torte (p,, 1) est surjectif pour
tout r > 1. Par composition avec les isomorphismes (¢z,7-+1) " et @z, on en
déduit que ’homomorphisme

Tor}® (B,, ly) : Torke (A7 +1, M) — Torke (Ayft', M)

est surjectif pour r > 1, d’oi la condition (v') pour M. Ceci achéve la démonstra-
tion du théoréme.

10. Classe d’extensions associée & une suite réguliére

Soient A un anneau, M un A-module, x = (x4, ..., x,) une suite d’é}éments de A.
Notons M; le A-module M/(x; M + - + x,_; M) pour i =0,...,n + 1, de
sorte que M, et M, s’identifient & M et que M, ,, = M/(x)M. Notons

X :M_, - M, i=1,..,n,

i i—
]

le A-homomorphisme composé de 'homothétie de M;_, de rapport x; et de la
projection canonique de M;_, sur M;. Notons enfin p : M, - M/(x) M la projection
canonique. Le diagramme

(19) 0—MZIL M, 2 M, — 2 M, 2 M/(xX)M — 0

est une suite exacte si et seulement si la suite x est M-réguliére. Supposons désormais
la suite x réguliére pour M. L’élément 0, € Ext], (M/(x)M, M) associé a la suite
exacte (19) est aussi dit associé d la suite M-réguliére x.

Soit i un entier, 1 < i € n. Notons que la suite (19) peut se décomposer en les
deux suites exactes

(200 0— MM, 2 M, — T M, — M/(x; M + = + x;, M) — 0

@) 0— M/(x; M + = + x;, M) EB M, —
— M, > M/x)M— 0
qui ne sont autres que les suites exactes associées a la suite (x,, ..., X;) qui est régu-

liére pour M et 4 la suite (x; , , ..., x,) qui est régulicre pour M/(x, M + - + x; M).
Notant

6
0

0 € EXty M/(x; M + - + x; M), M)
ey € EXETT(M/(X) M, M/(x, M+ -+ + x, M),

[CITPR

(Xi+1,.
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les classes d’extensions associées a (20) et (21), on a d’aprés X, p. 118, prop. 3

(22) 9(x1 ----- xn) e(xx,---,xi) ° e(xi+1:~--yxn) '

Par ailleurs, d’aprés la prop. 5 (X, p. 157), le complexe de Koszul K.(x, M) est
acyclique en degrés # n, d’oll une suite exacte

23) 0— M-S Ki(x, M) % Ki(x, M) &5 - — K(x, M) M/(x) M— 0,

ou on a identifi¢ K%x, M) 4 M et ol g applique chaque élément m e K"(x, M)
sur la classe dans M/(x) M de m(l, 2, ..., n) e M.

PROPOSITION 8. — Supposons la suite x réguliére pour M. L’élément de
Ext}, (M/(x) M, M) associé a la suite exacte (23) est (— 1)""*1/2g_,
Pour i = 0, 1, ..., n, définissons une application A-linéaire

ad: K@M ->M =M@ M+ +x_, M)

comme suit : si m € K'(x, M), d(m) est la classe dans M, de I’élément m(1, 2, ..., i)
de M. Il est clair que a° est 'application identique de M et que poa” = ¢. Par
ailleurs @'*! o ¢(m) est 'image dans M,,; de I’élément

i+1

Y- D xm(1,2, k= Lk + 1,0+ 1).

k=1

Comme x, annule M;,; pour k£ = 1,...,i,d' " o &(m) est aussi 'image de

(= x,.ymQ,2,..,10),
donc
ai+1 ° ai___ (_ I)ifi+1 oai .
D’aprés X, p. 120, cor. 1 et 2, I'élément de Ext} (M/(x) M, M) associé a (23) est
égal a ] (— 1Y.0,, d’ou lassertion.

i=1

COROLLAIRE.*— Supposons de plus les modules M{(x; M + --- + x;_; M) séparés
pour la topologie (x)-adique, et soit (a;;) € GL,(A). Posons

yi=Yayx; ety =, ).

J
Alors la suite y est réguliére pour M, et on a 8, = det (a;) "' 6,.
En effet, la suite y est réguliére pour M d’aprés la prop. 6 (X, p. 158) et le théo-
réme 1 (X, p. 160); la derniére assertion résulte de la prop. 8, et de la prop. 4 de X,
p. 119.

PROPOSITION 9. — Supposons la suite x réguliére pour M. Si N est un A-module
tel que (x) N =0, on a Ext, (N, M) = 0 pour i < n, et application a+> 0, 0 a
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de Hom, (N, M/(x) M) dans Ext} (N, M) (qui est aussi I’homomorphisme de liaison
itéré associé a (19), cf. X, p. 127, cor. 3) est bijective.

11 s’agit de prouver que ’lhomomorphisme { : o+ 6, o o de Exti,™" (N, M/(x) M)
dans Ext}, (N, M) est bijectif pour i < n. Raisonnons par récurrence sur n, I’assertion
étant triviale pour n = 0. Posons M, = M/x; M, x’ = (x,, ..., x,), de sorte que x’
est M,-réguliere. D’aprés ’hypothése de récurrence, ’homomorphisme

Vlio 0,0

de Exti™" (N, M/(x) M) dans Exti,”! (N, M,) est bijectif pour i < n. Par ailleurs,
considérons la suite exacte

0— M&EM M _— M, —0;

’homomorphisme de liaison Exti(N, M,) — Exti}! (N, M) associé est
@ :B—6,0B (X, p. 125, prop. 5) ;

comme on a Ext' (1y, (x,)y) = Ext' ((x ) 1y) = 0, on en déduit des suites exactes

0 — Exti(N, M) — Ext,(N, M,) 2> Exti** (N, M) — 0.

Comme Exti(N,M,) = 0 pour i < n — 1, on en déduit que Ext,"* (N, M) =0
pour i < n — 1, c’est-a-dire i + 1 < n; il s’ensuit que ¢’ est bijectif pour i < .
Comme Y(®) = 6,00 =0, 00,00 =@ 'o V(o) pour « € Exti" (N, M/(x) M),
' est bien bijectif pour i < n.
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EXERCICES

§1

1) Soit

M—N>P—+Q

ook

M’ = N/ P> Q'
un diagramme commutatif de A-modules ol les lignes sont exactes; on suppose que u est surjectif et
s injectif. Montrer que :

Ker (w) = fKer (v)) Im (v) = ¢~ YIm (w)) .

2) Soient 4 : M = N, v : N - P deux homomorphismes de A-modules. Montrer qu'il existe une suite.
exacte :

0 -~ Ker () » Ker (vo u) » Ker (v) » Coker (#) - Coker (vou) - Cokerv — 0.

3) Dans le diagramme de A-modules :

Z —"

— M
v

R” |
~
«—Q
la commutativité des deux triangles extraits du diagramme entraine-t-eile nécessairement celle du dia-
gramme ?
4) Soient k un corps, B = &[T], A le sous-anneau k[T?, T3] < k[T]. Montrer que le A-module B est
sans torsion, mais n’est pas un A-module plat.
5) Soient & un corps, C=[X, Y] ; on considére les sous-anneaux A =k[X*, Y], B=k[X*, X3 Y, XY3, Y9
et B = A[X4, X3Y,X2Y% XY3 Y¥ de C. Les inclusions A < B B permettent de définir sur B et B
des structures de A-module. Montrer que B est un A-module plat, tandis que le A-module B n’est pas
plat. .
6) Montrer qu'un A-module E est plat si et seulement si il vérifie la condition suivante (¢f. X, p. 15,
remarque) :
(ii") Pour toute famille finie (c,), ., I’éléments de A, toute solution e = (g;), ., de I'équation Y ¢, ¢, =0

iel
peut s'écrire b, z, + = + b, z,, 0l by, ..., b,eEetol, pourr = 1, .., 1, z, = (z,,);, est une solution
de I'équation ) z,, ¢, = 0.
iel

7) Soient E un monoide et S une partie stable de E, simplifiable et vérifiant les hypothéses de I’exercice 17
de II, p. 121, de sorte qu’il existe un « monoide de fractions » E et un homomorphisme injectife : E — E.
Soit A un anneau commutatif. On déduit de € un homomorphisme des algébres de monoidesu : A® — A®),
qui permet de considérer A® comme un A®-module & gauche. Montrer que ce module est plat sur A®
(écrire A® comme limite inductive filtrante de A®-modules libres de rang 1).
* 8) Soit A 'anneau des fonctions continues & valeurs réelles sur Pintervalle [0, 1].
a) Montrer que 'idéal des fonctions nulles en 0 est un A-module plat (montrer qu’il est limite inductive
filtrante des idéaux Af, ol f est une fonction qui ne s’annule qu’en 0).
b) Montrer que I'idéal I des fonctions nulles au voisinage de 0 est un A-module projectif (montrer qu’il

. . 1 1

existe une suite (f,),»,, f, € L, telle que Supp (f,) = [m, H] ety f(x) = 1 pour x # 0; en déduire
h n

que tout élément A de I sécrit b =) (f,h) e, avec e, = . f,, et utiliser II, p. 46, prop. 12 .,

r&n+1



81 EXERCICES A X.169

9) Soit P un A-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
®) Pour qu'une suite M’ 5 M 5 M” de A-modules & droite soit exacte, il faut et il suffit que la suite

M®, P2 Mg, P 8 M @, P

soit exacte,
B) P est plat, et pour tout A-module & droite non nul M, on a M ® , P # (0).
¥) P est plat, et pour tous A-modules & droite M, N, ’homomorphisme canonique

Hom, (M, N) » Homz (M ®, P, N ®, P)

est injectif.
8) P est plat, et pour tout idéal 4 droite maximal m de A, on a mP s P.
On dit alors que P est un A-module fidélement plat.
10) a) Montrer qu'un module fidélement plat est fidele (II, p. 28).
b) Le Z-module Q est fidele et plat, mais non fidélement plat.
¢) Soit (p,) la suite strictement croissante des nombres premiers, et soit A I'anneau produit [] Z/p, Z.

Montrer que la somme directe E des Z/p, Z est un A-module projectif fidéle qui n’est pas fidélement plat
(observer que E est un idéal de A tel que E? = E).

11) Soit 0 - P’ - P — P” — 0 une suite exacte de A-modules. On suppose que P’ et P” sont plats, et
que I'un d’eux est fidelement plat. Montrer que P est fidélement plat.

12) Soit p : A - B un homomorphisme d’anneaux qui fasse de B un A-module & droite fidelement
plat; soit M un A-module.

a) Montrer que pour que M soit de type fini (resp. de présentation finie), il faut et il suffit qu’il en soit
de méme du B-module B ®, M.

b) On suppose que p(A) est contenu dans le centre de B. Montrer que M est plat (resp. fidélement plat,
resp. projectif de type fini) si et seulement si le B-module B ® , M lest.

13) Montrer que tout module plat de type fini P sur un anneau intégre A est projectif (considérer une

présentation 0 - R 4 L & P — 0, ol L est libre de type fini ; choisir un sous-module de type fini R’
de R tel que R/R’ soit de torsion, et appliquer le théoréme 1, p. 14).
#714) a) Soit 0 > R —» L — E — 0 une suite exacte de A-modules, oit L est un A-module libre; soit
(e,) une base de L. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) E est plat.
. B) Pour tout x € R, si a, est I'idéal a droite engendré par les composantes de x sur la base (e,), on a

x€a, R,

v) Pour tout x e R, il existe un homomorphisme u, : L — R tel que u,(x) = x.

8) Pour toute suite finie (x;); <;<, d’éléments de R, il existe un homomorphisme » : L — R tel que
u(x;)) = x; pour 1 < i < n (Utiliser le th. 1, p. 14.)
b) Soit r le radical de A, et soit 0 » R - L - E — 0 une suite exacte de A-modules, telle que L soit libre.
On suppose que E est plat et que R est contenu dans rL. Montrer que 'on a alors R = 0 (avec les nota-
tions de a), observer que a, est un idéal de type fini et que 'on a a, = a, x).
¢) Soit E un A-module plat de type fini; supposons qu’il existe un idéal bilatére b de A contenu dans
le radical de A, tel que E/bE soit un (A/b)-module libre. Montrer que E est alors un A-module libre (obser-
ver qu'il existe un A-module libre de type fini L tel que L/bL soit isomorphe a E/bE et appliquer b)).
En particulier, tout module plat de type fini sur un anneau /oca/ est libre.
15) Soient A un anneau, a un élément de A, Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentss :

a) a € aAa.

B) Aa est facteur direct dans le module A,

Y) A,/Aa est un A-module plat.

8) Pour tout idéal & droite b de A, ona b n Aa = ba.
16) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

o) Tout élément a e A vérifie les propriétés équivalentes de I’exercice 15.

B) Tout idéal & gauche de type fini est facteur direct de A,

v) Tout A-module & gauche est plat.

8) Tout A-module a droite est plat.

On dit alors que A est un anneau absolument plat (cf. V111, § 8, exercice 15).
17) Soit A un anneau absolument plat (exercice 16).
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a) Soit P un A-module projectif. Montrer que tout sous-module de type fini de P est facteur direct de P
(se ramener au cas ou P est libre de type fini).
b) Montrer que tout A-module projectif est somme directe de sous-modules monogénes, isomorphes
& des idéaux monogenes de A. (Utiliser le théoréme de Kaplansky (I, p. 183, exercice 2) pour se ramener
au cas ol P admet une famille dénombrable de générateurs, puis utiliser a).)
¢) Montrer que tout idéal de A engendré par une famille dénombrable de générateurs est projectif.
d) Donner un exemple d’un anneau absolument plat A et d’'un A-module de type fini non projectif.
#118) Soit M un A-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est de type fini (resp. de présentation finie).

B) Pour tout systéme inductif (N, u;;) de A-modules relatif & un snsemble préordonné filtrant 1, I’homo-
morphisme canonique ll_m) Hom, (M, N - Hom, (M, h_rn) N;) est injectif (resp. bijectif).

iel iel

v) Pour toute famille (P), ;, de A-modules & droite, ’homomorphisme canonique
(H Pj) M- n (Pj ®s M)
jel jel

(I, p. 61) est surjectif (resp. bijectif).

8) Pour tout ensemble 1, Phomomorphisme canonique A} ® , M — M! est surjectif (resp. bijectif).
19) Soient A et B deux anneaux, © : A — B un homomorphisme, M un B-module. On munit B ® , M
et Hom, (B, M) des structures de B-module & gauche déduite de la structure de B-module de B. On dit
que M est projectif relativement @ A, ou @-projfectif, si la surjection canonique B ® , M — M admet une
section B-linéaire ; on dit que M est injectif relativement & A, ou @-injectif, si I'injection canonique

M - Hom, (B, M)

admet une rétraction B-linéaire.
a) Si M est projectif (resp. injectif) en tant que A-module et @-projectif (resp. @-injectif) alors M est un
B-module projectif (resp. injectif).
b) Pour tout A-module N, le B-module B ® , N (resp. Hom, (B, N)) est @-projectif (resp. @-injectif).
¢3 Onsuppose que @(A) est contenu dans le centre de B. Soit N un A-module, P un B-module ¢-projectif.
Montrer que le B-module P ® , N (resp. le B-module a droite Hom,(P, N)) est @-projectif (resp. o-
injectif).
20) Soient A un anneau principal, @ un élément non nul de A, B = A/Aga. Montrer que le B-module B,
est injectif.
21) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est noethérien.

B) Tout A-module limite inductive de A-modules injectifs est injectif.

y) Tout A-module somme directe de A-modules injectifs est injectif.

(Pour prouver que v) entraine a), soit (a,),, une suite croissante d’idéaux & gauche de A, a = l;l s

I, une enveloppe injective de a/a,. L’homomorphisme naturel de a dans @ I, est la restriction d’un homo-
morphisme f: A - @ 1,; considérer f(1).)

22) Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, © un élément extrémal de A. Montrer que le
composant n-primaire du A-module K/A est une enveloppe injective du A-module A/n" A pour toutn > 1.
#723) Soient I un A-module injectif, E ’anneau End,(I), r I'ensemble des éléments u de E tels que I soit
enveloppe injective de Ker (1).

a) Montrer que r est un idéal bilatére et que I'anneau E/r est absolument plat (exercice 16). (Soit » un
¢lément de E, N un sous-module de I tel que N m Ker u = 0 et maximal pour cette propriété ; montrer
qu'il existe v € E tel que vu(x) = x pour tout x € N, et en déduire que uou — uer.)

b) Montrer que t est le radical de E (inclusion r(E) < r résulte de a) ; montrer que pour tout uer,
1 — u est bijectif).

¢) On suppose que ! est somme directe d'une famille finie d’injectifs indécomposables. Montrer que
Panneau E/r est semi-simple.

#7 24) Soit i : A - I une enveloppe injective du A-module A,. On pose E = End,(I) et B = Endg(),
de sorte que B est le bicommutant du A-module 1 (VII1, § 3, déf. 1). On considére A comme un sous-
anneau de B. Onnotej: B — l et p : E — 1 les applications définies par j(b) = b(i(1)) et p(u) = u(i(1))
pour beB, ucE.

a) Montrer que p est une surjection et j une injection.
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b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) L’application p est bijective.

B) L’application j est bijective.

v) Le A-module B est injectif.

Si ces conditions sont réalisées, 'application j ~
opposé & B.
¢) Soit & I'ensemble des idéaux & gauche a de A tels que a N b # (0) pour tout idéal a gauche non nul b.
On note s(A) I'ensemble des éléments g de A pour lesquels il existe a € § tel que aa = 0. Montrer que
s(A) est un idéal bilatére de A.

d) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) s(A) = 0.

B) L’anneau E est sans radical.

v) L’anneau B est absolument plat.

Si ces conditions sont réalisées, les propriétés équivalentes de b) sont satisfaites.

(Soit s(1) 'ensemble des éléments x de I pour lesquels il existe a & & tel que ax = 0. En utilisant 'exer-
cice 23, prouver que p~ !(s(1)) est égal au radical r de E, d’ol 'implication B) => ¢). Monirer ensuite que
a) implique r = Ker (p) = 0, ce qui entraine B) et y) (compte tenu de P’exercice 23) ainsi que la condi-
tion @) de b). Montrer enfin que ) entraine «).)
e) Si A est noethérien 4 gauche, I'idéal s(A) est nilpotent (prouver d’abord que tout élément a de s(A)
est nilpotent, en considérant les annulateurs a gauche des 4" ; puis utiliser I'exercice 8, b) de VIII, § 9).
#725) On suppose que 'anneau A est noethérien a gauche et ne contient pas d’idéaux bilatéres nilpotents.
a) Démontrer que 'anneau B défini dans I'exercice 24 est semi-simple (« théoréme de Goldie » ; utiliser
'exercice 23, ¢) et 'exercice 24, d) et ¢)). Si de plus (0) est un idéal bilatére premier dans A (VIII, § 8,
exercice 19), montrer que B est simple.
b) On identifie A & un sous-anneau de B. Démontrer les propriétés suivantes :

(i) Tout élément de A simplifiable & gauche est inversible dans B (donc simplifiable dans A).

(ii) Tout élément b de B peut s’écrire s~ ' a, avec s € A, a € A et s simplifiable.
On dit parfois que B est 'anneau total des fractions d gauche de A.

(Pour prouver (ii), se ramener au cas ol B est simple. Montrer qu’alors ’idéal (0) de A est premier.
Soit a un idéal de &, a un élément de a pour lequel I'idéal a droite aB est maximal parmi les idéaux a’ B
(a' € a), x un élément de B tel que axa = a. Prouver que B(l — xa) = aB, d’out

(Bl —ax)na).(BA — xa)na) = (0);

en déduire que g est simplifiable. Conclure en prenant pour a I'ensemble des a € A tels que abe A.)
¢) On suppose que tout élément non nul de A est simplifiable. Montrer que B est un corps, qui est un
corps des fractions & gauche pour A (¢f. 1, p. 155, exercice 15).
#126) a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

&) L’anneau A est noethérien a droite, et le A-module A, est injectif.

«®) A est noethérien a gauche et le A-module A, est injectif.

B) L’anneau A est auto-injectif (VIII, § 2, exercice 11).

(Prouver que ) entraine que tout idéal & droite v vérifie r = t° Montrer alors que r(A) est nilpotent,
et en déduire que A est artinien 4 droite en utilisant I’exercice 23. Démontrer ensuite que le dual d’un A-
module & gauche simple est simple. En déduire que A est ncethérien a gauche et finalement auto-injectif.
b) Montrer que I'anneau A est auto-injectif si et seulement si tout A-module injectif est projectif et tout
A-module projectif est injectif.
#727) On suppose 'anneau A noethérien a gauche.
a) Soit I un A-module injectif indécomposable. Montrer que ’'ensemble des idéaux annulateurs d’un sous-
module non nul de I admet un plus grand élément A(I), qui est un idéal bilatere premier (VIII, § 8, exer-
cice 19).
b) Montrer que pour tout idéal bilatére premier p de A, il existe un A-module injectif indécomposable |
tel que A(I) = p (considérer un facteur direct indécomposable de I’enveloppe injective de A/p).
¢) On suppose A commutatif. Montrer que tout A-module injectif indécomposable 1 est enveloppe injec-
tive de A/A(1). En déduire que I'application 1 — (1) définit une bijection de ’ensemble .# des classes de
A-modules injectifs indécomposables sur I’ensemble des idéaux premiers de A. La bijection inverse associe
a I'idéal p ’enveloppe injective de A/p.
d) Montrer que pour que I'application I — (1) de #sur 'ensemble des idéaux bilatéres premiers de A
soit bijective, il suffit que A vérifie la condition (H) suivante :

! p est un isomorphisme de I'anneau E sur I'anneau
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(H) Pourtoutidéala gauche ade A, il existe des éléments x, ..., x, de A/a tels que

Ann (A/a) = ( Ann (x) .

¢) Montrer que la condition (H) est vérifiée dans les cas suivants :

o) Tous les idéaux & gauche de A sont bilatéres.

B) A est artinien.

y) Lecentre Z de A est un anneau noethérien et A est un Z-module de type fini.
/) Soient k un corps, Q" le monoide additif des nombres rationnels > 0, A I'algébre 4?7}, a un élément
non nul de A, 1 'enveloppe injective de A/Aa. Montrer que le A-module | est indécomposable, mais ne
contient pas de sous-module isomorphe & A/p pour p premier (remarquer que I’ensemble des idéaux de A
est totalement ordonné et que A ne contient que deux idéaux premiers).
28) Soient A un anneau ncethérien, M un A-module, I une enveloppe injective de M, somme directe d’une
famille (1,), .; de sous-modules indécomposables. On note Ass (M) I'ensemble des idéaux bilatéres pre-
miers A(1,), pour o € J (exercice 27) ; si p € Ass (M), on dit que p est associé d M.
a) Ona Ass(M) # & si M # 0; si M est de type fini, 'ensemble Ass (M) est fini.
b) Montrer qu’un idéal bilatére premier p est associé & M si et seulement si M contient un sous-module N
tel que Ann (N’) = p pour tout sous-module non nul N’ de N. Si A est commutatif, p est associé 4 M si et
seulement si M contient un sous-module isomorphe a A/p.
¢) Soit M’ un sous-module de M. Montrer qu’on a

Ass (M) = Ass (M) = Ass M) U Ass (M/M") .

dyOn pose J, = % I, et Qpy={3 J,) "M Montrer quon a N Q) =10 et
Ad) =»p q#p p & Ass (M)
N Q) # 0 pour tout sous-ensemble E de Ass (M) distinct de Ass (M). Pour tout p € Ass (M), on a
peE

Ass(M/Q®) = {p }.

e) Soit aun élément du centre de A. Montrer que pour que '’homothétie de rapport a soit injective dans M,

il faut et il suffit que @ n’appartienne 4 aucun des idéaux premiers associés & M.

* 29) On suppose que 'anneau A est commutatif et noethérien. Soit a un idéal de A.

a) Soit H un A-module tel que tout élément de H soit annulé par une puissance de a. Montrer que pour que

H soit injectif, il suffit que pour tout entier n > 1, tout A-module M de type fini annulé par a” et tout

sous-module M’ de M, I'homomorphisme naturel Hom, (M, H) — Hom, (M’, H) soit surjectif.
(Utiliser le fait que pour tout idéal bde A, il existe unentier ¥ > Otel queb N a* < ba (AC, I11,§ 3, n° 1,

cot. 2).)

b) Soit M un A-module injectif. Pour » > 1, on note H, le sous-module de M formé des éléments annulés

par a”; on pose H = {J H,. Montrer que H est un A-module injectif.

¢) Montrer que pour tout élément de I'enveloppe injective de A/a est annulé par une puissance de a.
30) On suppose 'anneau A local, commutatif et noethérien; on note m son idéal maximal, k£ = A/m.
Soit I un A-module tel que tout élément de I soit annulé par une puissance de m. Pour tout A-module M,
on note T(M) le A-module Hom, (M, I) et ¢, : M — T(T(M)) 'homomorphisme défini par

(M) (u) = u(m) pour meM, ueT(M).

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

o) Pour tout A-module de longueur finie M, le A-module T(M) est de longueur finie et ’homomor-

phisme ¢y : M - T(T(M)) est bijectif.

B) Pour tout A-module de longueur finie M, on a long T(M) = long M.

v) Le A-module | est injectif et les A-modules & et T(k) sont isomorphes.

8) Le A-module | est isomorphe a I'enveloppe injective de k.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit parfois que 1 est un module dualisant pour I'anneau A.

(Montrer que la propriété y) est équivalente & chacune des trois autres : pour voir que o) ou B) entraine
v), utiliser ’exercice 29.)
31) Avec les hypothéses de I'exercice précédent, soit B un anneau local, commutatif et noethérien et soit
p : A - B un homomorphisme d’anneaux qui fasse de B un A-module de type fini. Si I est un module
dualisant pour A, montrer que le B-module Hom, (B, I) est dualisant pour B. En particulier pour tout
idéal a de A, le sous-module de | formé des éléments annulés par a est un module dualisant pour A/a.
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32) a) On garde les hypothéses de I’exercice 30 ; on suppose de plus que A contient un corps &, tel que k

soit un k,-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que le A-module I = h_r’n Hom, (A/m", ko)
n

est dualisant pour A.

b) Soient k un corps de caractéristique zéro, B 'anneau de séries formelles £[[T,, ..., T,]]. On munit le

groupe | = k[X,, ..., X,] d’une structure de B-module en posant T;,.P = ¢P/dX, pour tout

P e k[X,, ..., X,]. Montrer que I est une enveloppe injective de k.

§2

1) On suppose I'anneau A principal ; soit C un complexe de A-modules libres.
a) Montrer que C est somme directe d’une famille de complexes (°E), . 5 vérifiant : PE, = 0 pour n # p,
p—1;Z,(E)=0.
b) On suppose de plus que C, est de type fini pour tout ne Z. Montrer que C est somme directe de
complexes ayant seulement, soit une composante non nulle, soit deux composantes consécutives non
nulles, ces composantes étant isomorphes 4 A.
2) Soient Cet C’ deux complexes de A-modules ; on suppose que les complexes C et B(C) (resp. C’ et Z(C"))
sont projectifs (resp. injectifs). Montrer que tout morphisme de complexes de H(C) dans H(C’) est induit
par un morphisme de C dans C'.

3) Soit C un complexe de A-modules ; on considére C comme un A(g)-module (X, p. 27). On note

i:A - A)

'injection canonique.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) C est i-projectif (X, p. 170, exercice 19).
(ii) C est i-injectif (Joc. cit.).
(iii) Le complexe C est homotope & zéro.

(iv) Il existe un A-module gradué M et un isomorphisme de A(e)-modules gradués A(s) @, M - C.
(v) 1l existe un A-module gradué N et un isomorphisme de A(e)-modules gradués C —» Hom,(A(g), N).
4) a) Soit C un A-complexe borné d droite, tel que C et H(C) soient projectifs. Montrer que C est scindeé.
b) Sur I'anneau B=A(e) (X, p. 27), on considere le complexe C défini par C, =B pour tout n, et d(b) =eb

pour b € B. Le complexe C est libre d’homologie nulle, mais non scindé.

5) Soient C un complexe, s une scission de C, § : C — C un homomorphisme gradué de degré — 1, tel que

(d + 8)o(d + 8) = 0. Onnote C’ le complexe (C, d + 3). On suppose que I'application A-linéaire 8 de C

dans C définie par 8 = 1 + 85 est bijective.

a) Pour que 50! soit une scission de C', il faut et il suffit que §(Z(C)) = 6(B(C)).

b) On suppose les conditions de a) satisfaites. Montrer qu’il existe des décompositions en somme directe :

C = B(C) @ Ker (ds) = B(C") @ Ker (ds). Si p (resp. p’) est le projecteur d’image Ker (ds) et de noyau

B(C) (resp. B(C)), onap’ = po~".

c) On suppose de plus que I'application A-linéaire A de C dans C définie par A = 1. + 53 est bijective.

Montrer qu'on a Z(C') = A~HZ(C)) et C = Z(C) @ Im (sd) = Z(C') @ Im (sd). Si g (resp. ¢') est le

projecteur d’image Z(C) (resp. Z(C")) et de noyau Im (sd), ona g =171 gq.

6) On garde les notations de I'exercice 5 ; on suppose de plus que A est commutatif, que les complexes C et

C'/B(C") sont plats et qu’il existe un idéal m de A vérifiant §(C) =« mC eto (B(C) + m" C) = B(C) (* cette

derniére condition est toujours vérifiée si A est local noethérien d’idéal maximalm et si C, est un A-module

de type fini pour tout #, ¢f. AC, 111, § 3, n° 3, prop. 6). , Montrer alors que s6 ™' est une scission de C’.
(Les hypothéses de platitude entrainent Im (d + 8) n m" C = (d + 8) (m" C) pour tout n; si x € Z(C),

construire par récurrence des éléments y, € C, z, € Z(C) n m" C tels que 8(x) = 6d(y,) + 8(z,). Conclure

a Taide de l'exercice 5, a).)

7) Soient C et C’' deux complexes, s,(resp. s’) une scission de C (resp. C'), u : C' —» C un morphisme de

complexes. On définit un A-endomorphisme o de Con (v), gradué de degré — 1, en posant

oy, x) = (= s'(¥), 5(x) — sus'(y7)).

Montrer que pour que © soit une scission de Con (), il faut et il suffit que 'on ait H(y) = 0.
8) Soit0 - M’ % M 5 M” — Oune suite exacte de A-modules, que I’on peut considérer comme une suite
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exacte de complexes (nuls en degrés # 0). Montrer que le morphisme de complexes ¢ : Con (¥) - M”
(X, p- 39) est un homotopisme si et seulement si la suite exacte 0 - M’ - M - M” — 0 est scindée.
9) Soit u : C' — C un morphisme de A-complexes. On note v : C —» Coker (4) 'application de passage
au quotient. On considére les A-homomorphismes gradués

o: (Keru)y(—1) - Con(u) et ¢ :Con (u) » Coker ()

définis par a(x") = (x', 0), @(x’, x) = v(x) pour x’ &€ C', x @ C. Montrer que a, ¢ sont des morphismes de
complexes et qu’ils donnent lieu 4 une suite exacte

= H,_ (Ker u) 2= H (Con () 22 H,(Coker u) —> H, _,(Ker 1) — -
oli § est le composé des homomorphismes de liaison relatifs aux deux suites exactes

0-Keru>C' >Imu—-0 e 0-Imu—->C— Cokeru — 0.

10) Soient u : C —» C’ un morphisme de A-complexes, P un A-module projectif, # un entier > 0,
h:P — H,(Con (u))

un A-homomorphisme. Montrer qu’il existe un complexe C, une suite exacte de complexes
05CHCoP(—n) >0

et un morphisme 7 : C - C’tels que o i = uet que le morphisme C(7) : Con (¥) - Con (#) induit par i
vérifie les propriétés suivantes :

@) L'application H,(C(9) : H,(Con ()} - H,(Con (i0)) est bijective pour p # n,n + 1;

B) 11 existe une suite exacte

0~ H,, ,(Con () sl g, ,(Con @) » P4 H,(Con ()~ H (Con (@) - 0.

11) On appelle bicomplexe de A-modules un triplet (C, d’, d”), ot C est un A-module gradué de type
Z x Z,d' : C - Cun A-endomorphisme gradué de degré (— 1, 0) et 4" : C - C un A-endomorphisme
gradué de degré (0, — 1), satisfaisant & d'od’ = d"od” =d’ od” + d"od’ = 0. On utilisera aussi
la graduation ascendante définie par C? = C_, _ pourp,ge Z.

On note Z'(C), Z'(C), B'(C), B"(C) les sous-bicomplexes Ker (d'), Ker (d"), Im (d’), Im (d@”), et H'(C)
(resp. H"(C)) le bicomplexe Z'(C)/B'(C) (resp. Z"(C)/B"(C)).
a) Onposed = d’' + d”. Montrer que lorsque I’on munit C de la graduation totale associée a la bigradua-
tion donnée (définie par C, = @ C,,,, cf. 11, p. 164}, le couple (C, d) est un complexe. On dit que c’est

ptg=n

le complexe associé au bicomplexe (C, d’, d") ; son homologie est notée H(C).
b) Soient (C, d’,d") et (K, &', 8”) deux bicomplexes. On appelle morphisme de (C, d’, d”) dans (K, &', &)
un A-homomorphisme gradué u de degré (0, 0) de C dans K vérifiant : ' cu=ucd et 8" cu=wucd".
Montrer que u induit un morphisme des complexes associés.
¢) Soient u, v deux morphismes de bicomplexes de C dans K. On appelle homotopie reliant u a v un couple
(s', s") de A-homomorphismes de C dans K, gradués de degrés (1, 0) et (0, 1) respectivement, tel que

g—f=dos +5od +d'os" +5"0d";, sod" +d o5 =0, s'0od +dos" =0,

Montrer que 5" + s” est une homotopie reliant les morphismes de complexes associés induits par u et v.
12) Soit (C,d’, d”) un bicomplexe, tel que 'on ait H, _ (C) = 0 pour tout pe Z, H_, ,..,(C) = 0 pour
g2 0,H,_,_ (C)= 0pourr =0, et qu’il existe des entiers positifs a et b tels que C, _, = C_;, = 0.
Démontrer que le A-module Hj ,(C) est nul.

13) Soit I un ensemble fini ; on notera (¢;),,, la base canonique du Z-module Z'. On appelle I-complexe
(resp. I-précomplexe) de A-modules un A-module C gradué de type Z!, muni d’une famille de A-endomor-
phismes (d,), ., tels que d; soit gradué de degré (— ¢,), vérifiant :

dyed; =0 pourtout iel;
diod; + djed, = O(resp. diod; = d;od) pour i jel.

Si Card (I) = 1, un l-complexe est un complexe ; si Card (I) = 2, un I-complexe est un bicomplexe
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(exercice 11). Si (C, (d)) et (C', (4/)) sont deux l-complexes (resp. I-précomplexes), un morphisme de

(C, (4)) dans (C', (d/)) est un homomorphisme gradué de degré zéro u : C - C' tel que d/ o u = u o d

pour tout i e 1.

a) Soit (C, (d)) un I-complexe. Sil’on munit C de la graduation totale (de type Z) déduite de sa graduation,

montrer que (C, Y d;) ast un complexe de A-modules, dit complexe associé au I-complexe (C, (d))).
iel

Montrer qu'un morphisme de I-complexes induit un morphisme des complexes associés.

b) Soit C un I-précomplexe, et soit R une relation d’ordre total sur I, notée <. Pour'k = (k,),,;, x e C, et

iel, on pose

8;(x) = (~ 1)J<‘ d(x) Montrer que (C, (§,)) est un I-complexe, noté Cg.

¢) Soient R, Rpdeux relations d’ordre total sur I, notées <, et <g. Soit up,I’endomorphisme de C défini par
u(x) = (— 1y® xpourx e Cy,avece(k) = 3 k k » Montrer que u, est un morphisme de I-complexes de
Cg, dans Gy, i<qj

Jj<pi

d) Soit S ’'ensemble des relations d’ordre total sur | ; on munit S de la relation de préordre triviale (c’est-a-
dire telle que R, < R quels que soient R, Ry € 5). Montrer que le systéme (Cy,, ,,) st un systéme pro-
jectif de I-complexes, relatif 4 S ; sa limite C est un I-complexe, appelé I-complexe associé au I-précomplexe
C. Montrer que tout morphisme de I-précomplexes induit un morphisme des I-complexes associés.
#714) On appelle suite spectrale de A-modules la donnée d’une suite de A-complexes (E,, 4,), , et d’appli-
cations a, : H(E,) = E,, y, telle que :

(i) La graduation du complexe E, est la graduation totale associée & une bigraduation

® EXC22;
pgeZ

on a d(EF) < EPrra=rel,

(ii) Les applications , sont des isomorphismes de A-modules bigradués.

On utilisera ¢galement la bigraduation descendante de E, : onnotera E] = E; 771,
a) On notera ici Z,,,(E,) (resp. B,,,(E,)) le A-module blgradue Kerd (resp Imd,). Soit

by Er - Er/Br+1(Er)

I"application de passage au quotient et i, : E,,, — E,/B,,(E,) l'application composée de o ' et de
Pinjection naturelle. Pour tout r > 2, on deﬁmt par récurrence sur & les sous-modules blgradues Z,.(E)
et B,, (E,) de E, en posant :

Zr+k(Er) = pr_l(ir(zr+k(Er+1))); Br+k(Er) = Pr_l (ir(Br+k(Er+1)))'
Démontrer que ['on a des inclusions :

0< B, (E) @B, 3(E) = ... @ Z,,E) < Z,.,,E)c<E,

et que E, est isomorphe & Z,(E,)/B,(E,) pourk > r + 1.

On pose Z_(E,) = n Z(E,), BL(E)) = U B(E,) et E, = Z_(E,)/B,(E;). On dit que la suite

rz3
spectrale est réguliére si la suite décroissante (Z,(E£%), , est stationnaire pour tout couple (p, g).
b) Soient E=(E,, d,, o.,),», et E'=(E,, d/, &,),», deux suites spectrales de A-modules; on appelle mor-
phisme de E dans B’ une suite de morphismes de A-complexes %, : E, — E;, compatibles aux bigraduations,
tels que o, o H(x,) = u,,, o &, pour toutr > 2, Montrer que pour toutr > 2ettoutk > r + 1, u, induit
un homomorphisme de Z,(E,) (resp. B,(E,)) dans Z,(E)) (resp. B,(E})). En particulier, u, induit des homo-
morphismes Z_ (u;) : Z,(E;) = Z(E3), B, (#,) : Bo(E;) » B (Ey) et u,, : E, — E_ ; tous ces homo-
morphismes sont compatibles aux bigraduations.
¢) On suppose que u, est un isomorphisme. Montrer qu'alors u, est un isomorphisme pour tout > 2,
ainsi que B (1,). Side plus les suites E et E' sont réguliéres, Z  (u,) et u,, sont des isomorphismes.
d) Soit G = @ G” un A-module gradué, muni d’une suite décroissante (F* G),, , de sous-A-modules
neZ N
gradués, telle que N F? G = 0 et U F? G = G. On dit que la suite spectrale E approche (G, (F? G), . 5)
§4 p

(ou simplement G) s’il existe des isomorphismes 7 : E# — (F? G)**4/(FF*! G)**4 pour tout

.geZ xZ.



A .X. 176 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §2

On dit que la suite spectrale E converge vers G si elle approche G et si de plus :

(i) La suite spectrale E est réguliere ;

(ii) Pour tout entier #, il existe un entier p tel que (F? G)* = 0.

Supposons que E (resp. E’) converge vers G (resp. G'). Soient  : E — E’ un morphisme de suites spec-
trales, v : G — G’ un homomorphisme gradué de degré 0, tel que v(F? G) = F? G’ pour tout p et que les
homomorphismes induits 37" : (F? G)"/(F**! G)* — (F? G")%/(F?*! G')" vérifient 577 4 o BP4=B'P40 3220
pour tout couple (p, g). Montrer que si #4? est un isomorphisme pour tout couple (p, g), alors v est un iso-
morphisme.

15) Soit E une suite spectrale de A-modules, qui approche un A-module gradué G (exercice 14).
@) On suppose E&? = 0 pour p < 0. Montrer que les applications ¢, induisent pour tout ¢ des A-homo-
morphismes injectifs :

0,9 0,4 0.9
EZf— .- E3? - E}

d’oli, par composition avec (f%) ! et avec 'application de passage au quotient, un A-homomorphisme
y7: G? > Eg4,

b) On suppose E2% = 0 pour ¢ < 0. Montrer que les applications o, ' induisent des homomorphismes
surjectifs :

.0 ,0 ,0
E2% > E§% — ... » E2

d’olt par composition avec $#° un A-homomorphisme 8 : E&° — G
¢) On suppose vérifiées les hypothéses de a) et b), c’est-a-dire E{? = O0sip < Ooug < 0. Montrer que la
suite

0 - E}°-% G' 4 EP! 4 E20 -5, G?

est exacte.

d) On suppose E3? = 0sip > Ooug > 0;définir une suite exacte analogue a celle de ¢).

e) On suppose qu'il existe des entiers r, d, avec d 2 r = 2, tels que EX = Osip # 0, d. Définir une suite
exacte :

PN Ef,n—d - G" > E?’" - Ef'"+1_d N Gn+1 5 ene
Side méme E?? = 0 pour g # 0, d, montrer qu’il existe une suite exacte :
o - E:"O S G E:—d,d . E:M-I.O —- .
f) Onsuppose E4? = 0sig # 0 (resp. p # 0). Montrer que "homomorphisme
8" . E%® —» G" (resp. y" : G" - E$")

est bijectif pour tout n.

€7 16) Soient C un A-complexe, (F? C),., une suite décroissante de sous-complexes de C.

a) Pour p, g, r € Z, soit M?? 'ensemble des éléments x de (F? C)?*9 tels que dx e F?** C; pour r > 0, on
pose EP = MP9j(dM2Zi*tatr=2) 4 MP*1.a71} et on note d, : E?¥ — EZ*14~"*! T'homomorphisme
déduit de d par passage aux quotients. Montrer qu’il existe pourr > Ounisomorphismea, : H(E,) ~ E, .,
de sorte que la suite (E,, d,), » ,, munie des applications a,, est une suite spectrale. Ona

E2¢ = (F? C)yP*9/(Fr+! Cypta,

b) On suppose que 'FJ F? C = Cetque pourtout n, il existe un entier p tel que (F# C)* = 0. Montrer que la

suite spectrale définie en a) converge (exercice 14) vers le A-module gradué H(C), muni de la suite de sous-
modules gradués F” H(C) = Im H(i,) ot i, : F? C — C est l'injection canonique.

¢) SiF®C = C,le A-module E?? est nul pourp < 0;si(F? C)" = Opourp > n,onaE? = Opourg < 0.
d) Soient C’ un second complexe, (F? C'), .z une suite décroissante de sous-complexes de C', E’ la suite
spectrale associée. Soit # : C » C’ un morphisme de complexes tel que u(F? C) = F? C’ pour tout p.
Montrer que » induit un morphisme de suites spectrales ¥ : E - E’.

¢) Avec les notations de d), soit v : C — C’ un second morphisme tel que »(F? C) <« F? C’ pour tout p,
et soit 4 une homotopie reliant 4 & v. Soit k un entier > 0 tel que A(F? C) = F?~* C' pour tout p. Montrer
que #, = §, pourr > k.
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17) Soit C un bicomplexe (X, p. 174, exercice 11).
a) On définit deux suites décroissantes ('F? C), et ("F? C),
en posant

, « z de sous-complexes du complexe associé d C

(FrQO = @ Chr-t ('FECy = @ C i/,
izp izq

Soient ‘E et “E les suites spectrales correspondantes (exercice 16, a)). Montrer que pour tout couple (p, ¢),
le A-module 'E? (resp. "E5) est isomorphe & "HP("H4(C)) (resp. "H?('H¥(C))).
b) On suppose qu’il existe un entier n tel que C*? = 0 pour p > n ou pour ¢ < n. Montrer que la suite
spectrale 'E converge vers H(C). Si de méme il existe un entier m tel que C*? = 0 pour p < m ou pour
g = m, la suite spectrale "E converge vers H(C).
¢) On suppose que C» = 0 pour p < 0 ou ¢ < 0. Montrer que 'homomorphisme 87 : 'E* - H?(C)
(exercice 15) provient par passage 4 'homologie de I'injection canonique de complexes “Z%(C) — C.
De méme I'homomorphisme "E5° — H?(C) provient de I'injection 'Z%C) — C.
d) Soient € un second bicomplexe, 'E et "E les deux suites spectrales associées. Montrer que tout mor-
phisme de bicomplexes u : C — € induit des morphismes de suites spectrales u : 'E — '‘Eet"u:"E —» "E.
Montrer que si deux morphismes #, v de C dans C sont homotopes, les morphismes associés u et ‘v
(resp. "u et "v) sont égaux (utiliser 'exercice 16, ¢)).
18) Soit E une suite spectrale (exercice 14), telle que le A-module E, soit de longueur finie. Soit € 'en-
semble des classes de A-modules de longueur finie; montrer que 'on a Y (E;) = %(E,) = %«(Es)
pour tout r = 2 (X, p. 41). Si de plus E converge vers un A-module gradué G, celui-ci est de longueur
finie et on a % {(G) = 1 (E,).
#719) On appelle schéma simplicial un couple (K, &), ott K est un ensemble et # un ensemble de parties
finies de K, appelées faces de K, tel que tout sous-ensemble d’une face soit une face et que tout point de K
appartienne a au moins une face. Une application simpliciale d’'un schéma simplicial (K, #) dans un
schéma simplicial (L, ) est une application de Kdans L qui transforme toute face de K en une face de L.
a) Soit n un entier 2 0. On appelle n-simplexe du schéma simplicial K toute suite (v, ..., ,) d’é¢léments
de K telle que les o, appartiennent & une méme face de K. On note S,(K, A) le A-module libre engendré
par les n-simplexes pour n = 0, et on pose S, (K, A) = 0 pour n < 0. On définit un A-homomorphisme

d, :S(K,A) > S,_,(K, A) en posant d,=0 pour n < 0 et d,(&y, .0, %)= 2, (= 1) gy wees 85 +ov %)
i=0

pour tout z-simplexe (%, ..., &,) (le signe " sur une lettre signifie qu’elle doit &tre omise). Montrer que
d,_, o d, = 0 pour tout n, de sorte que (S(K, A), d) est un complexe de A-modules. On définit de méme
un A-complexe C(K, A) en posant C"(K, A) = Hem, (S,(K, Z), A), 8" = Hom (d,, 1,) pour tout #.
Pour # > 0, on note parfois H (K, A) (resp. H'(K, A)) le A-module H,(S(X, A)) (resp. H(C(K, A))).
b) Soit K, L deux schémas simpliciaux, f: K — L une application simpliciale. Montrer que f induit
des morphismes de complexes S(f) : S(K, A) —» S(L, A) et C(f): C(L, A) - C(K, A), d’ol des A-
homomorphismes f, : HK, A) - H(L, A) et /* : H(L, A) - H'(K, A).

¢) Soit g : K — L une seconde application simpliciale. On dit que f et g sont simplicialement homotopes
si pour toute face o de K, I'ensemble f(¢) U g(c) est une face de L. Montrer que les morphismes S(f)
et S(g) (resp. C(f) et C(g)) sont alors homotopes (définir une homotopie # en posant

Hatg s 9) = Z (= D (F@o) - F() 9@ o 9ot

pour tout n-simplexe (2g, ..., &)

d) On dit que le schéma simplicial K est conique s’il existe un point s de K tel que pour toute face o de K,
G v { s } soit une face. Montrer qu’il existe alors des homotopismes de S(K, A) et de C(K, A) sur A.
e) On note D(K, A) le sous-complexe de S(K, A) engendré par les simplexes (o, ..., a,) pour lesquels
deux des o; sont égaux, et par les éléments de la forme (g, ..., &,) — &(0).(Ag(op s Oorn) POUT tOUL
n-simplexe (%, ..., &,) et toute permutation o de { 0, ..., n }. Montrer que D(K, A) est un sous-complexe
de S(K, A), et que I'application de passage au quotient p : S(K, A) - S(K, A)/D(K, A) est un homo-
topisme (un homotopisme réciproque s’obtient en choisissant un ordre total sur K et en associant & la
classe modulo D(K, A) d’un simplexe (¢, ..., o) le simplexe &(c).(dyq) --+» o) OU O est la permu-
tation telle que oyq) < ... < Gy, Si tOUs les oy sont différents, et O dans le cas contraire).

*20) Soit R un anneau de valuation discréte (AC, VI, § 3, n° 6) complet, & corps résiduel k de caracté-
ristique p > 0. On suppose que le corps des fractions de R est de caractéristique 0. On note v la valua-
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tion normée de R, m I'idéal maximal de R et R* le groupe multiplicatif des unités de R. Pour tout entier
n 2= 0, soit R*(n) le sous-groupe de R* formé des éléments x tels que v(x — 1) = n.
a) Soit r un entier, ¥ > v(p)/(p — 1). Montrer que la série

exp(x) = +Zw Xxi
i=0

converge pour x € m” et définit un isomorphisme du groupe additif m” sur le groupe R*().
) On suppose que k est un corps fini 4 ¢ éléments. Soient » un entier > 1, u, le sous-groupe des éléments x
de R* tels que x" = 1. Montrer que les groupes p, et R*/(R*)" sont finis et que I'on a

Card (R*/R*")/Card (u,) = qu(n) .
(Soient % 'ensemble des classes de Z-modules finis, ¢ : K(%¥) » Q* 'homomorphisms défini par

o{[G]) = Card (G) pour Ge%,

C" le complexe de Z-modules tel que CP = 0 pour p # 0,1, C§ = C{P = R*(r), d,(x) = x" pour
x € R*(r). Démontrer que @(H(C")) est indépendant de r, puis utiliser a).) ,
21) On suppose que 'anneau A est une algébre commutative sur un anneau commutatif & ; le A-module
D,(A) des k-dérivations de A s’identifie alors au dual du A-module Q} ,, ce qui définit sur Q ,, une struc-
ture de A,(D,(A))-module & gauche (¢f. 11I, p. 165). Démontrer la formule

Ko Ao A X,) ddoo = f (“DX(XKor o AR A AX) do)
i=0
+ Y DX X AKX A AR A AR AL aX)de

0<i<jsp

ol we QL X, ..., X, € Dy(A), et ol le signe " sur une lettre signifie qu'elle doit étre omise. (Se ramener
au cas p = 1.)

22) On garde les conventions de I'exercice précédent; si M est un A-module, V une connexion sur M et
si X e D,(A), on note Vy le k-endomorphisme (1, ® X)oV de M.

a) Soient M, M, deux A-modules, munis de connexions 'V, 2V ; montrer qu’on définit une connexion V
sur M; @ M, (resp. M, ®, M,, resp. Hom, (M,, M,)) en posant V(m, + m,) = 'V(m,) + V(m,)
pour m; € My, myeM, (resp. Vyx(m; ® my)) = 'Vyx(my) @ my + m; ® Vx(m,) pour X e DyA),
m, e M, et m, € M,, resp. Vy(u) = *Vyou — uo 'Vy pour X € Di(A), ue Hom, (M;, M,).

b) Soit M un A-module, V.M ->M ®, Q,{,k une connexion sur M. Si X, Y € D,(A), on note R(X, Y)
le A-endomorphisme de M tel que R(X, Y) (m) = ( R(m), X A Y ) pour tout m e M. Démontrer la
formule : R(X, Y) = [Vg, Vy] — Vx y; (utiliser ’exercice 21).

¢) On suppose le A-module M projectif, de sorte que "homomorphisme de courbure R s’identifie 4 un
¢élément de End, (M) ®, Qi/,‘. Si 'on munit End, (M) de la connexion V définie en @), montrer que
I'on a V2R =0.

§3
1) Soient a, b deux éléments de A, tels que 'annulateur & gauche de a (resp. b) soit I'idéal Ab (resp. Aa).
Montrer que la suite
e A A B A B A A S A AJAG— 0,

ol §, (resp. 8,) désigne la multiplication & droite par a (resp. b), définit une résolution libre du
A-module A/Aa. Montrer que cette construction s’applique dans les deux cas suivants :

a) Soit A, un anneau; on prend A = Ay(e) (X, p. 27), a = b = &.

B) Soient G un groupe cyclique fini, ¢ un générateur de G, k un anneau commutatif. On prend

A=k9, a=1-¢, b= ¢,.
ge G

2) On suppose 'anneau A commutatif. Soit B une A-algébre; pour » > 0, on note &/ "(B) le produit ten-
soriel sur A de (n + 1) modules égaux & B. On pose &#"(B) = 0 pour » < 0 et &/(B) = @ #"(B). On
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définit un A-endomorphisme d gradué de degré ascendant + 1 de &/ (B) en posant :

n+1
dby ® -~ ®@b)= Y (- 1)b;®@ - ®b_, ®1;,®5,® - ®b, pourbgy,.,b,eB.

i=o
a) Montrer que d o d = 0, de sorte que (= (B), d) est un complexe de A-modules. Si M est un A-module,
on note #/(B, M) le complexe tel que #"(B, M) = &/"(B) ®, M, de différentielle d ® ly,.
b) On suppose que l'algébre B est un A-module fidélement plat (X, p. 169, exercice 9). Montrer que le
complexe </ (B, M) définit une résolution droite du A-module M. (Il suffit de vérifier que le complexe
B ®, #(B. M) définit une résolution de B ® , M ; construire un homotopisme A-linéaire entre ces
deux complexes.)
3) Soient B un anneau, a un idéal bilatére de B, b un idéal 4 gauche de B contenant a. On désigne par A
'anneau B/a, par p : B » A 'homomorphisme de passage au quotient et par b’ I'idéal p(b) = A.
@) On considére la suite d’injections canoniques :

“-sa"b—sa"—»a" 'boa !> 5a->b-B.

Montrer que la suite obtenue par produit tensoriel avec B/a
> a"b/a"*1 b - a"/a"*! > -+ > a/a® - bjab > A

définit une résolution gauche du A-module A/b’.

b) On suppose que les idéaux a et b sont des A-modules & gauche libres. Montrer que la résolution précé-
dente est une résolution libre du A-module A/b’. ]

¢) Soient G un groupe, k un anneau commutatif, A = k'@ l'algébre de G sur k, € : A — k I'nomomor-
phisme de k-algeébres tel que e(e;) = 1 pour tout g € G. On munit & de la structure de A-module (a gauche)
associée & I’homomorphisme €. Soient (g,), ¢; une famille génératrice de G, F le groupe libre construit sur I,
B = kP, n:F - G 'homomorphisme tel que n(t) = g, pour 1€l, p : B > A 'homomorphisme de
k-algébres déduit de n. Montrer que les idéaux a = Ker (p) et b = Ker (g o p) sont des B-modules &
gauche libres; en déduire une résolution libre du k®-module k.

(D’aprés 1, p. 147, exercice 20, le groupe Ker (x) admet une famille basique (r,),.;; montrer que les
éléments (e, — 1), pour a €J (resp. (¢, — 1), pour 1€ 1) forment une base du B-module & gauche a
(resp. b).

d) Avec )les notations de c), on pose R = Ker (n); soit ¢ : R - R/(R, R) I'application de passage au
quotient. On munit le k-module k¥ ®z R/(R, R) de la structure de A-module telle que

ey (L ®0(M) =1 ® o(fif ™)
pour tout r € R, fe F. Montrer qu’il existe une suite exacte de A-modules :

O—»k@zR/(R,R)—»Aﬂ)—»Aqk—»O.

4) On suppose 'anneau A commutatif.

Soient G un groupe, K un schéma simplicial (X, p. 177, exercice 19). Une opération de G dans K est
un homomorphisme de G dans le groupe des applications simpliciales bijectives de K dans lui-méme.
a) Une opération de G dans K définit une opération de G sur le A-module S(K, A) (loc. cit.) ; montrer
que cette action fait de S(K, A) un complexe de A@-modules.

b) On suppose que G opére librement sur I'ensemble sous-jacent & K. Montrer que les A‘@-modules
S.(K, A) sont libres.
¢) On suppose que le schéma simplicial K est conique. Montrer que le A‘®-complexe S(K, A) définit
une résolution gauche de A, muni de la structure de A®-module pour laquelle e,a = apourtousg € G,
acA.
d) Soit |G| le schéma simplicial (G, &), ou & est 'ensemble des parties finies de G. Le groupe G opére
par translations & gauche sur le schéma simplicial |G |; montrer que le A®-complexe S(|G |, A) est une
résolution libre du A®-module A.
e) Soit B(A®, A) la résolution standard du A‘“-module A; pour n > 0, le A®-module B, (A®, A)
s'identifie 4 (A©)®@*1) Montrer que ’homomorphisme A-linéaite u : S(|G|, A) = B(A'D, A), défini
par

(o, o On) = Go ® 9 9. ® .. ® g; 19, pourg, .., g, dans G,

est un isomorphisme de A‘®-complexes.
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5 a) Soient 0 » K-P->M -0, 0->K - P - M -~ 0 deux suites exactes de A-modules, avec
P et P’ projectifs. Montrer qu’il existe un diagramme commutatif :

0+ KoppP —-PP —M—=0
‘v ‘u tlm

0—-—P®K —~P@P — M —0

ol les lignes horizontales sont exactes, et ol u et v sont des isomorphismes (¢f. 11, p. 183, exercice 4).
b) Soient n un entier > 0, (P, p) et (P, p') deux résolutions gauches du A-module M, telles que P;=P;=0
pourj > netqueles A-modules P, et P; soient projectifs pour 0 < i/ < » — 1. Montrer que les A-modules
@ Py @ Pyyiy) et @ (Py; @ Py, ) sont isomorphes.

iz0 jz0

¢) Sous les hypothéses de b), montrer qu’il existe deux complexes projectifs R, R’, d’homologie nulle,
tels que R, = R} = 0 pour i ¢ [0, n], et un isomorphisme de résolutions u :P@® R - P’ @ R’

f76) .Soit M un A-module 4 gauche. On appelle présentation de longueur n ou n-présentation de M une
suite exacte

L,-L,_,->>L ~>L,»-M=-0

oll L, est un A-module 4 gauche libre (0 < / < n). On dit que la présentation est finie si tous les L, sont
des modules libres de type fini.

Si M est un A-module 4 gauche de type fini, on désigne par A(M) la borne supérieure (finie ou égale
& + o0) des entiers n > 0 tels que M posséde une n-présentation finie. Si M n’est pas de type fini, on
pose A(M) = — 1.
a) Soit0 » P - N — M — Ounesuite exacte de A-modules 4 gauche. Ona alors A(N) > inf (A(P), A(M)).
b) Soit L, % L,_, - - — Ly » M — 0 une n-présentation finic de M; si A(M) > n, montrer que
Ker (d,) est un A-module de type fini (utiliser ’exercice 5, b)).
¢) Montrer que, sous les hypothéses de a), on a

AM) > inf (M(N), A(P) + 1).

(Sin < inf (A(N), L(P) + 1), montrer par récurrence sur n que A(M) > n, en raisonnant comme dans a)
et utilisant b).)
d) Montrer que, sous les hypothéses de a), on a

AP) > inf (M(N), A(M) — 1).

(Méme méthode que dans c).) En déduire que, si A(N) = + oo, alors A(M) = A(P) + 1.
e) Déduire de a), ¢) et d) que, si N=M@P, on a

A(N) = inf (M(M), A(P)) .

En particulier, pour que N admette une présentation finie il faut et il suffit qu’il en soit ainsi pour M et P.
f) Soient N, N, deux sous-modules d’'un A-module M. Supposons que N; et N, admettent une présen-
tation finie. Pour que N, + N, admette une présentation finie, il faut et il suffit que N, n N, soit de
type fini.

7) @) Avec les notations de ’exercice 6, montrer que, si M est un module projectif, on a

AMM)= -1 ou AM) =+ .

Si A est un anneau ncethérien & gauche, alors, pour tout A-module M, on a A(M)= —1 ou A(M)= + c0.
b) Sia est un idéal 4 gauche d’un anneau A, qui n’est pas de type fini, A /a est un A-module monogene
qui n’admet pas de présentation finie, autrement dit M(A/a) = 0 (¢f. X, p. 11, prop. 6).

¢) Donner un exemple d’un idéal & gauche monogéne a d’un anneau A tel que A /a (qui est de présen-
tation finie) admette un dual qui ne soit pas un A-module & droite de type fini.

d) Soient K un corps commutatif, E Pespace vectoriel K™, (e,) la base canonique de E, T I'aigébre tenso-
rielle de E, dont une base est donc formée des produits finis ¢;, e;, ... ¢, (k = 0, i; € N pour tout j). Pour
un entier » donné, soit b I'idéal bilatére de T engendré par les produits e, eg, €, €4, ..., €, €,_ 6t €,4; €,
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pour tout k > 1; soit A 'anneau quotient T/b, ¢t pour tout entier m, soit a, l'image canonique
de e,, dans A. Montrer que, si M = A /Aq,, on a MM) = n (observer que, pour m < n ~ 1, I'annu-
lateur & gauche de a,, est Aag,,, ,, et utiliser 'exercice 6, b)).
8) Soient C un anneau commutatif, E, F deux C-modules. Montrer que I’on a M(E ®¢ F) = inf(A(E), M(F)).
9) Soient p : A » B un homomorphisme d’anneaux, M un A-module.
a) Si B est un A-module & droite plat et si M admet une n-présentation finie, le B-module B ® , M admet
une n-présentation finie.
b) Si B est un A-module a droite fidélement plat (X, p. 169, exercice 9), et si le B-module B ® , M admet
une n-présentation finie, alors M admet une s#-présentation finie (utiliser I'exercice 6, b) et I'exercice 12,
p. 169).
10) Soit E un A-module. On dit que E est pseudo-cohérent si tout sous-module de type fini de E est de
présentation finie ; tout sous-module d’un module pseudo-cohérent est pseudo-cohérent. On dit que E
est cohérent §’il est pseudo-cohérent et de type fini (donc de présentation finie).
a) Soit 0 > E' - E —» E” — 0 une suite exacte de A-modules. Montrer que, si E est pseudo-cohérent
(resp. cohérent) et E’ de type fini, E” est pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, si E’ et E” sont
pseudo-cohérents (resp. cohérents), il en est de méme de E. Montrer que, si E et E” sont cohérents, il
en est de méme de E’ (utiliser X, p. 11, prop. 6).
b) Soient E un A-module cohérent, E’ un A-module pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, pour
tout homomorphisme u : E — E’, Im (#) et Ker (1) sont cohérents et Coker (4) pseudo-cohérent (resp.
cohérent) (utiliser a)).
¢) Montrer que toute somme directe (resp. toute somme directe finie) de modules pseudo-cohérents
(resp. cohérents) est un module pseudo-cohérent (resp. cohérent).
d) Si E est un module pseudo-cohérent et si M, N sont des sous-modules cohérents de E, montrer que
M + N et M n N sont cohérents (utiliser a) et c)).
e) On suppose A commutatif. Montrer que, si E est un A-module cohérent et F un A-module cohérent
(resp. pseudo-cohérent), Hom, (E, F) est un A-module cohérent (resp. pseudo-cohérent). (Se ramener
au cas ol F est cohérent ; considérer une présentation finie de E, puis utiliser 4).)
#111) @) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

o) Le A-module A, est cohérent (exercice 10).

B) Tout A-module de présentation finie est cohérent.

v) Pour tout A-module 4 droite M de présentation finie, le dual M* est un A-module de type fini.

) Pour tout ensemble I, le A-module & droite Al est plat.

g) Tout produit de A-modules & droite plats est plat.

(Pour prouver que o) entraine B), utiliser I’exercice 10, ). Pour voir que ) entraine y), utiliser X, p. 14,
th. 1; pour montrer que o) entraine €), utiliser X, p. 170, exercice 18.)

On dit qu’un anneau vérifiant ces propriétés est cohérent a gauche (ou simplement cohérent), et on définit
de méme la notion d’anneau cohérent @ droite.
b) Montrer qu'un anneau noethérien (4 gauche) est cohérent. Donner un exemple d’anneau artinien 4
droite qui n’est pas cohérent (¢f. VIIL, § 1, exercice 4).
¢) Montrer qu’un anneau absolument plat (X, p. 169, exercice 16) est cohérent.
d) Montrer que, si A est un anneau cohérent et M un A-module, on a A(M) = — 1 ou A(M) = 0 ou
A(M) = + o (exercice 6). En particulier, tout A-module de présentation finie admet une résolution
par des modules libres de type fini.
e) Soit (A,, @g,) un systéme inductif d’anneaux dont I'ensemble d’indices est filtrant, et soit A = lin A,
On suppose que pour o < B, A, est un A,-module & droite plat. Montrer que si les A, sont cohérents,
il en est de méme de A. (Observer que A est un A,-module a droite plat pour tout «, et que pour tout
idéal & gauche a = A, de type fini, il existe un indice « et un idéal a, de A teis que a soit isomorphe &
A®, a.)
f) Déduire de e) que tout anneau de polyndmes (pour un ensemble fini ou infini quelconque d’indéter-
minées) sur un anneau commutatif noethérien est cohérent. En déduire qu’un anneau quotient d’un
anneau cohérent n’est pas nécessairement cohérent.
¢) Pour que A soit cohérent a gauche, il faut et il suffit que 'annulateur & gauche de tout élément de A
soit de type fini, et que I'intersection de deux idéaux a gauche de type fini soit de type fini (utiliser I'exer-
cice 6, f)).
12) Soit ¢ un cardinal infini. On suppose que tout idéal & gauche de I’anneau A admet un ensemble géné-
rateur de cardinal < ¢. Montrer que tout A-module engendré par un ensemble d’éléments de cardinal < ¢
admet une résolution gauche par des A-modules libres de rang < ¢ (¢f VUI, § 1, exercice 13).
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13) Soit M un A-module. Une résolution injective minimale de M est une résolution injective (e, 1) de M
telle que 1" soit une enveloppe injective de Z*(I) pour tout n = 0.
a) Tout A-module admet des résolutions injectives minimales ; deux telles résolutions sont isomorphes.
b) Soient 1, I’ deux résolutions injectives de M, 1 étant minimale; soit f: 1 - 1'¢t g : I’ = I deux mor-
phismes de résolutions. Alors fest injectif, g est surjectif et 1’ est somme directe de sous-complexes Im ( f)
(isomorphe a 1) et Ker (g) (d’homologie nulle).
14) On suppose que I'anneau A est local nathérien ; on note m son idéal maximal. Soient L un complexe
de A-modules de type fini, nul en degrés < 0, M un A-module de type fini, et ¢ : L - M un morphisme.
On fait les hypothéses suivantes :

(i) L’homomorphisme 1 ® ¢ : (A/m) ®, L, = (A/m) ®, M est injectif.

(ii) On a d(L,) =« mL,_, pour i = 1, et I'application

d:LjmL, - mL,_,/m*L,_, estinjective.

Soient (P, p) une résolution projective de M, u : L > P un morphisme tel que p o u = gq. Démontrer
que u est injectif et que #(L) est facteur direct de P en tant que A-module gradué (se ramener au cas ol
la résolution P est minimale, et utiliser VIII, § 8, n° 3, cor. 3).

#1 15) Soient A un anneau local ncethérien, m son idéal maximal, £ = A/m. Soit P une résolution pro-
jective minimale du A-module & ; pour » 2 0, on note b, le rang du A-module libre P,.
a) Montrer quon a b, = | et que b, = dim, (m/m?) est le nombre minimal de générateurs de m.
b) Si A est commutatif, on a b, > 4 b,(b, — 1) (considérer la suite exacte P, - mP, - m? — 0).
¢) On suppose 'anneau A artinien (non nécessairement commutatif). Démontrer I'inégalité b, > 1 b?
{soit M, le sous-module de P, formé des éléments x tels que d,(x) ¢ m' P, ; montrer que l'on a
w P, c M,,,

et qu'il existe une suite exacte 0 > My/M,,, » m' P,/m'** P, » m'*!/m'*? - 0. En déduire que le
polynéme p() = Y. (dim, (m'/m!*?)) ¢ vérifie (b, t2 — b, 1 + 1) p(t) 2 0 pour 0 < t < 1. Conclure

1

en examinant séparément les cas b, =1, b, > 2).

16) a) Soient 0 - M’ > M - M” — 0 une suite exacte de¢ A-modules, (P’, p’) (resp. (P, p”)) une réso-
lution projective de M’ (resp. M”). Montrer qu’il existe une résolution projective (P, p) de M et un dia-
gramme commutatif :

0—>~P —=>P-— P -0
‘p’ V lp”
0—>M-—->M-—>M—>0
ol les lignes horizontales sont exactes.
b) Soient 0 - N’ > N - N” - 0 une seconde suite exacte de A-modules, (Q,q) (resp. (Q’,¢q"),

resp. (Q”, ¢”)) une résolution projective de N (resp. N, resp. N”), de fagon qu’il existe un diagramme
commutatif a lignes exactes :

0 —=>=Q —=Q— Q”—»O
‘q' ‘q V”
0 —=N-—=+-N—>-N—=90
Soit. d’autre part :
0—>M—-M—->M—-0
‘u’ ‘u ‘u”
0—=N —=-N—=N —90.
un diagramme commutatif de suites exactes, et soient #' : P’ — Q' et & : P - Q" des morphismes de
complexes tels que w'op’ = ¢’ o' et ¥’ o p” = ¢"o . Montrer qu’il existe un morphisme # : P — Q
tel que uop = go i et que le diagramme :
00— P —>P—>P'—0
* Vz’ ‘a ‘a”
0~ Q—-Q—Q —0
soit commutatif.
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¢) Soient #): P’ - Q,d; :P - Q et 4 : P’ > Q" trois morphismes de complexes tels que
wop' =gqody, uep=gqol,, wep' =gq'eil

et rendant le diagramme (*) commutatif ; soit s* (resp. s”) une homotopie reliant #’ & & (resp. #" & ;).

Montrer qu’il existe une homotopie s reliant i & #,, telle que le diagramme :

0—P—>P—P —0

ok

0— Q= Q—=Q"—0

soit commutatif.

d) Enoncer et démontrer les résultats correspondant & a), b), ¢) pour des résolutions injectives.

#117) Dans cet exercice, si (K,d’,d") est un bicomplexe (X, p. 174, exercice 11), on notera K, le

complexe (P K, ,,d”). Tout complexe sera considéré comme un bicomplexe, nul en degré (p, ) pour
n

qg#0.

Soit C un complexe de A-modules. Une résolution projective de C est un couple (P, p), ot P est un
bicomplexe et p : P —» Cun morphisme de bicomplexes, tel que P, , =0 pour ¢ < 0 et que le complexe P,
(resp. Z;,,_(P), BI’,,_(P), H, (P)) définisse une résolution projective de C, (resp. Z,(C), B,(C), H,(C)) pour
tout p € Z. Pour que (P, p) soit une résolution projective de C, il suffit que les complexes B}, (P) et H,, (P)
définissent pour tout p des résolutions projectives de B,(C) et H,(C).

a) Montrer que tout A-complexe C admet une résolution projective (choisir pour tout p des résolutions
projectives B, et H,. de B,(C) et H,(C); en utilisant 'exercice 16, construire des résolutions projec-
tives Z,, de Z,(C) et P,, de C, ainsi que des suites exactes :

0—+BP‘_->ZP‘_—>HP,.—>O; 0—>Zp"—>PP‘.—>Bp+L_—>O),

B

b) Soient C’ un autre complexe, (P’, p') une résolution projective de C’, u : C - C’ un morphisme de
complexes. Montrer qu’il existe un morphisme de bicomplexes & : P — P’ tel que uop = p’ o ii (pour
tout p € Z, choisir des morphismes B, (P) — B, (P') et H, (P) —» H, (P'); construire # comme précé-
demment, en utilisant 'exercice 16, b)).

¢) Soit v : C -» C' un morphisme de complexes homotope a u, et soit ¥ : P — P’ un morphisme de bi-
complexes tel que vo p = p’ o 5. Montrer que # et #sont homotopes (au sens de X, p. 174, exercice 11, ¢);
utiliser I'exercice 16, c)).

d) Soient E un sous-ensemble de Z, C un A-complexe tel que C, = 0 pour p e E. Montrer qu’il existe une
résolution projective (P, p) de C telle que P,, =0 pour peE.

e) On suppose qu’il existe un entier » tel que tout A-module admette une résolution projective de lon-
gueur < n. Montrer que tout A-complexe C admet une résolution projective (P, p) telle que P,, = 0
pour g > n.

/) Soit C un A-complexe. Une résolution injective de C est un couple (e, 1), olt | est un bicomplexe et
e : C — | un morphisme de bicomplexes, tel que 179=0 pour ¢ < 0 et que le complexe 1P (resp. ‘Z7*(I),
‘B?*(1), 'HP"(1)) définisse une résolution injective de C? (resp. Z?(C), B(C), H?(C)) pour tout p e Z.
Enoncer et démontrer les analogues des résultats @) a e) pour les résolutions injectives.

18) On suppose 'anneau A commutatif. Une A-algébre différentielle graduée est une A-algébre S, graduée
de type Z, telle que S, = 0 pour n < 0, munie d’une antidérivation d de degré (— 1), vérifiant do d = 0.
On notera encore S le complexe de A-modules (S, d).

a) Soit C un complexe de A-modules, nul en degrés < 0. Montrer qu’il existe sur S=T(C) (resp. S=$(C),
resp. 8 = A(C)) une structure de A-algébre différentielle graduée, telle que I'injection canonique de C
dans S soit un morphisme de complexes.

b) Montrer que la multiplication de S induit une structure de A-algébre graduée sur H(S).

¢) Soient S, T deux A-algébres différentielles graduées. On pose Ds ® ) = ds ® t + (— 1)’ s ® dt
pour s € 8, € T. Montrer que D définit une structure de A-algébre différentielle graduée sur le produit
tensoriel gauche S *®, T (111, p. 49).

19) On suppose 'anneau A commutatif.

a) Soient (S, ds) une Aralgébre différentielle graduée (exercice 18), M un A-module, u : M —» Z(S) un
A-homomorphisme. Montrer qu’il existe sur S ® , T(M) une structure de A-algébre différentielle graduée
telle que d(s ® 1) = dgs ® 1 pour se S et d(l ® m) = u(m) ® 1 pour me M.
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b) Soit B une A-algébre. Montrer qu’il existe une A-algébre différentielle graduée S et un homomor-
phisme de A-algébres p : S, — B tels que (8, p) soit une résolution libre du A-module B. (Construire
par récurrence sur n, a ’aide de a), une algébre différentielle graduée S(n), libre en chaque degré, telle
que H;(S(n)) = 0 pour 0 < i < n et Hy(S(n)) = B.)

¢) Si P’algébre B est commutative, montrer qu’on peut trouver une A-algébre S alternée (111, p. 53) véri-
fiant les conditions de b). Si de plus A est noethérien et si B est un quotient de A par un idéal, montrer
qu'on peut trouver S de fagon que S, = A et que S, soit un A-module de type fini pour tout n.

#7120) On suppose que 'anneau A est une algébre sur un anneau commutatif k. Soit 1 : £ - A I’homo-
morphisme défini par n(A) = A1, pour A € £, et soit A son conoyau. Si a est un élément de A, on notera
a sa classe dans A. On pose N,(A) = A ®, A®" @, A pout n = 0, N(A) = 0 pour n < 0, et

N(A) = @ N,(A).

nelZ

a) Montrer qu’il existe un (A, A)-endomorphisme d de N(A), gradué de degré (— 1), tel que

n—1
da®a, @ " ®&®b)=0,®5,Q Qa4 ®b+ Y (-1)a® - RFq,, ® Q7R
i=1

i

+(-1N)a®a, ® - ®a,_, ®a,b pour a,a,..a,bcA.

b) Montrer quedo d = 0, de sorte que N(A) est un complexe de (A, A)-bimodules. Si M est un A-module
a gauche, on note N(A, M) le A-complexe N(A) ® , M.

c¢) Soit B(A, M) la résolution standard de M (X, p. 58), p : B(A, M) - N(A, M) le A-homomorphisme
défini par p(@, ® - @ a2, ®mM) =a, @3, ® - ® a, ® m pour a, ..., a,€ A, me M. Montrer que
p est un homotopisme de A-complexes (construire par récurrence une application inverse & homotopie
prés).

* 21) Soient k£ un anneau commutatif, g une k-algébre de Lie, U son algébre enveloppante (¢f. LIE, L, § 2).
On suppose que g est un k-module libre. )

a) Montrer qu’il existe pour tout # 2 0 un U-homomorphisme injectif

Jn i U@ AY(g) - UBE*Y telque ju @ (xy A .o AX)) = 2 &(0) ® X0, ® - @ Xy

cecE,

pour ueU,x;,...,x,€98.

On définit ainsi un U-homomorphisme gradué de degré 0 j : U ®, A(g) —» B(U, k), o B(U, k) est
la résolution standard du U-module a gauche k (la structure de U-module de & étant déduite de I’homo-
morphisme naturel U — k). Montrer que U ®, A(g) s’identifie par j & un sous-complexe de B(U, k),
la différentielle étant donnée par la formule :

du@ @, Ao Ax)= Y (D" ux, ® (x; A e AZ AL AKX

1€isn

+ Y EDYu®xx]Aax; A AR A AR A AX) pour ueU, X, X, €8

1<i<j<n

(o1 le signe " sur une lettre signifie qu’elle doit étre omise). On note V(g) le U-complexe ainsi définj.

b) Montrer que V(g) définit une résolution libre du U-module k (soient (U,),, la filtration naturelle
de U, F, V(g) le sous-k-module de V(g) engendré par les éléments u, ® x, pour u, € U,, x, e A%g),
p + g < r. Montrer que F, V(g) est un sous-complexe de V(g), et que le complexe @ F, V(g)/F,_; V(g)

rz0

est isomorphe au complexe S(g) ® A(g) défini dans X, p. 151). ,

§4

1) On note B Fanneau A(g) (X, p. 27); soit C le complexe de (B, B)-bimodules tel que C, = B pour
tout ne Z, d(x) = ex pour tout x € C. Montrer que le complexe C est d’homologie nulle, mais que
H,(C ®; C) est isomorphe & A pour tout n € Z. En déduire qu’on ne peut supprimer ’hypothése « E borné
4 droite » dans le lemme 1 et la prop. 4, pp. 66-67.
2) Soient p : A » B un homomorphisme d’anneaux, M un A-module. Montrer que les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

@) On a Tor} (p,(P), M) = 0 pour tout B-module & droite P.
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B) On a Tor} (p,(P), M) = 0 pour tout B-module & droite monogéne P.

¥) Le B-module B ®, M est plat, et on a Tor} (B, M) = 0.

(Pour voir que ¥) entraine o), considérer une suite exacte 0 > R —» L —» P — 0 de B-modules a droite,
ol L est libre.)
3) On suppose I'anneau A commutatif. Soient 1 un ensemble fini et (C%, d®), une famille de complexes
de A-modules.
a) On munit le produit tensoriel @ C® de sa graduation de type Z' et des A-endomorphismes

iel
d=®d» avec d¥ =1y, pour j#i et d¥ =d9,
jel
Montrer qu’on obtient ainsi un I-précomplexe (X, exercice 13, p. 174); le I-complexe associé est appelé
1-complexe produit tensoriel des complexes C®. Le complexe associé a cet I-complexe est appelé complexe
produit tensoriel des C®.
b) Montrer que le choix d’un ordre total sur I permet de définir un isomorphisme du complexe produit
tensoriel des C® sur le complexe défini en X, p. 64.
4) Soit a un idéal bilatére de A. Soit M un A-module, tel que Tor} (A/a, M) = 0 et que le (A/a)-module
M/aM soit projectif.
a) On suppose, ou bien que M est de présentation finie et a contenu dans le radical de A, ou bien que a
est nilpotent. Montrer que M est projectif (utiliser V1Il, § 8, n° 3, cor. 3).
b) Onsuppose que M est de type fini, que I'on ao a" = O et que le (A/a)-module M/aM est libre. Montrer

que le A-module M est libre.

¢) Donner un exemple d’un anneau local A, d’idéal maximal m, et d’'un A-module de type fini M non
plat tel que Tord (A/m, M) = 0.

5) On suppose qu’il existe un homomorphisme (unifére) de k-algeébres m : A — &, qui munit k£ d’une
structure de A-module. On considére la résolution standard B(A, k) (X, p. 58); pour n > 0, on identifie
B,(A,k)a A ®, A®" et on note afa, ..., q,] élément e @ a, ® - @ a, de A ®kA®".

a) Montrer que le complexe B(A, k) ®, B(A, k) définit une résolution du (A ®, A)-module k. Montrer
que '’homomorphisme (A ®, A)-linéaire

g:BA®,A k)~ BA, k) ®,BA,k)
tel que
g% @ ¥y o, @ pl) = Y WXy o X)X X1 @Y, o VVpuis e 2]

DEY-EY]
pOUr Xy, ..., Xp Y1, ..., ¥ dans A, est un morphisme de résolutions.
b) On suppose A commutatif. Montrer qu’il existe sur B(A, k) une structure de A-algebre graduee telle
que l'on ait pour x,,...,x, €A :

Beps oo X Kpuis v X1 = 3 &(6) gy +evs Xogn)
ceMp,n
oli M, , est le sous-ensemble de &, formé des permutations o telles que o(1) < - < o(p) et
clp+1) <. <om.
Montrer que B(A, k) est alors une A-algébre différentielle graduée (X, p. 183, exercice 18).
6) Soit P un complexe plat de A-modules & droite. Pour tout A-module M et tout entier i, on pose

TI(M) = H(P ®, M);

si u: M — N est un A-homomorphisme, on note TF(u) le k-homomorphisme H(I, ® ).
a) Soit r un entier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o) Pour toute injection u : M’ —» M, I'application TZ(u) est injective.
B) Pour toute surjection v : M — M”, lapplication TF, (v) est surjective.
v) Le A-module a droite P,/B,(P) est plat.
8) 1l existe un complexe plat P’ de A-modules a droite, dont la différentielle 4, . , est nulle, et pour tout
A-module M et tout entier i un k-isomorphisme oM : TH(M) — TF'(M), tel que I'on ait

Ty ) o g} =-9 o Ti(w)
pour tout A-homomorphisme u: M — N.

BoURBAKI. — Algébre X 7
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(Pour prouver que y) entraine 8), définir P’ en posant P, = Z_, (P) et P/ = P/B(P).)

b) On suppose de plus que A est noethérien et que les A-modules P; sont de type fini. Montrer que les
conditions de a) sont équivalentes a la condition suivante :

g) 1l existe un A-module Q et pour tout A-module M un k-isomorphisme Y™ : T{M) —» Hom,(Q, M)

tel que N o TB(x) = Hom (1, u) o Y™ pour tout A-homomorphisme « : M — N.

(Pour prouver que 8) entraine £), se ramener au cas ou d,,, = 0 et prendre pour Q le dual de Z,(P).)
¢) Montrer que le résultat de b) reste valable sous I'hypothése que A est noethérien, H,(P) de type fini
pour tout i et H,(P) = 0 pour i < i, (utiliser la prop. 10, p. 56).

7) Soient C un complexe de A-modules a droite et M un A-module & gauche. On appelle produit de tor-
sion de C et M le k-module gradué For* (C, M) = H(C ® , L(M)). Si f: C = C’ est un morphisme de
complexes et g : M — M’ un homomorphisme de A-modules, on note Jor* (f, g) = H(f ® L(g)).
a) Sif:C — C est un homologisme, T or (f, 1) est un isomorphisme; si C est plat et borné & droite,
le k-module gradué For®(C, M) est isomorphe & H(C ® , M).

b) 8i0— C' - C — C" - 0 est une suite exacte de complexes de A-modules & droite et si M est un
A-module, montrer qu’il existe une suite exacte

o Tor(C,M) » Tor2(C,M) = Tor (C", M) - Tork (C', M) —
Si0—» M L M & M” — 0 est une suite exacte de A-modules, montrer que 'on a une suite exacte :
o Tor2(C, M) = Tor2(C, M) » Tor2(C,M") = Tor_ ,(C,M) - -

(Remarquer qu’il existe un homotopisme de L(M") sur le céne de L(Y)).

¢) Montrer qu’il existe une suite spectrale 'E (X, pp. 175-177, exercices 14 4 17) convergeant vers
Tor*(C, M), telle que 'EZ, = Tor2 (H/(C), M). Si de plus le complexe C est borné & droite, montrer qu’il
existe une suite spectrale “E, convergeant vers 7 or* (C, M), telle que "E2, = H,(Tor; (C, M)) (considérer
le complexe double C ® , L(M)).

8) Soient A, B deux k-algébres (associatives et uniféres), M un A-module a droite, P un B-module a gauche,
N un (A, B)-bimodule.

a) Montrer qu'il existe deux suites spectrales de k-modules 'E et E, convergeant vers le méme k-module
gradué, telles que

'E?, = Tory (M, Tor; (N, P)); *E%, = Tor} (Tors (M, N), P).

(Considérer le complexe double L(M) ® , (N ®5 L(P)).)
b) Si N est un B-module plat, montrer que la suite spectrale 2E converge vers Tor* (M, N ®, P). Si N
est un A-module plat, la suite 'E converge vers Tor® (M ®, N, P).
¢) Soit p: A —» B un homomorphisme de k-algébres. Déduire de b) une suite spectrale E telle que

EZ2, = Tor® (Tor® (M, B), P),

convergeant vers Tor® (M, P).

9) Soient P un complexe de A-modules a droite, Q un complexe de A-modules a gauche. On suppose ou
bien que P et Q sont bornés inférieurement, ou bien qu’il existe un entier d tel que tout A-module & gauche
ou a droite admette une résolution projective de longueur < d.

a) Montrer qu’il existe deux suites spectrales (X, p. 175, exercice 14) 'E et "E, convergeant vers le méme
k-module gradué, telles que

‘E}, = HyTorj (P,Q)); "El, = @ Tor, (H,(P),H,Q)

g +q"=q
(ou Tor% (P, Q) désigne le complexe associé au bicomplexe @TorA (P,.Qy)).

(Considérer des résolutions projectives (X p. 183, exercice 17) 9‘ et 2 de Pet Q, et le complexe double C
tel que C,, = @ (£,,®2,,))
p+p'=p
g’ +q"=q
b) Si P est plat, montrer que la suite spectrale “E converge vers H(P ®, Q). Si H(P) est plat, la suite 'E
converge vers H(P) ® , H(Q).
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47 1) On dit qu'un A-complexe C est pur si pour tout A-module & droite Pona HP ®, C) = 0.
a) Un complexe homotope a zéro est pur; un complexe de modules plats, d’homologie nulle et borné
a droite est pur. Donner un exemple de complexe de modules libres de rang 1, d’homologie nulle mais
non pur.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) C est pur.
B) Pour tout A-module M de présentation finie, on a H(Homgr, (M, C)) = 0.
) 1l existe un systéme inductif filtant (C), .; de complexes homotopes d zéro tel que C = E_@’C‘“’.
(Pour voir que B) entraine v), se ramener au cas ol C; = 0 pouri < i, et écrire C,, comme limite induc-
tive de modules de présentation finie.)
2) Soit M un A-module. On dit qu’un sous-module M’ de M est pur si le complexe défini par la suite
exacte 0 > M' > M - M/M’ - 0 est pur (exercice 1).
a) Montrer que lorsque A est un anneau principal, 1a notion de sous-module pur coincide avec celle de VI,
§ 2, exercice 7.
b) On suppose que le A-module M est plat. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o) le sous-module M’ est pur;
B) le quotient M/M’ est plat;
¥) pour tout idéal a de A, ona M‘n aM = aM'".
3) Soient M un A-module, #» un entier > 1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o) M admet une n-présentation finie (X, p. 180, exercice 6).
B) Pour tout systéme inductif filtrant (N,),.,, "homomorphisme canonique

lim Ext, (M, N,) - Ext, (M, lim N,)
r— —

est bijectif pour i < n.
v) Pour toute famille (Py),.; de A-modules & droite, "homomorphisme canonique

Tor? ([ Pp M) — [ Tor? (P, M) est bijectif pour i < n.
Bel el

8) Pour tout ensemble I, "homomorphisme canonique Al ® , M — M' est bijectif, et on a

Tor* (A}, M) =0 pour O<i<n.

(Raisonner par récurrence sur s, en utilisant 'exercice 18, p. 170.)
4) Soient P un complexe de A-modules projectifs, nul a droite, et # un entier tel que H(P)=0 pouri < n.
Soient M un A-module a gauche, N un A-module & droite. Montrer que I'on a H{Homgr, (P, M))=0
et H(N ® , P) = 0 pour i < n, et que les homomorphismes canoniques

A" : H(Homgr, (P, M)) » Hom, (H,(P), M), y":N ®, H,(P) » H,(N ®, P)

sont bijectifs.
97 5) Soient P un A-complexe projectif, nul & droite, n un entier > 0. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes : )
o) Il existe un complexe P’ de A-modules projectifs de type fini, tel que P; = 0 pouri > noui < 0,
et un morphisme f : P’ — P tel que H;(f) soit bijectif pour i < » et surjectif pour i = n.
B) Pour tout systéme inductif filtrant de A-modules (M,),.,, 'homomorphisme canonique

lim H(Homgr, (P, M,)) » H(Homgr, (P, lim M,))

est bijectif pour i < n et injectif pour { = n.
v) Pour toute famille de A-modules & droite (N,), ., 'homomorphisme canonique

H{JIN) ®1P) = [ H(N, ® P)

est bijectif pour i < n et surjectif pour i = n.
(Pour démontrer que o) entraine B) et v), appliquer ’exercice 4 au cone de f. Pour démontrer que B)
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ou y) entraine ), raisonner par récurrence sur n, en appliquant I'exercice 4, 'exercice 18, p. 170 et I'exer-
cice 10, p. 174.)

6) Soient A, B deux k-algébres (associatives et umferes) M un A-module a gauche, P un B-module a
gauche, N un (B, A)-bimodule.

a) Montrer qu’il existe deux suites spectrales (X, pp. 175-177, exercices 14 4 17) de k-modules E et 2E,
convergeant vers le méme k-module gradué, telles que

1Ep = Ext? (M, Ext{ (N, P)) ; 2E% = Ext} (Tors (N, M), P).
b) Par composition des homomorphismes y et 8 de I'exercice 15, p. 176, définir un k-homomorphisme
u : Ext, (M, Homg (N, P)) > Hom, (Tor* (N, M), P}.

Si P est injectif, démontrer que p est un isomorphisme.

¢) Si N est un A-module plat, montrer que la suite 'E converge vers Extz(N ®, M, P); si N est un B-
module projectif, la suite 2E converge vers Ext, (M, Homy(N, P)).

d) Soit p : A - B un homomorphisme de k-aigébres. Montrer qu’il existe une suite spectrale E, telle
que E3? = Ext§(Tors(B, M), P), convergeant vers Ext,(M, P), et une suite spectrale 'E, telle que

'E%? = Ext}(P, Exti(B, M)) ,

convergeant vers Ext, (P, M).
7) Soient C un A-complexe, M un A-module. On appelle module d’extension de M par C (resp. de C par M)
le k-module gradué

&xt4(C, M) = H(Homgr, (C, I(M))) (resp. €xt, (M, C) = H(Homgr, (L(M), C))).

Si f:C — C’ est un morphisme de complexes et g : M — M’ un homomorphisme de A-modules, on
pose &xta(f, g) = H(Homgr (f, (g))), £xt4(g,f) = H(Homgr (L{g), f)).

a) Si f:C = C’ est un homologisme, les k-homomorphismes &xt, (f, 1) et Exra(l f) sont bijectifs.
Si C est projectif et borné a droite (resp. injectif et borné & gauche), le k-module gradué &x¢, (C, M)
(resp. &xt,(M, C)) est isomorphe & H(Homgr, (C, M)) (resp. H(Homgr, (M, C))).

b) Soit 0 » C' - C - C” > 0 une suite exacte de A-complexes et 0 - M’ - M - M” — 0 une suite
exacte de A-modules. Montrer qu’il existe des suites exactes

o ExtL(C", M) = Ex15(C, M) > Ext2(C', M) = &x271(C", M) —
5 ExLL(C, M) = Extl(C, M) — ExtL(C, M") » Extl 1 (C, M) — -
o ExtL(M, C) = Extl(M, C) - Exri(M, C") » &xti7 1 (M, C') -
o ExL(M", C) > Exti(M, C) = ExtZ(M!, C) > Exti* 1 (M”, C) »

¢) Montrer qu’il existe une suite spectrale "E (X, pp. 175-177, exercices 14 a 17) convergeant vers
&x1y (C, M) telle que "E5? = HYExtZ (C, M)). Si C est borné a droite, montrer qu’il existe une suite spec-
trale 'E, convergeant vers &xz,(C, M), telle que 'E3? = Ext§ (H,(C), M) (considérer le bicomplexe
Homgr, (C, I(M))).

8) Soient P, Q deux A-complexes. On suppose ou bien que P est borné inférieurement et Q borné supé-
rieurement, ou bien qu’il existe un entier d tel que tout A-module admette une résolution projective de
longueur < 4.
a) Montrer qu’il existe deux suites spectrales 'E et “E, convergeant vers le méme k-module gradué, telles
que

‘BYf = HAExt} (P,Q)) "Ef = @ Extj (H,(P), H'(Q))

-

q+g"=

(o Ext{ (P, Q) désigne le complexe associé au bicomplexe @ Ext{(P,, Q%)).

b) Si P est projectif ou Q injectif, la suite spectrale "E converge vers H(Homgr,(P, Q)). Si H(P) est pro-
jectif ou H(Q) injectif, la suite 'E converge vers Homgr,(H(P), H(Q)).
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1) Soient p : A —» B un homomorphisme d’anneaux, M, N deux B-modules a gauche, P un B-module &
droite.

a) Soit Ly (resp. L,) une résolution projective du B-module (resp. du A-module) M. Montrer qu’il existe
un morphisme A-linéaire de résolutions L, — L, unique 4 homotopie prés; en déduire des k-homo-
morphismes gradués de degré zéro

o : Tor*(P, M) —» Tor®(P, M) B : Extg(M, N) = Ext,(M, N).
b) On considére les homomorphismes canoniques (X, p. 109) l
A:Tor* (P, M) = Tor® (P ®, B,M)  p:Tor*®, M) - Tor®(P, B ®, M)
v :Exta(B @, M, N) -» Ext,(M, N)  p : Extz(M, Hom,(B, N)) - Ext,(M, N).

Soient m :B@, M - M, p:P®,B - B et n:N > Hom,(B, N) les B-homomorphismes définis
par m(b ® x) = bx, p(y ® b) = yb et n(z) (b)) = bz pour be B, xeM, yeP, ze N. Démontrer les
égalités
Tor (1o, m)op = Tor (p, Ly o A
voExt(m, 1) = poExt (1, n).

o

p

2) Soient A, B deux k-algébres (associatives et uniféres) ; soient M un A-module 4 gauche, P un B-module
a droite, N un (A, B)-bimodule. On considére {’homomorphisme

o : Hom, (N, P) ®, M - Hom, (Hom, (M, N), P)

tel que o(u ® m) (v) = u o v(m) pour u € Homy (N, P), v e Hom, (M, N), m e M (11, p. 190, exercice 6).
a) En remplagant M par une résolution projective, définir a I'aide de o un k-homomorphisme

1 : Tor* (Hom, (N, P), M) » Homgry, (Ext, (M, N), P).

b) On suppose désormais que A est noethérien a gauche et que le A-module M est de type fini. Montrer
que si le B-module P est injectif, T est un isomorphisme.

¢) Montrer qu’il existe deux suites spectrales E et 'E (X, pp. 175-177, exercices 14 & 17), convergeant vers
le méme k-module gradué, telles que

EZ = Tor?, (Ext{ (N, P), M)  'Eff = Ext§ (Ext;9(M,N),P).

3) Soit I un k-module injectif ; pour tout A-module M, on note D(M) le A-module & droite Hom, (M, 1).
Soient M et N deux A-modules 4 gauche, P un A-module 4 droite. Démontrer que pour tout p > 0, les
k-modules Ext} (P, D(M)) et D(Tor (P, M)) sont isomorphes; si A est noethérien & gauche et si M est
un A-module de type fini, les k-modules Tor (D(N), M) et D(Ext (M, N)) sont isomorphes (utiliser
I'exercice 2, b) et I'exercice 6, b), p. 188).

4) Pour tout groupe G, on note &5 : Z© — Z homomorphisme d’anneaux tel que e5(e,) = 1 pour tout
g € G;onposelg = Ker (gg).

a) Montrer que le groupe H,(G, Z) est isomorphe & 15/12.

b) Soit (g,), ¢y une famille génératrice de G ; montrer que les éléments (e, — 1), pour 1 € I, engendrent
I'idéal 1.

¢) On suppose que la famille (g,). ., est basigue (I, p. 86). Montrer que (¢, — 1),; est une base du
Z“-module 4 gauche 1.

5) Soient X un ensemble, G = F(X) le groupe libre construit sur X, M un Z®-module. Montrer que
les groupes HYG, M) et H (G, M) sont nuls pour ¢ > 2 (utiliser I'exercice 4).

6) Soient G un groupe fini d’ordre n, M un Z®-module. Montrer que pour tout ¢ > |, les Z-modules
HYG, M) et H(G, M) sont annulés par n (considérer I'homotopie # de C(G, M) dans lui-méme définie
par

hf(gl’ ""gq) = (_ 1)q Z f(gls --'vgqsg)

geG

pour f € C*" (G, M) et g, gy, ..., g, € G). Si M est un Z-module de type fini, les groupes HY(G, M) et
H,(G, M) sont finis pour g > 1.
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7) Soient G un groupe cyclique d’ordre n, M un Z“-module, o un générateur de G. On note N la multipli-
cation dans M par I'élément ). e, de Z@. Montrer que le Z-module H(G, M) (resp. Hy(G, M)) est iso-

eG
morphe a Ker (1 — o) (respg. Coker (1 — oy)); pour ¢ impair, les groupes HY(G, M) et H . (G, M) sont
isomorphes & Ker N/Im (1 — oy); pour g pair = 2, HYG, M) et H,_,(G, M) sont isomorphes 2
Ker (I — oy)/Im N. (Utiliser 1’exercice 1, p. 178.)
8) Soient F un groupe libre, R un sous-groupe distingué de F, G = F/R. Montrer que le groupe H,(G, Z)
est isomorphe & ((F, F) » R)/(F, R) (utiliser Pexercice 3, p. 179).
9) @) Soient G un groupe, M un G-module, g un élément du centre de G tel que ’endomorphisme
m— gm — m de M soit bijectif. Montrer que les groupes H?(G, M) et H,(G, M) sont nuls pour p > 1.
b) Soit V un espace vectoriel sur un corps k, avec Card (k) > 3. Démontrer que les groupes H(GL(V), V)
et H(GL(V), V) sont nuls pourp > 1.

10) Soient G et H deux groupes, ¥ : H —» G un homomorphisme, M un Z®-module. Pour tout ¢ > 0,
on déduit des homomorphismes a et B de ’exercice 1 des homomorphismes

ul : Hy(H, M) - H/(G, M) ud, : H(G, M) - HH, M)

que I'on note simplement , et * §’il n'y a pas d’ambiguité sur M.

a) Pour f € C4(G, M), on note f, I'élément de CU(H, M) tel que f(4,, ..., h) = f(u(h,), ..., u(h,)) pour

hys ..., h, € H. Montrer que I'application f — f, est un morphisme de complexes de C'(G, M) dans

C'(H, M), qui induit sur 'homologie I’homomorphisme @ u?. Définir de méme un morphisme de C'(H, M)
q

dans C'(G, M) qui induit (@ «,).
b) On suppose H = G et on prend pour # un automorphisme intérieur de G. Démontrer que les homo-
morphismes u, et u? sont égaux 4 I'identité (raisonner par récurrence sur g).

11) Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G, M un G-module. D’aprés I’exercice 10, le
groupe G agit par conjugaison sur les Z-modules HYH, M); l'action du sous-groupe H étant triviale,
ceux-ci sont donc munis d'une structure de Z®-modules.

a) Montrer qu'il existe une suite spectrale E (X, p. 175, exercice 14), convergeant vers & H"(G, M),

telle que E2* = HXG/H, H'(H, M)) (considérer la suite spectrale de X, p. 188, exercice 6, d), en tenant
compte de 'isomorphisme canonique (12), p. 109).
b) Montrer qu’il existe une suite exacte

0 - HY(G/H, H°(H, M)) - HY(G, M) — H%G/H, H'(H, M)) > H¥G/H, H°(H, M)) - H%(G, M) .
Décrire les homomorphismes de cette suite en utilisant la description de H'(G, M) en termes de C'(G, M).
¢) Définir une suite spectrale analogue a celle de a) pour ’homologie.
12) Soit G un groupe. On dit qu'un Z‘®-module M est co-induit (resp. induir) 8’il existe un Z-module A tel
que M soit isomorphe & Homy, (Z©, A) (resp. Z® ®, A).
a) Tout Z@-module est isomorphe & un sous-module d’un module co-induit et & un quotient d’un
module induit.
b) Soit M un Z®-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) M est facteur direct d’un module co-induit.

B) M est injectif relativement & Z (exercice 19, p. 170).

Y) 1l existe une G-moyenne sur M (I, p. 136, exercice 8), ¢’est-a-dire un Z©)-homomorphisme
m : C'(G, M) - M (la structure de G-module sur C'(G, M) étant définie par (gf) (x) = g.f(g*"' x)
pour g € G, x € M) tel que si f, est la fonction constante de valeur x € M, on ait m(f,) = x.
¢) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) M est facteur direct d’un module induit.

B) M est projectif relativement a Z (exercice 19, p. 170).

¥) 1l existe un Z-endomorphisme p de M tel que pour tout x € M, la famille (p(g ™" x)), ¢ ¢ S0it & support
fini et que Pon aitx = Y, gp(g~* x).

geG

d) Soit M un Z©®-module injectif (resp. projectif) relativement a Z. Montrer que HY(G, M) = 0 (resp.
H,(G, M) = 0) pour tout ¢ > 1.
e) Si G est fini, montrer que les notions de module induit et co-induit (resp. projectif et injectif rela-
tivement & Z) coincident.
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13) Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, M un Z®™.module a gauche, N un Z™-module a droite.
On munit le groupe M = Homyy, (Z@, M) (resp. N=Ng zan Z©) de la structure de Z)-module &
gauche (resp. a droite) déduite de la structure de Z®-module 4 droite de Z®,
Soient m : M = M et n: N — N les Z"-homomorphismes tels que m(u) = u(l) pour e M et
nx)=x®1 pour xeN,
etsoit7 : H — G l'injection canonique. Démontrer que les homomorphismes composés

79 HY(G, M)-% He(H”, M) EE7 1eH, M)

et
s H,H, N) 282 5 (H, N) -5 H/(G, N)

sont des isomorphismes pour tout g = 0.
14) Soient G un groupe, H un sous-groupe d’indice fini de G. On pose n = (G : H).
a) Soient Q, M deux Z‘®-modules. Montrer qu’il existe un Z-homomorphisme

t : Homzw, (Q, M) - Homy g, (Q, M)

tel que I’on ait, pour tout systéme de représentants g,, ..., g, des classes de G modulo H,
n
() (= Y gu(g7' @ pour geQ, ueHomzm (Q M).
i=1

Sij : Homye (Q, M) — Homyw, (Q, M) est I'injection canonique, ona tej = n.1d.
b) Soit N un Z©-module & droite. Avec les notations de @), montrer qu’il existe un Z-homomorphisme
6:N ®z(G) Q - N ®zm) Q tel que

6n®q) = Y ng7' ®g,q pour neN, geQ.
i=1

Sip :N®zmQ — N ®zc Q est 'application canonique, on a po 6 = n.id.

¢) Soient P une résolution projective du Z@-module Z, g un entier. En appliquant a) et b) avec Q= P,
définir des homomorphismes ¢? : H4(H, M) - H4G, M) et §, : H,(G, N) = H (H, N). Si i désigne I'in-
jection canonique de H dans G, on a 1?0 i? = n.Id et i, 6, = n.1d.

d) On considere les Z@-modules M = Homyw, (Z9, M) et N = N ® zn Z'@ (exercice 13). En prenant
Q = Z®, on obtient 4 partir des homomorphismes ¢ et 8 de @) et b) des homomorphismes #,; : M > Met
8y : N — N. Montrer que ces homomorphismes sont Z-linéaires. Montrer que 'homdmorphisme
composé

He(H, M) =2, HYG, 1\71) HG), HyG, M)

(resp. H,(G, N) ZE3, 11 (G, K —71, H (H, N)) est égal & £ (resp. 0,).

e) Soit (g, ..., ¢,) un systéme de représentant des classes de G modulo H, et soit x € H(H, M). Montrer
n
quelona °(x) = Y g; x. Décrire .
i=1

/) Si I'on identifie les groupes H,(G, Z) et H,(H, Z) 4 G/(G, G) et H/(H, H) respectivement, I’homo-
morphisme ¢, s’identifie & un homomorphisme («transfert») V :G/(G, G) - H/(H, H). Sis:H/G -G
est une section de 'application canonique, montrer que V est obtenu par passage au quotient & partir de
I'application V, : G — H telle que

Vg = HG 5(x) g(s(xg))~! pour geG.

15) Soient G un groupe et &k un corps commutatif, que 'on munit des structures de Z‘“-module et de
k@-module déduites de I’action triviale de G.

a) Montrer que le groupe H4(G, k) est isomorphe & Extlg, (k, k) pour tout ¢ > 0, donc admet une struc-
ture de k-espace vectoriel ; on note A%, k) sa dimension sur k.



A X.192 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §6

b) On suppose que le groupe G admet une présentation (1, p. 86) définie par d générateurs et r relations.
Démontrer les inégalités

dz h (G, k) et rz hG,k)

(utiliser I'exercice 3, 4), p. 179).

#116) Soit G un p-groupe (1, p. 72, déf. 9). On pose d(G) = d1rnF HYG, F ) etr(G) = dimg, H%G, F )

(cf. exercice 15).

a) Montrer que d(G) est le nombre minimal de générateurs de G (prouver que H(G, F, ) est isomorphe au

dual de G/G? D(G), et utiliser 1, p. 140, exercice 32).

b) Si Card (G) = p", montrer que 'on a d(G) < n et (G) < L n(n + 1) (prouver par récurrence sur n

qu’il existe une présentation de G avec n générateurs et 3 n(» + 1) relations). Si G = (Z/pZ)", montrer que

lonad(G) = netr(G) =41nn+ 1)

¢) Si G est non trivial, démontrer P'inégalité r(G) > Ld(G))* (« théoréme de Golod-Chafarévitch » :

utiliser 'exercice 15, p. 182, et 'exercice 22 de VIII, § 8).

d) Démontrer que I'on a r(G) — d(G) = dim, (H*G, Z) ®,F o)

17) Soit G un groupe fini. On note N ’élément Zp e, de Z©. Pour tout Z©@-module M, la multiplication
geG

par N définit par passage au quotient un homomorphisme N, : Hy(G, M) - H%G, M). On pose

A%(G, M) = Coker (No), H71(G, M) = Ker (N), BYG, M) = H‘l(G M)pourg = 1, et

A 4G,M) = H,_,(G,M) pour ¢3>2.
a) Soité : 0 » M’ - M - M” - Oune suite exacte de Z©-modules ; définir une suite exacte
o A 1(G, M) £268), fo(G, M) - BYG, M) —» BYG, M") 2488, feari(g, MY — -

b) SiM est projectif relativement & Z, montrer que I’on a H4G, M) = 0 pour toutge Z (¢f. exercice 12).
¢) Soient H un sous-groupede G, i : H — G I'injection canonique. Pour tout Z‘G)-module M et tout entier
rationnel ¢, on deﬁmt des homomorphlsmes A : HY(G, M) > AYH, M) et t" H"(H M) - H"(G M)
(notés smplemem #et#siln'yapasd amblgune sur M) de la fagon suivante : pour ¢ > 1, on pose
z" =fetfi =4 (exerc1ces 10et14); pour g < — 2, onpose ¥ = 9_ —g-1 €t # = i_,_,; enfin, on définit
Pet? (resp. i~1 et I~1) par passage aux quotients (resp. aux sous-ensembles) & partu‘ de ° et £ (resp. ¢,

et io)- Démontrer que I'ona 70 = n.1d pour tout g€ Z, o n est 'indice de H dans G. En déduire que
les groupes H“(G M) sont annulés par 'ordre de G (cf. exercice 6, p. 189).
d) Avec les notations de b), montrer que l'ona #! 0 64G, &) = 6‘1(H &)o .

Bilo 0%(H, &) = 04G, &) o
pour tout g€ Z.
¢) Soient p un nombre premier et H un p-sous-groupe de Sylow (1, p. 74) de G. Montrer que ’homomor-
phisme 7 : ﬁ"(G, M) - B4H, M) a pour noyau la somme des composants /-primaires du Z-module
H4(G, M) pour ! # p. En particulier, si pour tout nombre premier p, on choisit un p-sous-groupe de Sylow
H, de G, l'application AYG, M) - H l:l"(Hp, M) déduite des homomorphismes # est injective,

J4

18) Soient G un groupe fini et M un Z®-module. On dit que M est cohomologiquement trivial si pour tout
sous-groupe H de G et pour tout g € Z, le groupe A(H, M) estnul.
a) Montrer qu'un Z®-module projectif relativement & Z (en particulier un module induit, ¢f. exercice 12)
est cohomologiquement trivial.
b) Soient n, r, k trois entiers tels que r divise (k* — 1); soit G un groupe cyclique d’ordre n, o un générateur
de G. On munit le Z-module M = Z/rZ de la structure de Z‘“-module définie par om = km pour tout
m e M. Démontrer que M est projectif relativement & Z si et seulement si » et r sont premiers entre eux.
¢) Avec les notations de b), montrer que pour que A4G, M) = 0 pour tout g € Z, il faut et il suffit que 'on
ait (k — ) (r,1 + k + -+ + k") = r. En particulier si r = &" — 1, montrer que M est cohomolo-
giquement trivial.
d) Déduire de b) et ¢) un exemple d’un Z@-module cohomologiquement trivial qui n’est pas projectif
relativement & Z, et d’un Z©-module M tel que H%G, M) = 0 pour tout g € Z qui n’est pas cohomolo-
giquement trivial.
7 19) Soient p un nombre premier, G un p-groupe, M un Z‘@-module. On pose A = F{®.
a) Onsuppose que pM = 0. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) llexiste unentier rationnel ¢ tel que HYG, M) = 0.
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B) M est cohomologiquement trivial (exercice 18).

¥) M est un Z©)-module induit.

8) Le A-module M est libre.

(Pour prouver que ) entraine 8), se ramener au cas oli ¢ = — 2; montrer que 'on a alors

Tort (F, M) = 0,
et conclure avec I'exercice 4, p. 185 et 'exercice 22 de VIII, § 8).
b) On suppose que la multiplication par p est injective dans M. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

o) Ilexiste un entier g tel que les groupes A%G, M) et A2 (G, M) soient nuls.

B) M est cohomologiquement trivial.

v) Le A-module M/pM est libre.

#7 20) Soient G un groupe fini, M un Z‘©.module.
a) On suppose que le Z-module M est libre. Montrer que le Z©-module M est projectif si et seulement si
pour tout sous-groupe de Sylow H < G, le Z™-module M est cohomologiquement trivial.

(Pour prouver que la condition est suffisante, considérer une résolution 0 > R > L - M - 0 du
Z©-module M, ot L est libre ; montrer que le Z®-module Q = Hom, (M, N) est cohomologiquement
trivial en observant que Q/pQ est cohomologiquement trivial et en utilisant I'exercice 19. Déduire de
I'exercice 17, e) que l'on a H!(G, Q) = 0, et en conclure que M est projectif.)

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

) Le Z@)-module M est cohomologiquement trivial.

B) Le Z‘®-module M admet une résolution projective finie.

v) Le Z®-module M admet une résolution projective de longueur un.

(Pour montrer que o) entraine y), considérer une suite exacte 0 = R = L - M — 0, ot L est un Z‘®-
module libre, et appliquer @) a R.)
¢) On suppose que le Z-module M est divisible. Montrer que le Z-module M est cohomologiquement
trivial si et seulement si il est injectif (considérer une suite exacte 0 » M = [ - Q — 0, o I est un Z©-
module injectif, et montrer en utilisant b) que le Z©€-module Hom, (Q, M) est cohomologiquement
trivial).

d) Pour qu'un Z©-module soit cohomologiquement trivial, il faut et il suffit qu’il admette une résolution
injective de longueur 1.

€1 21) Soit G un groupe cyclique d’ordre fini.

a) SiM est un Z©)-module et g un entier rationnel pair (resp. impair), le groupe H(G, M) est isomorphe &
HYG, M) (resp. (G, M)) (¢f. exercice 7).

b) On note ¥ I'ensemble des classes de ZG-modules de type fini T tels que les groupes H%(G, T) soient
finis pour tout g € Z ; sile Z®-module M est de type %, on pose

h(M) = Card (H(G, M))/Card (H!(G, M)).

Soit 0 = M’ > M - M” — 0 une suite exacte de Z©-modules. Montrer que si deux des modules M/,
M, M” sont de type &, il en est de méme du troisi¢me, et qu'on a alors A(M) = A(M’) A(M"). En particulier,
la fonction 4 définit un homomorphisme du groupe de Grothendieck K (%) dans le groupe multiplicatif Q*.
¢) Soit M un Z@.module fini. Montrer que M est de type € et que lon a A(M) = 1.
d) On suppose que U'ordre de G est un nombre premier p. On note €’ I'ensemble des classes des Z/©-
modules de type fini dans lesquels la multiplication par p a un noyau et un conoyau fini ; si M est de type ¢,
on pose (M) = Card (Coker p,,)/Card (Ker p,). Démontrer comme en b) que ¢ définit un homomor-
phisme de K(%') dans Q*.
e) Montrer que K(#') est engendré par les classes des Z-modules T possédant une des propriétés sui-
vantes :

(1) T est fini.

(ii) La multiplication par p dans T est bijective.

(iiiy T = Z muni de P'action triviale de G.

iv) T = Z©,

™) T = Q,/Z,(cf- TG, 111, p. 84, exercice 23), muni de I'action triviale de G.

V) T =29 @, (Q,/Z,)

(Montrer d’abord que tout Z-module de type €’ s’écrit dans K(% ') comme somme d’un Z“-module
de type fini sur Z et d’'un Z®-module dans leque! la multiplication par p est surjective. Déterminer ensuite
la structure des modules simples sur les anneaux Q@ et Q©.)
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¢) Déduire de ce quiprécede que 'ona %’ < ¥ et que si M est un Z©-module detype ¢ ’,ona
AMYP~! = (@(H(G, M)Y/o(M) .

(Vérifier la formule dans les six cas considérésen f).)
22) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, G son groupe de Galois.
a) Montrer que la suite exacte de G-modules

0—p (L) > L¥ 22, 14,

permet de définir un isomorphisme k; : (L" n K*)/K*" » HY(G, pu,(L)). Lorsque u,(K) a n éléments et
que Pon identifie HY(G, p,(L)) & Hom (G, u,(K)), montrer que k, coincide avec 'homomorphisme défini
enV,§ 11, n°8. .

b) Soit p un nombre premier ; on suppose que K est de caractéristique p. Montrer que la suite exacte de G-
modules (V, § 11, n° 9)

0-F,-L5pL)->0

permet de définir un isomorphisme q; : (p(L) N K)/p(K) - HY(G, F,) qui coincide avec 'homomor-

phisme défini dans loc. cit. si 'on identifie H(G, F,) 4 Hom (G, F,).

23) Soient G un groupe, M un groupe a opérateurs dans G (I, p. 29, déf. 2). On notera m le composé de

g € G et m € M. On dira que M est un G-groupe si on a *(®m) = "m pour m e M, g, 4 € G, autrement dit

si I’application ¢ de G dans Aut (M) telle que ®(g).m = 9m pour g € G, m € M est un homomorphisme.
Si M est un G-groupe, on note H%G, M) le sous-groupe de M formé des éléments m e M tels que

9m = mpourtoutg € G, et Z}(G, M) I'ensemble des applications 4 de G dans M telles que

h(gg) = h(g) *h(g)  pour g,9'€G.
@) On dit que deux éléments k,, 2, de Z*(G, M) sont cohomologues 'l existe un élément m de M tel que
hy(g) = m™' h(g) m pour tout g € G. Montrer que la relation ainsi définie est une relation d’équiva-
lence sur Z!(G, M) ; I'ensemble quotient est noté H!(G, M). La classe dans H'(G, M) de I'application
i€ ZY(G, M) telle que i(g) = 1, pour tout g € G est notée eg , ou simplement ey,
b) Soit f : M —» N un homomorphisme de G-groupes (I, p. 30, déf. 3) ; montrer que f induit un homomor-
phisme de groupes f° : H%(G, M) » H%(G, N), et une application f* : HY(G, M) » HY(G, N) telle que
fl(em) = éx
¢) SoitM % N & Q une suite de G-groupes et d’homomorphismes, avec { injectif, p surjectif et

Im () = Ker (p) .

Montrer que le groupe N' = p~(H%(G, Q)) agit sur Z'(G, M) de fagon que (n.h)(g) = n~* h(g) n
pour ne N, h e Z(G, M), g € G ; montrer que cette action définit par passage au quotient une action de
H%G, Q) sur H!(G, M). L’application i! : H*(G, M) » H'(G, N) passe au quotient et définit une bijec-
tion de HY(G, M)/H*(G, Q) sur Im (i*).
d) L’action de HY(G, Q) sur H!(G, M) permet de définir une application 8 : H(G, Q) » H (G, M) par
d(g) = g.eypourg e HYG, Q). Montrerquel'ona

Im () = Ker (0%, Im (%) = 07"(ey), Im(@ = ()7 (ey), Im(@) =" (-

) On suppose désormais que {(M) est contenu dans le centre de N. Montrer que 8 est un homomorphisme
de groupes ; construire une action du groupe H'(G, M) sur I’ensemble H'(G, N) de telle sorte que I'appli-
cation p! passe au quotient et définisse une bijection de HY(G, N)/HY(G, M) sur Im (p').
/) Soit E 'ensembile des applications k de G dans N telles que p o k € Z'(G, Q). Pour k € E, montrer qu’il
existe un élément £, de Z*(G, M) tel que #{f,(x, ¥)) = k(x) *k(») (k(xy))~* pour x, y € G. Montrer que
Iapplication k —» £, définit par passage au quotient une application &' : HY(G, Q) - H*(G, M). Démon-
trer que I'on a Im (p') = 31~ (0).
24) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, de groupe de Galois G.
Soient V (resp. V') un K-espace vectoriel, ¢ (resp. ¢') un tenseur de type (p, ¢) sur V (resp. V') (I11, p. 63).
On appelle K-isomorphisme (ou simplement isomorphisme) de (V, #) sur (V', ¢) un isomorphisme K-
linéaire u : V — V' tel que (T?(4) ® T(#)) () = . On notera V le L-espace vectoriel L @ V et #; le
tenseur de type (p, g) sur V, déduit de ¢ par extension des scalaires. On désigne par Fy i (V, 7) 'ensemble des
classes d’isomorphisme de couples (W, 1) tels que (W, 1) soit L-isomorphe & (V, #,).
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a) Soit M le groupe des L-automorphismes de (V,, ). Pourm € M et o € G, on pose

m = ny(G)omony(c) ™!,
ol ny 1 G - Auty (V) désigne I'action de G sur V, = L ® V déduite de 'action de G sur L. Montrer
que 'on définit ainsi une structure de G-groupe sur M.
b) Soit (W, 1) un élément de Fy (V, #), et soit » un L-isomorphisme de (Vy, #,) sur (W, 1,). Pourc e G,
on note £,(c) 'élément u™" o 1y (c) o u o ny(c) ™! de M. Montrer que f, € Z!(G, M) (exercice 23), et que
sa classe dans H!(G, M) est indépendante du choix de  ; on la note 6(W, 7).
¢) Montrer que I’application 8 : F x(V, ) = HY(G, M) est bijective, et que 'on a 8(V, 1) = ey.
#7125) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, G son groupe de Galois. On
fait opérer G sur le groupe GL(n, L) en posant o(a;;) = (o(a;)) pour o € G, (a;;) € GL(n, L). Tout sous-
groupe de GL(n, L) stable pour cette action est ainsi muni d’une structure de G-groupe (exercice 23).
a) Montrer que les ensembles HY(G, GL(n, L)) et H}(G, SL(n, L)) sont réduits a un élément (cf. V,
§ 10,n° 5, prop. 9).
b) Montrer que 'ensemble HY(G, PGL(n, L)) s’identifie & I’ensemble des classes d’isomorphisme d’al-
gebres simples centrales S telles que I'algébre L ® S soit isomorphe 4 M, (L) (utiliser exercice 24). En
associant & une telle algébre sa classe dans le groupe Br(K, L) (VIII, § 13) et en identifiant ce dernier
groupe & H*(G, L*) (Joc. cit.), on obtient une application HY(G, PGL(n, L)) -» H*(G, L*) qui est I'op-
posée de lapplication &' (exercice 23, f)) déduite de 'extension L* — GL(n, L) » PGL(n, L). Montrer
que I'image de 8! est formée d’éléments d’ordre n dans H2(G, L*).
¢) Montrer que I'ensemble HY(G, Sp(2n, L)) est réduit & un élément (¢f. IX, § 5, n° 1, th. 1).
d) Soit Q une forme quadratique sur le K-espace vectoriel V, Q, 1a forme quadratique qui s’en déduit sur
L ® V. Montrer que HY(G, O(Q,)) s’identifie 4 'ensemble des classes d’isomorphisme de formes quadra-
tiques Q' sur V telles que Qq soit isomorphe a Q;.
26) On note A° la k-algébre A ®, A°; tout (A, A)-bimodule est muni naturellement d’une structure de
Ac¢-module 4 gauche et aussi d'une structure de A®-module & droite. Soient M un (A, A)-bimodule, 7 un
entier > 0; on pose :

H,(A, M) = Tor®" (M, A)  H"A, M) = Ext, (A, M)

@) Lek-module Hy(A, M) est isomorphe au quotient de M par le sous-k-module engendré par les éléments
(am — ma) pour a€ A, me M ; le k-module H*(A, M) est isomorphe au sous-k-module de M formé des
éléments m tels que am = ma pour tout a € A. Le k-module H (A, M) s’identifie au quotient du k-module
des dérivations D,(A, M) par le sous-k-module des dérivations intérieures, ¢’est-a-dire des dérivations d,,,
pour m € M, définies par d,,(a@) = am — mapour touta € A (¢f. I11, p. 132).

b) On suppose que A est un k-module projectif. Montrer que la résolution standard B(A) (X, p. 58) définit
une résolution projective du A®-module & gauche A. En déduire que les k-modules H"(A, M) sont iso-
morphes aux modules d’homologie du complexe C(A, M), oli, pour p 2= 0, CP(A, M) est le k-module des
applications k-multilinéaires de A? dans M, CP(A, M) = 0 pour p < 0, la différenticlle étant donnée
par la formule :

(@) (igr oo %) = Xoof Gty s X)) + 5 (= DFFT (X e Xyo Ky s oo X,)
=0

+ (= DPP (g s )y
pour f € CP(A, M), Xq, ..., X, € A,
Donner une expression analogue pour les k-modules H,(A, M).
¢) Sous 'hypothése de b), soit p : £ = k' un homomorphisme d’anneaux commutatifs, A’ la k’-algébre
k' ®,A, M'un (A’, A')-bimodule. Montrer que les k-modules H,(A, M) et H(A’, M') (tesp. HYA, M)
et H(A’, M")) sont isomorphes.

d) On suppose désormais que &k est un corps. Soient B une seconde k-algébre (associative et unifére),
M un (A, A)-bimodule, N un (B, B)-bimodule. Pour tout n > 0, définir un isomorphisme de k-modules
H(A ®BMeN - @ (H,(A M) ® H(B,N).
ptg=n
SiY'on suppose de plus que A et B sont de dimension finie sur &, montrer qu’il existe de méme un k-isomor-

phisme
H'A @,B,M @ N)—» @ (HA, M) ® HYB,N)) pourtout » > 0
ptg=n

(utiliser X, p. 76, th. 3).
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¢) Soient M, N deux A-modules a gauche, P un A-module a droite, de sorte que les k-modules Hom, (M, N)
et M @, P ont des structures naturelles de (A, A)-bimodules. Définir pour tout n > 0 des isomorphismes
de k-modules :

H"(A, Hom, (M, N)) » Ext’ (M, N) et H,(A, M ®, P) - Tor (P, M).

#727) On appelle augmentation de la k-algébre A un homomorphisme unifére de k-algébres = : A — k;
on dit que le couple (A, =) est une k-algébre augmentée. L’augmentation munit £ d’une structure de A-
module & gauche. Soient M un A-module a gauche, N un A-module a droite; on pose

H, (A, n;N) = Tor® (N, k) et H"(A,n; M) = Ext} (k, M) pourtout n>0.
a) On note M, (resp. N} le groupe M (resp. N) muni de la structure de (A, A)-bimodule définie par :
ama’ = n(a')am (tesp.ana’ = nn(a)a’ pour a, €A, maM, neN.

Montrer que le k-module Hy(A, n; N) (resp. H(A, n; M), resp. H(A, n; M)) est isomorphe au k-
module Hy(A, N, (resp. HY(A, M), resp. H'(A, M) défini dans I'exercice 26.
b) On suppose désormais que A est un k-module projectif. Définir a I'aide de la résolution standard
(X, p. 58) des k-isomorphismes ¢, : H,(A, N(5) - Hy(A, n; N) et 9" : HY(A, M,,)) - H"(A, ®; M) pour
tout n = 0.
¢) On suppose qu’il existe un homomorphisme de k-algébres p : A — A° qui fasse de A° un A-module 4
droite projectif et tel que I'idéal & gauche de A® engendré par p(Ker ) soit le noyau de I'homomorphisme
A ®; A’ — A défini par la multiplication dans A. Montrer qu’il existe pour tout (A, A)-bimodule Q
et tout entier n > 0 des k-isomorphismes H,(A, n; Q) — H,(A, Q) (resp. H*(A, n; Q) —» H*A, Q)), Q
étant considéré comme A-module 4 droite (resp. & gauche) via '’homomorphisme p. (Utiliser les homo-
morphismes canoniques de X, p. 109.)
d) Montrer que les hypothéses de ¢) sont vérifiées dans les cas suivants :

o) A estl'algebre (sur k) d’'un groupe G, p est défini par ple,) = ¢, ® e,-1.

B) A est’algébre tensorielle (resp. symétrique) d’un k-module projectif V ; p est défini par

)= @1 -1®v.
* ) A est'algébre enveloppante d’une algébre de Lie g sur &, libre en tant que k-module ; ona
px) =x®1 —1®x pour xeg

(utiliser le cor. 5 au th. 1 de LIE 1, § 2, n° 7).
) A est 'anneau de fonctions d’un groupe algébrique lisse G sur un corps k ; on prend

k
p(f) = ifil® fis ou fghh) =} f(@ (W pour g,heG.,
i=1 i=1

* 28) Soient g une algébre de Lie sur I'anneau commutatif k£, U son algébre enveloppante. On munit £
de la structure de U-module & gauche correspondant 4 la représentation triviale de g. Soient N un g-module
a droite, M un g-module & gauche, n un entier > 0; on pose

H,(g, N) = Tor¥ (N, k) et Hr(g, M) = Ext} (k, M).

a) Le k-module H (g, N) (resp. H%(g, M)) est isomorphe & N/Ng (resp. au sous-module de M formé des
éléments annulés par g). On note Z'(g, M) (resp. B!(g, M)) le sous-k-module de Hom,, (g, M) formé des
¢léments f tels que f([x, ¥]) = xf()) — yf(x) pour x, y € g (resp. des éléments £, pour m € M, tels que
f.(x) = xm pour x € g). Montrer que H!(g, M) s’identifie au quotient Z'(g, M)/B'(g, M).

b) On suppose désormais que g est un k-module libre. Montrer que les k-modules H%(g, M) s’identifient
aux modules d’homologie du complexe C(g, M), ot pour p 2 0, C?(g, M) est le k-module des applications
multilinéaires alternées de g? dans M, CP(g, M) = 0 pour p < 0, la différentielle étant donnée par la
formule

df(xy o Xpu) = 3 (= D xflrg, oo % s X0 0)

1sisp+1
+ Z (‘ 1)l+"f([-xi, xj]yxly"'9xis"~axj>"'a xp+1)
1€i<j€p+1

pour f € C?(g, M), xy, ..., x,4 € g (ol le signe “sur une lettre signifie qu’elle doit étre omise).
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Donner une expression analogue pour les k-modules H (g, M). (Utiliser X, p. 184, exercice 21.)
¢) On suppose que dim, (g) = n < oo. Montrer que H?(g, M) = O pourtoutp > n + | et tout g-module
M, et quil existe un g-module N tel que H*(g, N) # 0 (prendre N = A" g, oli g opére par la formule

Xy A AX) = DX A AX AKX A Xy A A XS

montrer que df = 0pour tout f € C*~ (g, N)).
d) La représentation adjointe de g et la représentation de g sur M définissent une représentation 8 de g
dans C(g, M), telle que

O0) £) (iys oo %) = Xof (i oo X)) = 3 Fers oo [, X oo )
i=1

pour f e C?(g, M), x, x,, ..., x, € 8. Montrer que, pour tout x € g, 8(x) est un endomorphisme homotope
4 zéro du complexe C(g, M) (définir une homotopie i(x) en posant (i(x) 1) (x, ..., X)) = fx Xy, e X)),
#7 * 29) On garde les notations de I’exercice précédent ; on suppose de plus que & est un corps de caractéris-
tique zéro, et que I'algébre de Lie g est semi-simple (LIE, 1, § 6). Soit M un g-module de dimension finie
sur k.

a) Si M est simple et non trivial, on a H?(g, M)=0 pour tout p > 0 (la forme bilinéaire sur g associée a
M est non dégénérée (LIE, I, § 6, n° I, prop. 1); observer que la multiplication par I’élément de Casimir
correspondant (LIE, I, § 3, n° 7) est nulle dans & et bijective dans M).

b) Montrer que H'(g, M) = 0 quel que soit M (utiliser a) et le fait que g = 2g). Inversement, une k-
algébre de Lie b (de dimension finie) telle que H'(h, M) = 0 pour tout h-module M de dimension finie est
semi-simple.

¢) On munit & de la structure de g-module correspondant a la représentation triviale. Montrer que, pour
tout p 2 0, le k-espace vectoriel H?(g, k) est isomorphe au sous-espace vectoriel de C?(g, k) formé des
formes p-linéaires alternées f qui sont invariantes, ¢’est-a-dire telles que

P
Y flxy XX . x,) =0 pourtous x,x .., X,€g.
i=1

(Déduire de la semi-simplicité des représentations de g et de 'exercice 28, d) que H?(g, k) est isomorphe
a H?(Cy(g, k)), ot Cy(g, k) est le sous-complexe de C(g, k) annulé par tous les endomorphismes 6(x) pour
x € g ; puis montrer que Cy(g, &) est & différentielle nulle.)
d) Déduire de ¢) que H%(g, M) = 0 pour tout g-module M de dimension finie sur k. (Montrer que toute
forme bilinéaire invariante sur g est symétrique, en se ramenant au cas ol g est simple et k algébriquement
clos.)

§7

1) Soient k& un anneau commutatif, A une k-algébre associative et unifére, M un (A, A)-bimodule. On
appelle extension de A par M la donnée d’une k-algébre B associative et unifére et d’une suite exacte de
k-modules

@) :0-MLBBASO0,
ol p est un homomorphisme d’algébres et ot
i(p(b) m) = bi(m) et imp®b)) = i(m)b pour beB, meM.

Deux extensions 0 = M L B8 A > 0et 0> M5 B B A - 0 sont dites équivalentes il existe un
homomorphismre d’algébres u : B —» B’ tel que p'ou = p et uoi = u'; 'homomorphisme u est alors
bijectif.

a) On suppose que la suite exacte de k-modules 0 = M 5 B B A — 0 est scindée; soit s : A —> B une
section k-linéaire de p. Montrer qu'il existe un élément fe C2(A, M) (X, p. 195, exercice 26, b)) tel que
s(a) s(a’) — s(aa’y = i(f(a, a") pour a, a' € A. Montrer que f est un 2-cocyle et que sa classe dans
H2(A, M) est indépendante du choix de s; on la note ¢(£).



AX.198 ALGEBRE HOMOLOGIQUE §7

b) Soit Ex, (A, M) I'ensemble des classes d’équivalence d’extensions de A par M qui sont triviales comme
extensions de k-modules. Montrer que ¢ définit une bijection de Ex, (A, M) sur H3(A, M).

¢) Soient & :0 > MLBLAS0etg 0> M LB5A — 0 deux extensions de A par M. On note
C la sous-algébre de B x B’ formée des éléments (b, b’) tels que p(b) = p'(d’), ¢ I'idéal de C formé des
éléments (i(m), — i'(m)) pour m e M, B” l'algébre C/c, n : C » B” ’homomorphisme de passage au
quotient. Sojent i” : M — B” et p” : B” — A les homomorphismes tels que i"(m) = n((m, 0)) pour m e M
et p” n((b, b)) = p(b) pour b e B, b’ € B'. Montrer que la suite 0 > M — B” - A — 0 est une extension
de A par M, appelée extension somme de (&) et (8'), et que I'on définit ainsi une loi de groupe commu-
tatif sur I'ensemble des classes d’équivalence d’extensions de A par M. En particulier, I'ensemble Ex, (A, M)
est muni ainsi d’une structure de groupe, et I'application ¢ est un isomorphisme de groupes.

2) On suppose que la k-algébre A admet une augmentation n : A — k (X, p. 196, exercice 27) et que, de
plus, A estun k-module projectif. On note I le noyau de n. Soit M un A-module a gauche.

a) Soit () : 0 - M, 4 B & A - 0 une extension de A par le (A,-A)-bimodule M, X, p. 196, exer-
cice 27); on note B l'idéal de B formé des ¢léments-b € B tels que p(b) € I. On a i(m) b = 0 pour meMet
b € B, de sorte que B est muni d’une structure de A-module & gauche telle que p(B) & = pb pour Be B,
b € B. Montrer qu’il existe une suite exacte de A-modules0 - M - B - 1 - 0; on'note 6(¢) la classe de
cette suite exacte dans Ext} (1, M). )

b) Montrer que 8 définit une application de Ex, (A, M,,) dans Ext} (I, M). Démontrer la commutativité
du diagrammie :

]
Ex, (A, M) — Ext} (I,M)

: e

H? (A, M) > Ext}(k, M)

ol § est 'homomorphisme de liaison déduit de la suite exacte 0 - 1 — A % k — 0, et ol ¢ est I’isomor-
phisme obtenu en calculant a ’aide de la résolution standard (X, p. 196, exercice 27, $)). En déduire que 6
est un isomorphisme de groupes.

3) Soient G un groupe, A l'algébre Z©@, j : G — A I'injection canonique. On munit A de 'augmentation
n : A ~ Z définie par ni(e,) = 1 pour toutg € G. Soit M un A-module a gauche.

a) Soit 0 —» M, 4 B % A — 0 une extension de A par le (A, A)-bimodule M, X, p. 196, exercice 27).
On note I le sous-ensemble de B formé des éléments b de B tels que p(b) € j(G). Montrer que T', muni de
la multiplication induite par celle de B, est un groupe, extension de G par le G-module M.

b) La construction précédente définit une application de Ex, (A, M) dans Ex (G, M) (VIII, §13).
Montrer que le diagramme

Exz (A, M,,) = Ex (G, M)

¥ f
(DZ
H? (A, M) ™ H*(G, M)
est commutatif.
* 4) Soient g une k-algébre de Lie, M un g-module. Une extension de g par M est une suite exacte de
k-modules 0 - M 5 b 5 g — 0 o b est une k-algébre de Lie, p un homomorphisme d’algébres de Lie,

et ol i(p(Hym) = [H, i(m)] pour Hebh, me M. Deux extensions
0—>M—i>b-5>g—>0, 0—>Mi-l>b’ﬂ'>g—>0
sont dites équivalentes s’il existe un homomorphisme u : ) —» b’ tel que p'ou = p, uei = i’. On note

Liex (g, M) I'ensemble des classes d’équivalence d’extensions de g par M. On suppose que g est un k-module

libre.
a) Soit (¢): 0> M 4 b -B g —» 0 une extension de g par M ; on choisit une section &-linéaire s : g — §
de p. On définit un élément f € C%(g, M) (X, p. 196, exercice 28, b)) en posant

i{fCx, ) = [s(x), 5] — s([x,»]) pour x,yeg.

Montrer que f est un 2-cocycle et que sa classe dans H2(g, M) ne dépend pas du choixdes ; on 1a note 8(&).
b) Montrer que 6 définit une bijection de Liex (g, M) sur H?(g, M). Décrire directement la structure de
groupe sur Liex (g, M) obtenue par transport par y.
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¢) Soient U I'algébre enveloppante de g, M, le (U, U)-bimodule associé 4 M & 'aide de 'augmentation

n: U - k (X, p. 196, exercice 27). Soit 0 — My = B 5 U — 0 une extension de U par M, (exercice 1);
on note b I'ensemble des éléments b de B tels que p(b) € j(g).
Montrer que b est une k-algébre de Lie, extension de g par M. Cette construction définit une application
A 1 Ex, (U, M) — Liex (g, M). Montrer que le diagramme

!
Ex, (U, M,) — Liex (g, M)
*c lY
2

H?(U,M,,) — H%(g, M)

(ol @2 est I'isomorphisme défini en X, p. 196, exercice 27) est commutatif. En déduire que A est un isomor-
phisme.

1 5) Soient G, F deux groupes.
a) Pour toute extension & : F — E — G de G par F (I, p. 62), 'opération de E sur F par automorphismes
intérieurs définit un homomorphisme E — Aut (F), d’ol par passage au quotient un homomorphisme
de groupes 6 : G —» Aut (F)/Int (F), appelé homomorphisme associé & ’extension &. Deux extensions
isomorphes de G par F ont méme homomorphisme associé.
b) On considére inversement un homomorphisme de groupes 6 : G — Aut (F)/Int (F). Notons

2t Aut(F) - Aut (F)/Int (F)
I'application de passage au quotient. On choisit une application o de G dans Aut (F) tellequep e ¢ = 6,
etune application f de G x G dans F telle que 6(x) 6(3) (6(xy))~" = Int (f(x, y))pourx,y € G ; on pose
c(x, v, 2) = o(x) (f (3, 2))of (%, y2).(f (xp, 2)7L.(f(x, »)) ™. Montrer que c(x, y, z) appartient au centre
ZdeF.
¢) On considére Z comme un G-module en posant g.z = o(y) (2) pour g € G, z € Z; cette définition est
indépendante du choix de . L’application ¢ définit un élément de C¥G, Z); montrer que c¢ est un 3-
cocycle, et que sa classe dans H3(G, Z) est indépendante des choix de o et de f. On la note (G, F, 8).
d) Montrer que la nullité de o(G, F, 0) est une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
extension de G par F ayant pour homomorphisme associé 8 (si ®(G, F, 8) = 0, montrer que I’on peut
choisir f de fagon que le cocycle ¢ soit nul, puis définir une loi de groupe sur G x F).
¢) On suppose o(G, F, 8) = 0. Montrer que 'ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions de G par
F, d’homomorphisme associé 0, est un ensemble principal homogéne sous le groupe H*(G, Z).
/) Soient H un groupe, M un Z*-module, x un élément de H3(H, M). Montrer qu’il existe un groupe E
de centre M et un homomorphisme @ : H — Aut (E)/Int (E), induisant sur M la structure de H-module
donnée, tels que o(H, E, ¢) = x (prendre E = M x L, ol L est le groupe libre construit sur H x H).

6) Soient M un A-module a droite, N un A-module a gauche. Pourn > 0, onnote 7,(M, N) 'ensemble des
triplets (P, p, g), ol P est un complexe de A-modules libres de type fini, tel que P, = Opourr < Oetr > n,
etollp : P> Netg:P* > M(n) sont des morphismes de A-complexes (on désigne par P* le complexe
Homgr, (P, A)). On dit que deux éléments (P, p, ¢) et (P', p’, ¢') de 7 (M, N) sont /iés §’il existe un mor-
phismeu : P — P'telquep = p'ouet g’ = go‘u;onnote T, (M, N) le quotient de 7, (M, N) par la rela-
tion d’équivalence la plus fine pour laquelle deux éléments liés sont équivalents (¢f. 11, p. 52, exercice 9).
a) Montrer que T (M, N)s'identifie & Tor? (M, N).
b) Soit(€): 0 » M’ & M 5 M” — 0 une suite exacte de A-modules & droite. Décrire I’homomorphisme
de liaison 0 : T, (M", N} = T,_,(M’, N) déduit de (&, N) a 'aide des identifications précédentes.
(Si(P, p, ) € T (M”, N), montrer que 'on a 8(P, p, g) = (P, 7, §), oul P est le complexe obtenu en rem-
plagant P, par 0 dans P, 7 est le morphisme déduit de p et ("' : P¥_, — M’ est égal a 4"~ !, u étant un
morphisme de P* dans le complexe (Con (7)) (n) tel que m o " = ¢".)

€7 7) Soient A’ une k-algébre (associative et unifére) et B = A ®, A",

a) Soient M un A-module & gauche, Q un A-module & droite, M’ un A’-module a gauche, Q' un A’-module
a droite. Soit (P, p) (resp. (P, p'), resp. (R, r)) une résolution projective du A-module M (resp. du A~
module M’, resp. du B-module M ®, M’). Montrer qu'il existe un morphisme de B-complexes

“u:P® P ~-R,
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unique & homotopie pres, tel que rou = p ® p'. Définir 4 l'aide de u un k-homomorphisme gradué de
degré zéro

T : Tor* (Q, M) ®, Tor* (Q', M) > Tor®(Q ®, Q"M ® M").
Montrer que T ne dépend'pas du choix des résolutions P, P', R et du morphisme w. Si a € Tor* (Q, M) et
a' eTor* (Q,M’), on pose T@®4a)=aTa.
b) On suppose de plus que les k-modules A et A’ sont projectifs et que 'on a Tork (M, M") = O pourn > 0.

Montrer que P ®, P’ est alors une résolution projective du B-module M ®, M’; en déduire, pour tout A-
module N et tout A’-module N’, un k-homomorphisme gradué de degré zéro

v :Ext, M, N) ®, Ext,, (M’,N') > Exty, M ®, M, N ®,N").

Montrer que v est indépendant du choix des résolutions P et P'. Si b € Ext, (M, N)et b’ € Ext,, (M, N'),
onnote vb® b)=bv b
¢) Soient A” une troisiéme k-algébre (associative et unifére), M” et N” des A”-modules & gauche, Q" un
A’-module & droite. On identifie les k-algébres A ®, (A’ ®, A" et (A ®; A') ®, A", ainsi que les k-modules
M@ MOM)et MOM)®M' N N ® N)et (NON)® N, Q®,(Q ®,Q") et
Q ®,Q) ®,Q". Démontrer les formules
aT@Ta)=(@Ta)Ta pour aeTor*(Q,M), a' eTor* (Q,M),
a" e Tor®” (Qu’ Mu)
bv (' vb)y=(@®v>b)vd pour beBExt,(M,N), b eExt, (M,N},
b" e Ext,, (M", N").
d) Soient & : Tor* &4 (Q ®, Q. M ®; M) —» Tor* %4(Q' @, Q, M’ ®, M) et
T:Extag, o4 (M ® M, N ® N) - Ext,g , (M &MN &N)
les isomorphismes déduits des isomorphismes de commutation
AQA A QA MM ->-M@EM, NgN->N®N, 03Q-Q Q.
" Démontrer les formules
c@Ta)=(~1)"aTa pour aeTor}(Q,M), a eTor¥(Q,M)
by b)=(-1"b vb pour beExt{ (M,N), b eExt] (M,N’).
e) Soit(€) :0 - M, - M, > M, — 0une suite exacte de A-modules, telle que la suite
E@M): 0-M, M ~->M eM->MeM-0

soit exacte. On note 3 (resp. A) I'homomorphisme de liaison 6(Q, &) (resp. #(Q ®, Q’, € ® M’)). Montrer
que l'on a (3a) T @’ = A(a T ') pour ae Tor* (Q, M), @’ € Tor* (Q', M'). Démontrer les formules
analogues pour le produit v. .

f) Sik estun corps, montrer que T est un isomorphisme de k-modules gradués ; il en est de méme de v
si de plus A et A’ sont noethériens & gauche et si le A-module M et le A’-module M’ sont de type fini.
¢) Sion identifie les modules Tor? (Q, M) aux ensembles T,(Q, M) définis dans I’exercice 6, démontrer la
formule (P,p, 9 T (P,p',¢) =P & P,p®pr,9®q)

8) On garde les notations de ’exercice 7 ; on suppose que les k-modules A et A’ sont projectifs.

@) On suppose que 'on a Tor¥ (M, M") = 0 pour i > 0. Montrer que I'application b+ b v 1. définit
un k-homomorphisme gradué de degré zéro de Ext, (M, N) dans Ext, (M ®, M, N ®, M), qui induit
en degré zéro 'homomorphisme canonique b b ® 1y

b) Onsuppose que le k-module M’ est plat. Soit

0-N-R,-+>R;,»-M-0
une suite exacte de A-modules, de classe b € Ext?, (M, N). Montrer que la suite exacte de B-modules
’ 0>N®M SR, @M >R, M >MOM -0
apourclasseb v 1, dansExty(M ®, M, N ®, N’).
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¢) On suppose que les k-modules M, M’, N, N’ sont plats. Montrer que ['on a :
bvb =0bvI1ige(lyvd)y=(=D)i(yv bd)edv ly)
pour b € Extf (M, N), b’ € Ext{, (M’, N').

9) On suppose I'anneau A commutatif. Soient B, C deux A-algeébres associatives et uniféres; on note
my : B ®4 B — B la multiplication de B, et mc la multiplication de C.

a) Montrer que 'homomorphisme
Tor (ng, m) e T : Tor* (B, C) ®, Tor* (B, C) — Tor* (B, C)

(¢f. exercice 7) définit sur Tor* (B, C) une structure de A-algébre graduée, associative et unifére.
b) Soient S une A-algébre différentielle graduée et p : S; — B un homomorphisme de A-algébres tels que
(S, p) soit une résolution libre de B (¢f. X, p. 183, exercice 18). Montrer que I'isomorphisme

¥(S, C) : Tor? (B, C) —» HS ®, C)

est un isomorphisme de A-algébres sil’on munit H(S ® 4 C) de la structure d’algébre déduite de la structure
d’algébre différentielle graduéede S ® , C (X, p. 183, exercice 18, b) et ¢)).

¢) Si les A-algébres B et C sont commutatives, démontrer que I’algebre graduée Tor* (B, C) est alternée
(¢f- X, p. 183, exercice 19).

10) Soit B une k-bigébre (111, p. 148), que 'on considére comme une k-algébre augmentée (X, p. 196,
exercice 27) par la coiinité B : B > k; on suppose que le k-module B est projectif.

a) Soient M, N deux B-modules & gauche. L’homomorphisme v de 'exercice 7 s’identifie & un homo-
morphisme gradué de degré zéro

H'B,v; M) ®, H'(B,y; N) » H(B ®, B,y ® v: M ® N);

par composition avec ’homomorphisme déduit de la comultiplication, en déduire un homomorphisme
gradué de degré zérou : H'B,y; M) ® H(B,y;N) - H'B,v; M ®, N).

b) Soit C une k-algébre associative et unifére, que ’on munit de la structure de B-module déduite de v.
Montrer que ’homomorphisme U définit sur H'(B, v ; C) une structure de k-algébre graduée associative
et unifére ; si C est commutative et si la bigébre B est cocommutative, I'algébre H'(B, v ; C) est anticommu-
tative.

¢) On prend C = k. Montrer que le produit U coincide avec le produit de composition sur Extg(k, k).
d) Soient G un groupe, M et N deux Z‘®-modules. On munit M ®; N de la structure de Z-module
définie par g(x ® y) = gx ® gy pour g€ G, x €M, y e N. Montrer que I'application

v H'(G, M) ®, H'(G, N) » H(G, M ®, N)

est "homomorphisme induit sur 'homologie par 'homomorphisme gradué de degré zéro

u: C'(G, M) ®; C(G, N) - C(G, M ®, N)

défini par u(f ® #) (gy; .- Gprd = SG1s 2 9,) @15 29, MGpr 15 gpsy) POUL
feC/G,M), heCY{G,N), g, .. 9r+4€G.

(Utiliser 'exercice 5, p. 185.)

#7 11) On suppose que la bigébre B admet une inversion i (cf. 111, p. 198, exercice 4). Soient M et N des
B-modules. Le k-module M ®, N (resp. Hom, (M, N)) a une structure naturelle de B ®, B-module (resp.
B ®, B -module); on le munit de la structure de B-module déduit de 'homomorphisme c (resp.
(I3 ® Do)

a) Montrer que ’homomorphisme « (exercice 10) définit un homomorphisme gradué de degré zéro

 t H'(B, v; Hom, (M, N)) ®, H'(B,y; M) —» H'(B,v; N).

b) Soit 0 » M = R, = -+ » R; — k — 0 une suite exacte de B-modules, avec R, projectif (1 < i < n);
soit 6 sa classe dans Ext} (k, M) = H"(B, y; M). Montrer que pour p > 1, 'application x— x U 8
est un k-isomorphisme de H?(B, v ; Hom, (M, N)) sur H?**(B, y; N).
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(Démontrer que cette application se factorise en
H#(B, v; Hom, (M, N)) - Ext§ (M, N) & Extf*" (k, N) )

¢) Soient G un groupe, N un Z!¥-module. Soit F un groupe libre, p : F ~ G un homomorphisme surjectif,
R=Ker (p), R=R/(R, R), F= F/(R,R). L'extension R - F — G définit une classe € € H¥G, R);

démontrer que Iapplication x — x U ¢ de HYG, Hom, (R, N)) dans H?*%(G, N) est un isomorphisme
pour p > | (utiliser 'exercice 3, d), p. 179).

§8
1) Soient u : A — B un homomorphisme d’anneaux, M un B-module. Démontrer 'inégalite
dpa(M) < dpa(M) + dpa(By) .

(Raisonner par récurrence sur dpg(M) ou utiliser la suite spectrale de l'exercice 6, p. 188.)
2) On suppose I’anneau A ncethérien ; soit M un A-module de type fini, de dimension projective 7. Mon-
trer que le k-module Ext} (M, A) est non nul.
3) Soitnunentier > 1. Montrer que dh(M,(A)) = dh(A) (¢f. VIIL, § 4).
4) Soit M un A-module. On appelle dimension injective de M, et on note dxA(M) la borne inférieure dans
Z des longueurs des résolutions injectives de M. .

Sinestun entier > 0, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) di,(M) < n;

B) Ext} (N, M) = 0 pour tout A-module N et tout entier r > #;

v) Exti*' (N, M) = 0 pour tout A-module N;

8) Ext"+ ' (N, M) = 0 pour tout A-module monogéne N ;

g) pour toute suite exacte 0 > M = 1% = -+ - I""1 - N — 0, ou les 1* sont injectifs, N est injectif.
5) Soit (M), . g une famille de A-modules.
a) Montrer que dia( n M) = sup dip(My).

ieE
b) Si A est ncethérien, montrer que dia(@ M) = sup diy(M)).
ieE ieE
¢) Si dxA(® M) = sup dia(M,) pour toute famille (M,);.g de A-modules, A est ncethérien (utiliser

I’exercice 21 p- 170)
6) Soit I 'ensemble des idéaux & gauche de A. Montrer que dh(A) = sup dpa(A/a).
ael

7) Soit M un A-module. On appelle dimension plate de M, et on note dpl, (M), la borne inférieure dans

Z des longueurs des résolutions plates de M.
a) Sinestunentier 2 0, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) dpl, (M) < n.
B) Tor? (N, M) = 0 pour tout A-module a droite N et tout entier » > n.
¥) Tor,, (N, M) = 0 pour tout A-module & droite N.
8) Tor2, , (N, M) = 0 pour tout A-module a droite monogéne N.
¢) Pour toute suite exacte0 >~ K - P,_, = -+ > P, > M — 0ol les P, sont plats, K est plat.
b) Montrer que 'on a dpla(M) < dpa(M); il y a égalité si A est ncethérien et M de type fini.
¢) Soient (N,),.; un systéme inductif de A-modules et N sa limite inductive. Démontrer Iinégalité

dpl, (N) < sup dpl, (N,) .
ael

8) On appelle tor-dimension de A et on note td(A) la borne supérieure dans 7Z de I'ensemble des entiers n
pour lesquels il existe un A-module 4 gauche N et un A-module & droite M tels que Tor® (M, N) # 0.
a) Soitnunentier > 0. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) td(A) < n.

B) Pour tout A-module M, ona dpl, (M) < r (exercice 7).

y) Pour tout A-module monogéne M, on a dpl, (M) < ».
b) Montrer que 'on a td(A) = td(A°) et td(A) < dh(A); ’égalité a lieu si A est nethérien & gauche.
f79) a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Tout idéal (a gauche) de type fini de A est un A-module projectif.

B) Tout sous-module de type fini d’'un A-module projectif est projectif.
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v) Onatd (A) < 1 (exercice 8), et 'anneau A est cohérent (X, p. 181, exercice 11).

3) Pour tout ensemble I, tout sous-module de A' est plat.
b) On suppose que I'anneau A vérifie les conditions équivalentes de @). Démontrer que tout A-module
projectif est isomorphe & une somme directe d’idéaux de type fini de A. (Traiter d’abord le cas d’un module
de type fini ; traiter ensuite par récurrence le cas d’'un module admettant une famille dénombrable de
générateurs, en observant que tout élément d’un A-module projectif P est contenu dans un facteur direct
de type fini de P. Déduire le cas général du théoréme de Kaplansky (11, p. 183, exercice 2).)
10) On suppose A intégre ; soit K son corps des fractions. On dit qu’un idéal a de A est inversible s’il existe
des éléments x;, ..., x, de K telsque x;a c Apour 1 < i< nety x,a=A.
a) Montrer que tout idéal inversible est de type fini.
b) Montrer qu'un idéal non nul de A est un A-module projectif si et seulement s’il est inversible.
¢) Soit a un idéal inversible de A, D un A-module divisible. Démontrer que Ext!, (A/a, D) = Opouri > 1.
11} a) On suppose 'anneau A intégre. Montrer que les conditions o) & §) de 'exercice 9 sont encore équi-
valentes aux conditions suivantes :

e) Tout A-module de type fini sans torsion est projectif.

¢) Tout A-module sans torsion est plat.

1) Tout sous-module d’'un A-module plat est plat.

(Utiliser I'exercice 13, p. 169.)

Un anneau intégre vérifiant ces conditions est dit priiférien.
b) Soit B un anneau intégre, réunion d’une famille filtrante croissante de sous-anneaux priifériens.
Montrer que B est priiférien.
* ¢) Montrer que I'anneau des entiers algébriques est priiférien.
12) On suppose 'anneau A intégre. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) dh(A) < 1.

B) Tout A-module divisible est injectif.

v) L’anneau A est priiférien (exercice 11) et neethérien,
(Pour montrer que «) entraine B), utiliser I'exercice 10.)

On dit alors que A est un anneau de Dedekind.
13) On suppose A ncethérien A gauche et & droite. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

@) dh(A) < 2.

B) Pour tous entiers p, g et toute application A-linéaire u : A — A%, le noyau de u est un A-module
projectif.

y) Le dual de tout A-module de type fini est projectif.
14) Soit x un élément de A simplifiable d gauche.
a) Montrer que I'idéal xA est bilatére si et seulement §’il existe un endomorphisme ¢ de 'anneau A tel que
ax = xc(a) pour tout ae A.
b) On suppose désormais vérifiées les conditions de a). Soit M un A-module tel que xM = 0. Démontrer
Iégalité dpa(M) = dp,,a(M) + 1 (on pourra utiliser la suite spectrale de I'exercice 6, 4), p. 1€8).
¢) On suppose que x appartient au radical de A, et que A est ncethérien. Soit N un A-module de type fini,
tel que 'homothétie de rapport x soit injective dans N. Montrer que 'on a dpa(N) = dpya.(N/xN).
d) Sous les conditions de ¢), montrer que 'on a dh(A) = dh(A/Ax) + 1.
15) Soit o un automorphisme de 'anneau A.
a) Onnote A[X] 'anneau définien VIil, § 1, n° 3. Montrer que

dh(A,[X]) = dh(A) + 1.

(L’inégalité dh(A,[X]) = dh(A) + 1 résulte de I'exercice 14, b); pour linégalité opposée, s’inspirer
de la démonstration de X, p. 142, lemme 3, a).)
b) On note A,[[X]] 'anneau défini dans 1V, § 4, exercice 8. Montrer que si A est ncethérien, on a
dh(A[[X]]) = dh(A) + 1 (utiliser 'exercice 14).
16) Soient A un anneau local neethérien a droite et & gauche, m son idéal maximal ; on note &, (resp. k,) le
A-module 4 gauche (resp. & droite) A/m. Soient M un A-module & gauche de type fini et n un entier.
a) Montrer que I'on a dpy(M) < # si et seulement si Tor?, | (k;, M) = 0 (utiliser 'exercice 4, p. 185).
b) Montrer que I'on a dh(A) = dpa(k;); pour que dh(A) < n, il faut et il suffit que l'on ait

Tors,, (ku k) = 0.
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¢) Soit x un élément du centre de A, appartenant & m, tel que ’homothétie de rapport x dans M soit
injective. Montrer que 'on a dp,(M/xM) = dp.(M) + 1 (¢f. aussi exercice 14).
17) Soient M un A-module, I un ensemble bien ordonné, (M,), ., une famille croissante de sous-modules
de M, telle que M = U M,. On pose M; = U M, pour ael.

B<u

2l

a) Démontrer 'inégalité dp,s(M) < sup dps(M,/M,).
zel
by On suppose qu'il existe un entier n tel que dpo(M,) < n pour tout o € I. Montrer que'on a
dp M) < n+1.

18) a) Soient (M,), ., un systéme inductif de A-modules relatif 4 un ensemble 1 dénombrable, M sa limite,
n un entier > 0. Montrer que si dpa(M,) < n pour tout o € I, on a dp,(M) < n + 1 (se ramener au cas
n = 0etl = N, puis écrire une suite exacte0 = PM, - P M, - M - 0).

n n

b) Soit P un A-module plat admettant une présentation A® —» A™ — P — 0, ol I'ensemble S est dénom-
brable. Déduire de a) que 'on a dp,(P) < 1.

¢) On suppose que tout idéal & gauche de I'anneau A est engendré par un ensemble dénombrable d’¢1é-
ments. Démontrer que I'on a dp,(M) < dply(M) + 1 pour tout A-module M engendré par une famille
dénombrable d’éléments. En déduire les inégalités dh(A) < td(A) + 1 et | dh(A) — dh(A®) | < 1. (Uti-
liser Vexercice 12, p. 181, I'exercice 8, p. 202, ainsi que b).)

#119) a) Soient » un entier > 0, (M,), ., un systéme inductif de A-modules, M sa limite. On suppose que
Card (1) < X, (E, 11, p. 87, exercice 10) et qu’il existe un entier  tel que dpa(M,) < r pour tout a e .
Montrer que I'on a dps(M) < r + n + 1 (raisonner par récurrence sur », en utilisant I'exercice 18, a)
et I'exercice 17).

b) On suppose que tout idéal & gauche de A est engendré par une famille d’éléments de-cardinal < N,.
Démontrer que l'on a dpa(M) < dpl, (M) + »n + 1 pour tout A-module M engendré par une famille
d'éiéments de cardinal < N,. En déduire les inégalités

dh(A) < td(A) + n + 1 et |dh(A) ~ dh(A®) | <n+1.
#720) Soient R un anneau principal, K son corps de fractions. On note B le sous-anneau de M,(K) formé

a 0
des matrices< ) avecae R, x,ye K.
x oy
a) Montrer que B est ncethérien &4 gauche mais pas neethérien & droite.
b) Montrer que dh(B) = 1 et dh(B°) = 2.
#721) Soit r le radical de A. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o) A/rest semi-simple, et pour toute suite (a,),» ; d’éléments de r, il existe un entier ntel que a, ... a,=0.
8) Tout A-module admet une couverture projective.
y) Pour tout A-module M, on a dpl, (M) = dpa(M) (X, p. 202, exercice 7).
8) Pour tout systéme inductif (M,, fj.)u¢; de A-modules, ona :

dpa(lim M,) < supdpa(M,) .
- ael

¢) Tout A-module plat est projectif.

¢) Toute suite décroissante d’idéaux a droite monogénes de A est stationnaire.

(Pour '’équivalence de ) et B), ¢f. VIII, § 8, exercice 26. Pour montrer que B) entraine y), remarquer
que M admet une résolution projective minimale P et que P,/tP, est isomorphe & Tor? (A/r, M). Pour
prouver €) =), soit (1), une suite décroissante d’idéaux a droite monogeénes, de sorte que

I, =ay...a,A, avec g, €A.
Dans le module libre A™, considérer les sous-modules N, engendrés par e; — @, €3, ..., €, — 4, €4y
Déduire de g) que N = {J N, est facteur direct dans A™ ; en conclure que I, ., = 1, pour n assez grand.
4

Pour I'implication @) = o), utiliser VIII, § 9, exercice 12.)

22) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o) Tout A-module de présentation finie et de dimension projective finie est projectif.
B) Tout A-homomorphisme injectif A? - A? admet une rétraction.
v) Pour tout idéal & droite de type fini a distinct de A, il existe un élément x non nul de A tel que xa=0.
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8) Tout A-module a droite simple et de présentation finie est isomorphe & un idéal & droite (minimal)
de A.

(Observer que la condition ) équivaut a la condition B)danslecasp = 1.)

#723) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) Tout A-module de dimension projective finie est projectif.

B) L’anneau A vérifie les conditions équivalentes de I'exercice 21, et pour tout idéal a droite de type

fini a distinct de A, il existe un élément x # 0 de A tel que xa = 0.

y) L’anneau A vérifie les conditions équivalentes de I'exercice 21, et tout A-module simple est quo-

tient d'un A-module injectif.

(Montrer que &) entraine que toute suite décroissante d’idéaux & droite monogénes de A est stationnaire
en adaptant la démonstration de I'exercice 21. Déduire alors de I'exercice 22 P'équivalence de a) et B).
Pour voir que o) entraine v), considérer une couverture projective P du module simple M, un module
injectif I contenant P et une couverture projective Q de 1; définir un A-homomorphisme de Q dans P,
et en déduire une surjection de I dans M. Pour montrer que y) entraine &), montrer qu’un A-module M
tel que dpo(M) < 1 est projectif en considérant une couverture projective p : P — M et une surjection
de Kerp sur un module simple.)

24) On note dhf (A) (resp. dif (A), resp. tdf (A)) la borne supérieure des dimensions projectives (resp.
injectives, resp. plates) des A-modules pour lesquels cette dimension est finie. Si A est de dimension homo-
logique finie, on a dhf(A) = dif(A) = dh(A) et tdf(A) = td(A). Si td(A) < o, on a tdf(A) = td(A).
a) Montrer que I'on a tdf (A) < dif (A”); il y a égalité si A est noethérien a gauche (utiliser X, p. 189,
exercice 3).

6) On suppose A ncethérien & gauche. Montrer que I'on a dhf(A) < dig(Ay). Si dis(Ay) et dif(A) sont
finies, montrer qu’elles sont égales (utiliser 'exercice 2, p. 202).

¢) Soient G un groupe fini non réduit & I'élément neutre, A 1'anneau Z'“. Montrer que 'on a

dh(A) = + o, dhf(A) = dif (A) = tdf (A) = 1, di,(A) = + ©

(¢f. exercice 20, p. 193).

d) On suppose 'anneau A auro-injeciif (¢f. X, p. 171, exercice 26), non semi-simple. Montrer que tout
A-module non projectif est de dimension projective et de dimension injective infinies. En déduire que
I'on a dh(A) = + o0, dhf(A) = dif(A) = tdf(A) = dis(Ay) = 0.

25) Onnote A¢lak-algébre A ®, A’, et on considére A comme un A°-module & gauche. On pose
day(A) = dpac(A).

Si n est un entier > 0, 'inégalité da,(A) < » est donc équivalente 4 la nullité de H"* (A, M) pour tout
(A, A)-bimodule M (X, p. 195, exercice 26). On a day(A) = da,(A°).

a) Montrer que 'on a da,(M,(k)) = 0 et da,(k[Xy, ..., X,]) = n pour tout n > 0.

b) Sik estuncorps, onada(A) = 0sietseulementsila k-algébre A est absolument semi-simple (cf. VIII,
§ 11, n° 3, th. 2).

¢) Soit M un k-module libre. Démontrer que 1'on a da(T,(M)) = 1 (si (¢;);, est une base de M, prouver
que les éléments (¢; ® 1 — 1 ® ¢,;) forment une base de I'idéal & gauche de A° noyau de la multiplication
A®,A > A, avec A =T (M)).

d) On suppose désormais le k-module A projectif. Soit p : & — k' un homomorphisme d’anneaux commu-
tatifs ; montrer que I'on a da, (A ®, k') < da,(A). Si p est injectif et si p(k) est facteur direct du k-module
k', on a égalité (utiliser X, p. 195, exercice 26, c)).

e) Soit B une seconde k-algebre (associative et unifére), projective sur k. Montrer que

day(A @ B) < day(A) + day(B).

Si de plus & est un corps et A et B sont de dimension finie sur £, il y a égalité (utiliser X, p. 195, exer-
cice 26, d)).

f) On suppose que k est un corps. Démontrer les inégalités dh(A) < day(A) et dh(A") < da,(A) (¢f. X,
p. 196, exercice 26, €)).

26) Soit A une k-algébre augmentée (X, p. 196, exercice 27) ; on suppose qu’il existe un homomorphisme
p: A - A° qui vérifie les conditions de X, p. 196, exercice 27, ¢). Montrer que da,(A) = dpa(k); si de
plus & est un corps, on a da,(A) = dpa(k) = dh(A) = dh(A"). (Utiliser l'exercice 27, 5) et ¢), p. 196,
et lexercice 26, e), p. 196.) En particulier, si V est un k-espace vectoriel non nul, on a dh T(V) = 1.
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*27) On suppose que k est un corps. Soient g une algébre de Lie sur k, de dimension #, U son algébre
enveloppante. Montrer que dhU = n. (Utiliser I'exercice 26, I'exercice 27, d), p. 196, et I'exercice 28, ¢),
p. 197.) .

#128) Soit G un groupe. On appelle dimension cohomologique de G, et on note de(G), la dimension pro-
jective du Z'@-module Z. Si n est un entier, on a donc d¢(G) < # si et seulement si H(G, M)=0 pour
tout Z(S-module M et tout g > n.

a) Démontrer que I'on a daz(Z‘®) = dc(G) (utiliser I'exercice 26 et 1’exercice 27, d), p. 196).

by Si G est un groupe libre non réduit & I’élément neutre, on a de(G) = 1.

¢) Soit H un sous-groupe de G ; démontrer I'inégalité de(H) < de(G). Si de(G) < oo et si H est d’in-
dice fini dans G, montrer que de(H) = dc(G) (montrer que pour ¢ = de(G), 'homomorphisme

# : HY(H, M) —» HY(G, M)

de I'exercice 14, p. 191, est surjectif).

d) Montrer que la dimension cohomologique d’un groupe fini non réduit & I'élément neutre est infinie.
En déduire que si de(G) < oo, tout élément de G distinct de I’élément neutre est d’ordre infini (on dit
alors que G est sans torsion).

e} Si G est sans torsion et si H est un sous-groupe d’indice fini de G, montrer que I'on a de(H) = de(G).
(Si (P, p) est une résolution projective du Z™M-module Z et si (G : H) = n, définir sur le Z®-module
gradué TJ(P) une structure de Z®-complexe de fagon que (T2(P), p®") soit une résolution projective du
Z®.module Z.)

/) Si H est un sous-groupe distingué de G, montrer que I'on a

de(G) < de(H) + de(G/H) .

§9

1) Soient A un anneau, L un A-module, K le complexe S(L) ® , A(L) (X, p. 151, exemple 1).
a) Montrer qu’il existe un endomorphisme A-linéaire s de K, gradué de degré zéro, tel que

ds(x) + sdx) = (p + @) x

pour tous entiers p, g > 0 et tout xe S L @, A?L.

b) On suppose que A est une Q-algébre. Montrer que K définit une résolution du A-module A.

2) Soient A un anneau, ¥ : L - M un homomorphisme de A-modules.

@) On note ¢ le facteur de commutation sur Z? défini par e(e, B) = o, B, pour o, Be Z2, o = (4, a,),
B = (B, B,). Montrer qu'il existe une unique (A, g)-dérivation (111, p. 118) d de 'algebre bigraduée
S(M) ®4 A(L), de degré (1, —1), telle que 'on ait d(1 ® x)=u(x) ® | pour x € L. Montrer que do d=0,
de sorte que (M) ® 4 A(L), muni de la graduation déduite de celle de A(L) et de la différentielle d, définit
un complexe K(u).

b) SiM = Letu = 1d;, montrer que K(u) est égal au complexe défini aun° 3, p. 151.

¢) SoitB=8,(M),etsoitu : B ®, L - B le B-homomorphisme déduit de . Montrer que K() s’identifie
canoniquement au complexe KB().

d) Soitu’ : L’ > M’ un second A-homomorphisme, Montrer que les complexes K(v @ u") et K(u) ® o K(u')
sont isomorphes.

e) Soient f:L - L et g: M — M’ deux A-homomorphismes tels que gou = u’'of. Montrer que
I’homomorphisme S(g) ® A(f) est un morphisme de complexes de K(u) dans K(u’). En particulier, si
v:M > P est un A-homomorphisme tel que veu = 0, on obtient un morphisme de complexes
h o K@) — S,(P).

/) On suppose que la suite 0 - L % M % P — 0 est une suite exacte de A-modules plats. Montrer que 2
est un isomorphisme (se ramener au cas o L, M, P sont libres de type fini, et utiliser 4)). En déduire pour
tout #» = 1 une suite exacte

0->A"L-MRA" 'L 58 'M®,L>8M—> §P-0.

3) Soient »n un entier, k un anneau, A = k[{X,, ..., X,]. Montrer qu’il existe pour tout A-module M un
isomorphisme de A-modules gradués

3y : Tor? (k, M) — Ext, (k, M) (— n)



§9 EXERCICES A X.207

tel que pour tout homomorphisme de A-modules # : M — N, on ait Ext (1,, 4) o 8,y = 8y o Tor (1,, u).
4) Soient A un anneau, L un A-module, ¥ : L - A une forme linéaire.
a) Montrer que le complexe K(x), muni de la structure d’algébre de A(L), est une A-algébre différentielle
graduée (X, p. 183, exercice 18).
b) Soit B une A-algébre différentielle graduée telle que B, = A etsoit f : L » B, un A-homomorphisme
tel que d, o f = u. Montrer qu’il existe un unique morphisme de A-algébres différentielles graduées
F:Ku) > Btelque Fg =1 et Fy =1 i
5) Soient A un anneau, M un A-module, x=(x,, ..., x,) une suite d’éléments de A, k=(k{, ..., k,) e N",
xk = (x¥, ..., x*). Démontrer que la suite x* est M-réguliére si et seulement si la suite x ’est ; dans ce cas
le A-module M/(x*) M admet une suite de composition dont les quotients sont isomorphes & M/(x) M.
(Raisonner par récurrence sur n.)
6) Soit A un anneau, x = (x,, ..., x,) une suite d’¢léments de A, x I’idéal Z x; A. Soit
0-MILM->M -0

une suite exacte de A-modules. On suppose que la suite x est complétement sécante pour M et que les
A-modules M"/(x;, M” + - + x;_, M") sont séparés pour la topologie -adique (1 < i < n). Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) La suite x est complétement sécante pour M”.

B) L’homomorphisme @ (£ M'/z"*! M) - @ (" M/z"*! M) induit par i est injectif.

¥ r

v) L’homomorphisme M’/zxM’ — M/xM induit par i est injectif.
7) Soient A un anneau, M un A-module, x = (x4, ..., x,) une suite d’éléments de A.
a) Montrer qu’il existe une suite spectrale E (X, pp. 175-177, exercices 14 4 17), convergeant vers H. (x, M),
telle que EZ, = Torh (H(x, A), M) (utiliser X, p. 186, exercice 8).

b) Soit p un entier < n; onposex’ = (x;, ..., x,) et x” = (x,., ..., X,). Montrer qu’il existe une suite
spectrale 'E, telle que ’Ef,q = H,{x", H,(x', M)), convergeant vers H.(x, M).
8) Soient A un anneau, M un A-module, x'=(xy, ..., x,) et x"=(x, ., ..., X,) deux suites d’éléments

de A; on note x la suite (x4, ..., x,), et M’ le A-module M/(x") M.

a) Six’ est complétement sécante pour M et x” complétement sécante pour M', montrer que x est complé-
ternent sécante pour M.

b) Si les suites x et x' sont complétement sécantes pour M, montrer que la suite x” est complétement
sécante pour M".

¢) Donner un exemple d’une suite A-réguliére (x, y) contenue dans le radical de A, telle que x soit compleé-
tement sécant pour A/yA, mais que y ne soit pas complétement sécant pour A.

9) Soient A un anneau, M un A-module, k£ un entier > 1. On dit qu’une famille x d’éléments de A est
k-sécante pour M si on a Hy(x, M) =0 pour 1 < i< k. Une famille x est donc complétement sécante
si et seulement si elle est k-sécante pour toutk = 1.

a) Soit0 - M' - M - M" — 0 une suite exacte de A-modules. Montrer que si la famille x est k-sécante
pour M’ et M, elle ’est pour M.

b) Six estk-sécante pour M et si N est un A-module plat, x est k-sécante pour M ®, N.

¢) Soient ay, ..., a, des entiers = 1. Montrer qu’une suite (xy, ..., x,} est k-sécante pour M si et seule-
ment s’il en est de méme de la suite (x{, ..., x5).

d) Pour tout couple d’entiers k, navec 1 € k < n, donner un exemple d’un anneau A, d’un A-module M
et d’une suite (xy, ..., x,) d’éléments de A qui est k-sécante mais non (k + 1)-sécante pour M (utiliser X,
p. 159, remarque 4).

10) Soient A un anneau, M un A-module, x = (x,, ..., x,) une suite d’éléments de A, p un entier < n.
On note x' = (X1, ..., X,), X" = (X415 ..., %,) €t M' = M/(x") M.

a) Soient k, k' deux entiers tels que £ < k’. On suppose que la suite x’ est k'-sécante pour M (exercice 9).
Montrer que la suite x est k-sécante pour M si et seulement si la suite x” est k-sécante pour M.

b) Montrer que si la suite x est 1-sécante pour M, la suite x” est 1-sécante pour M,

7 11) Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k = A/m. Soit M un A-module non nul
de type fini. On appelle profondeur de M, et on note prof (M), la borne supérieure des.entiers # pour lesquels
il existe une suite (x,, ..., x,) d’élémertts de m qui soit complétement sécante pour M.

a) Montrer que 'on a prof (M) = 0si et seulement si m est associ¢ 8 M (X, p. 172, exercice 28), autrement
dit, si M contient un sous-module isomorphe a k (observer qu’un idéal contenu dans une réunion d’idéaux
premiers est nécessairement contenu dans 'un d’eux).
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b) Montrer que prof (M) est la borne inférieure des entiers # pour lesquels Ext} (k, M) est non nul (rai-
sonner par récurrence sur n). Si prof (M) = n, toute suite (x,, ..., x,) d’éléments de m complétement
sécante pour M (p < n) peut étre prolongée en une suite (x,, ..., x,) dans m complétement sécante pour M.
¢) Si(xy, ..., x;) est une suite d’éléments de m complétement sécante pour M, montrer que

prof M/(x; M + -+ + x, M)) = prof (M) — k.

d) On suppose que M est de dimension projective finie. Démontrer 1'égalité dp,(M) + prof (M) =prof(A)
(raisonner par récurrence sur dp,(M)).

¢) Montrer que prof (A) est la borne supérieure des dimensions prOJecnves des A-modules qui sont de
type fini et de dimension projective finie.

€7 12) Soient A un anneau local neethérien, m son idéal maximal.

a) Montrer que si 0 < dh(A) < o, il existe un élément non diviseur de zéro dans m — m?® (montrer
comme dans l’exercice 11, ) que m serait sinon associé & A, d’oll une suite exacte

0-k->A->N->0;

aboutir & une contradiction en utilisant ’exercice 16, p. 203).

b) Soit # un entier. Montrer que ’'on a dh(A) = # si et seulement s’il existe une suite (x,, ..., x,) compléte-

ment sécante pour A, engendrant m (raisonner par récurrence sur a, en utilisant a) et I'exercice 14, p. 203).
On dit qu’un anneau local est régulier s’il est neethérien et de dimension homologique finie.

13) Soit A un anneau local régulier (exercice 14) de dimension homologique #; on note m son idéal
maximal et k = A/m.
a) Montrer que l'on a dim, (m/m?) = n.
b) Montrer que la k-algébre @ (m"/m"*!)est isomorphe & une algébre de polyndmes en #n indéterminées.

rz0
¢) Sin = 0, A est un corps. Sin = 1, montrer que A est un anneau principal * et donc un anneau de
valuation discréte , (montrer que A est intégre en observant que m.Am* =N m", d’ot N m" = 0).

h n n

d) Montrer que I’anneau A{[T]] est régulier.

14) Soient A un anneau, a un idéal de A. On considére la (A/a)-algébre graduée alternée Tor*(A/a, A/a)
(¢f. X, p. 201, exercice 9) et "homomorphisme de (A/a)-algébres graduées 8 : A, (a/a®) — Tor® (A/a,Ala)
déduit de 'isomorphisme aja* — Torf(A/a, A/a) (X, p. 73). Montrer que si I'idéal a est engendré par
une suite complétement sécante dans A, 0 est un isomorphisme.

15) Soient A unanneau nethérien, a un idéalcontenu dans le radical de A. On suppose que le (A/a)-module
a/a® est libre et que 'homomorphisme 8, : A% (a/6%) — Tors (A/a, A/a) (exercice 14) est surjectif.
Montrer que a est engendré par unesuite complétement sécante dans A. (Si x est une famille minimale de
générateurs de a, montrer a I'aide de I’exercice 7 (ou directement) que Coker (8,) est isomorphe &

H,(x, A) ®, A/a )

16) Soient A un anneau local nethérien, m son idéal maximal, kK = A/m. Montrer que I'homomorphisme
de k-algébres graduées 8 : A, (m/m?) - Tor®(k, k) est injectif : si 8, est bijectif, I'anneau A est régulier
(exercice 12). :

(Six est un systéme minimal de générateurs de m, montrer que le complexe K(x, A) vérifie les conditions
de l'exercice 14, p. 182 ; utiliser les exercices 4 et 15.)
€1 17) Soit A un anneau tel que le A-module A soit de dimension injective finie (X, p. 202, exercice 4;
un anneau local régulier (exercice 12) satisfait cette propriété).
a) Soit x un ¢lément non diviseur de zéro et non inversible dans A. Montrer que'ona

diga(A/Ax) = dig(A) — 1.

(Soit0 - A — 1° > I! — .- une résolution injective minimale (X, p. 182, exercice 13) de A ; montrer que
le complexe Hom, (A/Ax, I') - Hom, (A/Ax, 1) — ... définit une résolution injective minimale du
(A/Ax)-module A/Ax.)
b) On suppose désormais que I'anneau A est local noethérien. Démontrer I'égalité di(A) = prof (A)
(exercice 11; raisonner par récurrence sur di(A)).
¢) Soit (x,, ..., x,) une suite complétement sécante pour A, contenue dans 'idéal maximal de A, avec
n = di(A). Montrer que 'anneau A est auto-injectif (X, p. 171, exercice 26).

18) Soient A un anneau ncethérien, € un ensemble stable de classes de A-modules (X, p.40), x=(xy, ..., Xa)
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une suite d’¢léments de A, x l'idéal engendré par x. On note ¥, 'ensemble des éléments de € qui sont
annulés par x. Soit M un A-module de type fini.
a) Démontrer que pour tout i > 0, il existe un élément M, de €, tel que 'on ait

Z (= D [Hix, M)} = [M]

k20
dans K(%,) (raisonner par récurrence sur #, en utilisant la prop. 4, p.157 ; dans le cas #n = 1, considérer les
puissances successives de 'endomorphisme (x,)y).
b) On suppose que A/z est de longueur finie. Montrer qu’il existe des entiers positifs m; (i = 0) tels que
I'on ait long H(x, M) = m, + m, ...
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