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UNE INTRODUCTION AUX MOTIFS
(MOTIFS PURS, MOTIFS MIXTES, PERIODES)

Yves André’

Résumé. —  La théorie des motifs, introduite par A. Grothendieck il y a 40 ans et
demeurée longtemps conjecturale, a connu.depuis une quinzaine d’années des déve-
loppements spectaculaires. Ce texte a pour objectif de rendre ces avancées accessibles
au non-spécialiste, tout en donnant, au cours de ses deux premiéres parties; une vi-
sion unitaire des fondements géométriques de la théorie (pure et mixte). La troisiéme
partie, consacrée aux périodes des motifs, en propose une illustration concréte; on.y
traite en détail les exemples des valeurs de la fonction gamma aux points rationnels,
et des nombres polyzéta. ' |

Abstract (An Introduction to Motives (Pure motives, mixed motives, periods))

Motives have been introduced 40 years ago by A. Grothendieck as “a systematic
theory of arithmetic properties of algebraic varieties as embodied in their groups of
classes of cycles”. This text provides an exposition of the geometric foundations of the
theory (pure and mixed), and a panorama of major developments which have occurred
in the last 15 years. The last part is devoted to a study of periods of motives, with
emphasis on examples (polyzeta numbers, notably).
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AVANT-PROPOS

Beaucoup de disciplines ont adopté dans leur vocabulaire technique le terme de
motif, avec I'un ou l'autre de ses sens courants : celui de «raison » (& connotation
subjective) et celui d’« élément constitutif ».

En introduisant ce terme en Géométrique Algébrique il y a 40 ans, A. Grothendieck
jouait de ses deux sens & la fois. Il s’agissait de dégager le motif commun & divers phé-
nomenes cohomologiques (par exemple les notions, transcendante ou arithmétique, de
poids), ou encore le motif expliquant certaines relations mystérieuses entre intégrales
de fonctions algébriques & une ou plusieurs variables, etc. Il s’agissait par ailleurs de
décomposer, du point de vue cohomologique, les variétés algébriques en motifs simples
susceptibles d’étre recombinés. .

L’intuition fondamentale de Grothendieck était que cette chimie des motifs était
réglée par la théorie des correspondances algébriques. Les motifs devaient former une
sorte de cohomologie universelle purement algébrique dont toutes les autres cohomo-
logies se déduiraient, comme autant de « réalisations » différentes, et devaient donner
lieu & une sorte de généralisation de la théorie de Galois aux systémes de pbiyn@rﬁes
a plusieurs variables. ' A

On peut distinguer trois périodes dans Iévolution de la théofie._ Jusqu’a la fin
des années 70, elle se réduisait essentiellement au corpus grothendieckien conjectural
des motifs purs, tel quil est exposé & la fin du livre de Saavedra [Saa72]. On ne
référait guére & ce morceau de « science-fiction mathématique » que comme source
d’inspiration. '

Les années 80 ont connu des progrés de deux ordres. D’'une part, 'obtention de
résultats inconditionnels, quitte & sacrifier la notion méme de motif au profit de celle
de systeme de réalisations. D’autre part, la mise en place d’un programme grandiose
pour une théorie générale des motifs mixtes, et 'idée-clé de cohomologie motivique.
Les conjectures de Deligne, Beilinson et Bloch-Kato sur les liens entre valeurs de
fonctions L et régulateurs ont beaucoup popularisé la théorie des motifs aupres des
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arithméticiens. Ces développements ont été exposés dans 'ouvrage collectif de réfé-
rence intitulé Motives (conférence de Seattle de 1991, AMS).

Avec le recentrage sur les correspondances algébriques, les années suivantes ont été
celles de véritables percées qui ont donné & la théorie des assises non conjecturales,
tant dans le domaine des motifs purs — & partir de la démonstration de la conjecture
de semi-simplicité des motifs numériques — que dans celui des motifs mixtes, ou la
théorie de la cohomologie motivique semble parvenue a maturité).

Notre propos est de rendre ces avancées accessibles au non-spécialiste, tout en
tachant de donner, au cours des deux premiéres parties, une vision unitaire de la
théoriet?. La troisiéme partie en est une illustration particuliérement concréte qui
pourrait aussi intéresser les spécialistes des nombres transcendants. Nous avons cher-
ché & mettre accent sur les aspects structurels, & hiérarchiser et a mettre en valeur la
cohérence et la complémentarité des nombreuses conjectures qui forment I'armature
idéale au sein de laquelle continue de s’échafauder la théorie. '

Yves André,
Paris, le 10 Septembre 2004.

(D assez pour avoir permis Pattaque des conjectures de Milnor-Bloch-Kato.
(@en nous limitant pour 'essentiel aux aspects géométriques et catégoriques ; il sera peu question de
fonctions L, et rien ne sera dit sur les relations avec « la philosophie de Langlands » [La79].

PANORAMAS & SYNTHESES 17



AVANT-PROPOS xi
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Notations et conventions. — Nous avons taché d’appliquer le rasoir d’Ockham & nos
universaux et a leur notation. De nombreuses catégories de nature géométrique seront
notées avec un suffixe (k) ou (£)r; dans une telle notation, k désignera toujours le
corps de base de la géométrie, F' I'anneau de coefficients de la catégorie.

Si A et B sont deux objets d’une catégorie C, C{A, B) désigne ’ensemble des mor-
phismes de A vers B dans C. On note C°P la catégorie opposée de C : C°P(4, B) =
C(B, A).

C est dite F-linéaire si les ensembles de morphismes sont des F'-modules, si leur com-
position est F-linéaire, et si C admet des sommes directes finies. Les foncteurs entre
catégories F-linéaires sont supposés F-linéaires (sur les ensembles de morphismes);
ils respectent les sommes directes, & isomorphisme naturel pres.

On rappelle qu'un foncteur est dit plein (resp. fidéle, resp. pleinement fidele) s’il
est surjectif (resp. injectif, resp. bijectif) sur les ensembles de morphismes.
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MOTIFS PURS






CHAPITRE 1

SOURCES : GEOMETRIE ENUMERATIVE,
COHOMOLOGIE, THEORIE DE GALOIS

Dans ce chapitre « heuristique », nous présentons librement, sans souci d’exhaus-
tivité, quelques fils conducteurs qui ménent aux motifs. Il ne s’agit pas d’une recons-
truction historique de la naissance de la théorie, et les notions qui y apparaissent
seront reprises en détail dans les chapitres ultérieurs.

1.1. Géométrie énumérative

1.1.1. L’un des résultats les plus anciens et élémentaires en géométrie projective
énumérative est le théoréme de Bézout!) sur le nombre de points communs 3 deux
courbes planes sans composante commune : si les courbes sont les lieux des zéros des
polyndmes P(z,y), Q(z,y) respectivement, le nombre de points communs, comptés
avec multiplicité et en tenant compte des points & I’infini, est deg P-deg Q. Poncelet(®
a proposé une approche « dynamique » de ce théoréme, en déformant ) en un produit
de facteurs linéaires II{a;x 4 b;y) en position générale (il est alors clair que chacune
des deg () droites a;z + b;y coupe « P = 0 » en deg P points), et en utilisant son
« principe de conservation du nombre ».

Une formulation moderne de ce principe est que ’équivalence algébrique des cycles
algébriques, et a fortiori Péquivalence rationnelle, est plus fine que 'équivalence nu-
mérique. Rappelons brievement ici les définitions.

Un cycle algébrique sur une variété projective lisse X est une combinaison linéaire
formelle finie Z = > n;Z; de sous-variétés irréductibles Z; de X & coefficients n;
entiers (ou rationnels, selon le contexte). Deux cycles Z et Z’ sont dits rationnel-
lement équivalents (ce qu’on note Z ~pu Z') s'ils peuvent étre transformés I'un en
I’autre par une succession de déformations rationnelles, i.e. paramétrées par la droite
projective P1. Ils sont dits algébriguement équivalents (ce qu’on note Z ~alg Z') 8'ils

(1}(1779), mais énoncé avant lui par MacLaurin (1720).
(?)Traité des propriétés projectives des figures (1822).
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peuvent étre transformés 'un en 'autre par déformations algébriques. Ils sont dits
numériquement équivalents (ce qu’on note Z ~pum Z') si les nombres d’intersection
ZY =3 niZi-Y et Z''Y =3 n}Z!-Y avec toute sous-variété ¥ de X de codimension
complémentaire coincident,

On a évidemment ~rat=>"alg, €t le « principe de conservation du nombre » de
Poncelet dit que ~a1s=~nym.

La théorie de ces équivalences sur les cycles algébriques était déja bien développée
aux alentours de 1925, grice notamment aux efforts de Van der Waerden et de I'Ecole
Italienne (indépendamment).

Exemples de base

1) Un diviseur est un cycle algébrique > n;Z; ol tous les Z; sont de codimension
n (et n; entier); on peut le déformer rationnellement en un diviseur & coefficients
positifs dans son systéme linéaire, pourvu que ce dernier soit non vide.

2) Soit Z =} n;Z; un diviseur sur une courbe X. Alors Z ~yym 0 Z ~pe 0 &
> m; = 0. Si X est une courbe elliptique, Z ~,,; 0 si et seulement si, outre la relation
Yong = 0,0ona ) nZ = 0x, ol >~ x désigne la loi de groupe sur la courbe
elliptique X. En genre supérieur, un critére analogue est valable, en substituant & X
la variété abélienne « jacobienne » qui lui est attachée.

1.1.2. La géométrie énumérative traite traditionnellement de problémes de dénom-
brement de figures géométriques dans une famille donnée, qui ont telles relations
prescrites avec certaine configuration donnée (Chasles, Schubert(®, Zeuthen®..).
Elle proceéde en reformulant le probléme en termes de nombres d’intersection de sous-
variétés des grassmanniennes qui paramétrent les diverses configurations. Ces nombres
d’intersection font Pobjet du calcul de Schubert.

Ezemples de base

1) Calcul du nombre de droites de P? rencontrant quatre droites en position géné-
rale. On en trouve deux : en effet, les droites rencontrant une droite donnée dans P3
sont paramétrées par un diviseur oy dans la grassmannienne Gr(1,3) de dimension 4,
et selon le calcul de Schubert, le nombre d’auto-iritersection ¢ est 2. En fait, c’est
encore une application classique du « principe de conservation du nombre » (®).: en
déformant, on se rameéne au cas oll les deux premieres (resp. dernieres) droites sont
dans un plan P (resp. (}), se coupent en un point A (resp. B), et sont en position
générale relativement a ces contralntes les deux droites cherchées sont alors AB et

PnQ.

(3)Kalkiil der abzihlenden Geometrie (1879).
(*)Lehrbuch der abziihlendén Methoden der Geometrle (1914).
) comme nous I'a signalé J. B Bost.

PANORAMAS & SYNTHESES 17



1.1. GEOMETRIE ENUMERATIVE 5

2) Un autre probleme classique de dénombrement en géométrie algébrique est ce-
lui du décompte des solutions d’équations polynomiales dans les corps finis (Gauss,
Artin, Schmidt, Hasse, Weil...). Soit v, le nombre de points dans Fg» d’une variété
algébrique donnée X (disons projective lisse) définie sur F,. On code ces nombres par
I'intermédiaire de la fonction zéta Zx, définie & I'aide de la série génératrice

iogZX Zl/ntn.

Ils se calculent en fait comme nombres d’intersection sur le carré de X :
= (A I‘Frg( )

ol A désigne la sous-variété diagonale de X x X, et 'z le graphe de I'itéré n fois de
Vendomorphisme de Frobenius de X (localement induit par x — z¢ dans I'algebre des
fonctions sur X). Comme pour bien d’autres problemes énumératifs sur les courbes, on
se raméne donc & un probléme de correspondances algébriques modulo I’équivalence
numérique entre courbes.

1.1.3. Tous ces problémes énumératifs ont pour cadre naturel Ja « catégorie énumeé-
rative des variétés projectives lisses » sur un corps k. _ .

Cette catégorie Q-linéaire, notée provisoirement £(k), a pour objets les variétés
projectives lisses sur k, les morphismes étant donnés par les correspondances algé-
briques (de degré 0) modulo I'équivalence numérique

E(k)(X,Y) = {cycles algébriques (& coefficients rationnels)
de codimension dim X sur X x Y} / ~pum -

La composition des morphismes est donnée par la regle familiére en théorie de 'in-
tersection :

go f = EFL2) (XY - (odF %))
oll apparaissent les projections doubles de source X x Y x Z.

On pourrait dire que la géométrie énumérative, au sens le plus large, est 'étude de
la catégorie £(k). Il semble pourtant qu’A. Grothendieck ait été le premier a considé-
rer cette catégorie énumérative £(k) pour elle-méme, et a signaler ses rema,rquables
propriétés. :

Ces propriétés dev1ennent d’ailleurs plus manifestes si 'on passe a I'enveloppe
pseudo-abélienne, obtenue en introduisant formellement les noyaux des endomor-
phismes idempotents. Dans le langage de Grothendieck, cette enveloppe pseudo-
abélienne, que nous noterons NM eﬁ(k)Q, s’appelle la catégorie des motifs numériques
effectifs. Grothendieck avait conjecturé la propriété « miraculeuse » suivante :

NM®E(k)q est une catégorie abélienne semi-simple,

ce qui a été prouvé par U.Jannsen en 1991 [J92]|. La catégorie NM eﬁ(k:)Q est par
ailleurs munie d’une structure monoidale provenant du produit cartésien des variétés.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



6 CHAPITRE 1. SOURCES

1.1.3.1. Rappel. — Une catégorie additive C est dite pseudo-abélienne si pour tout
endomorphisme e € C(A, A) vérifiant e? = e, on peut écrire A comme somme directe
Ay @ Az de telle sorte que e est le composé de la projection A — A et de Pinclusion
A; — A. On dit alors que A; est I'image de e et on le note simplement e(A) ou eA.
On observe que Az est alors 'image de Pendomorphisme idempotent 1 — e.

Soit C une catégorie additive. On note C% la catégorie dont les ob jets sont les couples
(A, e) avec A un objet de C et e € C(A, A) un endomorphisme idempotent. Le groupe
abélien des morphismes de (4, e) vers (A',¢’) se définit alors comme &’ o C(A4, A') o e
c'est-a-dire le sous-groupe de C(A, A’) formé des morphismes de la forme ¢’ o f o e.
On vérifie sans peine que C! est pseudo-abélienne. Cest Venveloppe pseudo-abélienne
de C. Le foncteur évident C — C! est pleinement fidéle.

1.2. Cohomologie des variétés algébriques

1.2.1. Lorsque le corps de base est le corps C des nombres complexes, Pusage de
méthodes topologiques ~— en particulier, de théories cohomologiques — en géométrie
algébrique remonte & Poincaré, Picard, puis Lefschetz(®).

Par diverses voies (méthodes simpliciales, formes différentielles...), on associe 3
toute variété algébrique X (disons projective et lisse pour simplifier) une algébre
graduée de cohomologie H*(X) (disons sur un corps). Elle vérifie la « formule de
Kimneth» : I*(XxY) 2 H*(X)®H*(Y). En outre, on associe & tout cycle algébrique
de codimension r sur X sa classe fondamentale, qui est un élément de H?" (X); le
« cup-produit » de H*(X) est compatible au produit d’intersection des cycles.

Deux cycles Z et Z' sont dits homologiquement équivalents (ce quon note Z ~pom
Z') si la classe fondamentale de leur différence est nulle. Cette équivalence est inter-
médiaire entre 'équivalence algébrique et ’équivalence numérique.

Ezemple de base. — Revenons au théoréme de Bézout. On a H 2(r%,Q) =
HY(P?,Q) = Q, le cup-produit H2(P?, Q) x H?*(P?, Q) — H*(P? Q) étant donné
par la multiplication. La classe fondamentale d’une courbe ¢ C P2 est donnée par
son degré (degré du polyndme la définissant); Ia classe fondamentale d’un cycle de
dimension nulle ) n;P; est son degré > n;. Le nombre de points communs & deux
courbes C' et C” se coupant proprement est donc donné par la classe de C - " ,
c'est-a-dire deg C - deg ", _

La formule des traces de Lefschetz fournit un outil cohomologique efficace pour

calculer le nombre de points fixes (isolés) d'un endomorphisme de X :
‘ ' 2dim X

Fix(e)l = > (~1) (e’ [H}(X)).

0

(6)1’application aux variétés-algébriques complexes constituant d’ailleurs pour ces auteurs 'une des
motivations majeures des nouvelles méthodes.

PANORAMAS & SYNTHESES 17
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1.2.2. C’est A. Weil qui eut I'idée que de telles méthodes pourraient peut-étre s’ap-
pliquer aux variétés définies sur d’autres corps, et notamment sur un corps fini & = F.
L’application formelle de la formule de Lefschetz aux itérés de 'endomorphisme de

Frobenius :
2dim X

va= Y (=1 er((B%)* | HY (X))
0
conduirait & une expression de la fonction zéta de X comme fonction rationnelle :

_ det(l —tFry |[H (X))

det(1 -t By |[HHX))

La justification de cette formule fut 'un des objectifs principaux dans la construction
de la cohomologie étale, objectif atteint en 1963 par Grothendieck et M. Artin.

Zx (1)

En fait, il ¥ a une cohomologie étale & coefficients dans chacun des corps de nombres
f-adiques Qq, £ # p (la caractéristique de k). Cette pléthore obscurcit en un sens la
situation : outre I'inconfort que procure I'arbitraire du choix auxiliaire de £, on ne sait
pas suffisamment relier entre elles ces diverses cohomologies £-adiques. _

Idéalement, on voudrait une théorie cohomologique universelle & coefficients ra-
tionnels (vérifiant la formule de Kiinneth). Mais une telle théorie & valeurs dans les
Q-espaces vectoriels ne peut exister (si p > 0), comme il suit de considérations de fonc-
torialité appliquées aux courbes elliptiques supersingulieres(”). Tl reste la possibilité de
chercher une telle théorie cohomologique « généralisée » & valeurs dans une catégorie
monoidale Q-linéaire semi-simple convenable, remplacant celles des Q-vectoriels.

1.2.3. Grothendieck a proposé de prendre NM®%(k)q pour telle catégorie(® (pour
un corps de base k quelconque). Il y a un foncteur (monoidal) contravariant évident

h : {k-variétés projectives lisses } — NM Tk

qui associe 3 toute variété elle-méme (h(X) s’appelle le motif de X), et & tout mor-
phisme le transposé de son graphe, modulo équivalence numérigue. On sattend A ce
que b fournisse une cohomologie universelle en un certain sens {(pour les variétés pro-
jectives lisses), et en particulier que chaque cohomologie étale {-adique, de méme que

(Dobjection bien connue due & J-P. Serre, cf. ci-dessous 6.2.

(8)« On avait Pimpression trés nette qu’en un sens, qui restait d’abord trés flou, toutes ces théo-
ries devaient « revenir au méme », qu'elles « donnaient les mémes résultats ». C’est pour parvenir a
exprimer cette intuition de « parenté » entre théories cohomologiques différentes que j’ai dégagé la
notion de « motif » associé & une variété algébrique. Par ce terme j'entends suggérer qu’il s’agit du
« motif commun » {ou de la raison commune) sous-jacent & cette multitude d’invariants cohomolo-
giques différents associés & la variété [...] Ainsi, le motif associé & une variété algébrique constituerait
Pinvariance cohomologique « ultime », « par excellence », dont tous les autres (associés aux différentes
théories cohomologiques possibles) se déduiraient, comme autant d’« incarnations musicales », ou de
« réalisations » différentes... » |[A. Grothendieck, Récoltes et semailles, § 16].

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



8 CHAPITRE 1. SOURCES

toute autre cohomologie « de Weil » raisonnable (comme la cohomologie cristalline
par exemple), se factorise & travers f :

X +5(X)

\ (réalisation £-adique)

H(X) = Ha(X 0 F, Q)

Cette propriété attendue de factorisation signifie exactement que pour toute « coho-
mologie de Weil » raisonnable(® ["éguivalence homologique et 'équivalence numérique
des cycles algébriques coincident :

~hom > Nnum?

C’est une conjecture profonde de la théorie des cycles algébriques (I'une des conjec-
tures standard de Grothendieck, cf. (2.4) plus bas).

En admettant cette conjecture, on peut démontrer que la catégorie NM ‘"’ff(k)Q
est naturellement graduée, et donner par 14 un sens géométrique 4 la décomposition
des espaces de cohomologie H(X) = @H*(X), et, de méme, & la factorisation de la’
fonction zéta (pour k = F,)

Hz’ impair det(l - tFI‘;(- le(X))
TT puis deH(1 — £ EYy [HF(X))

elle reflete une décomposition h(X) = @ h*(X) dans NM°% (k)q.

Zx(t) =

Ezemples de base
1) La formule élémentaire
PR (B = 1+q++ "
reflete le fait que le motif de P se décompose en
| hP") =1 1(-1) & - & 1(~n),
ol 1 = §(Speck), 1(~r) = (h(P1))®".
2) Le motif d'une courbe projective lisse X se décompose en
H(X) =1@h'(X)®1(-1).

La composante h*(X) est un substitut pour la jacobienne J (X)) de X & isogénie pres,
au sens ol pour deux courbes X et X'

NM*(k)q(b' (X), b (X")) = Hom(J(X), J(X")) ® Q.

Comprendre et généraliser I'idée de Weil d’utiliser la jacobienne comme substitut
géométrique de la cohomologie H1(X, Q) a été, du reste, lune des premiéres pistes
qui ont conduit Grothendieck & introduire la notion de motif.

(9) « raisonnable » est peut-étre méme un excés de prudence.

PANORAMAS & SYNTHESES 17
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Le role des motifs dans la factorisation des fonctions zéta des variétés sur les corps
finis ou sur les corps de nombres est 'un des aspects fascinants de la théorie, qui
rappelle le formalisme d’Artin des factorisations de fonctions zéta de Dedekind en
fonctions L. En fait, la partie « arithmétique » de la théorie des motifs fournit une
vaste généralisation en dimension supérieure, en partie conjecturale, de la théorie
d’Artin.

1.3. Théorie de Galois

1.3.1. Soient k un corps, k une cléture séparable, et Gal(k/k) le groupe de Galois
absolu de k. Soit k' une k-algébre commutative de dimension finie. On rappelie que
le k-schéma fini Z = Speck’ est dit étale si les propriétés équivalentes suivantes sont
satisfaites :
i) Kekxk
i) & = []ka, out ka /k sont des extensions finies séparables,
iii) |Z (k)| = [&' : k].
Si en outre k est parfait, ces propriétés équivalent aussi a
iv) k' est réduite.

ol k]

Le foncteur

{k—sche’mas étale.srﬁm's}

— {ensembles finis munis d’une action conlinue de Gal(k/k)}

donné par Z — Z(k) est une équivalence de catégories. Clest la « correspondance de
Galois-Grothendieck ».

1.3.2. 1l arrive souvent. qu’on ait -affaire & des représentations linéaires de Gal(k/k)
plutdt qu’a des Gal(k/k)-ensembles finis ; par exemple, les extensions finies de k four-
nissent déjd des espaces de représentation de Gal(k/k), mais on pense aussi & la, théorie
des caractéres de Frobenius, au formalisme d"Artin des séries L...

Ceci suggere de « lindariser » la correspondance de Galois-Grothendieck, c’est-a-dire
de la remplacer par une équivalence du type

{ 7 } = {Q-vectoriels de dimension finie
munis d'une action linéaire continue de Gal(k/k)},

la catégorie & définir { ? } étant Q-linéaire monoidale semi-simple et liée aux k-
schémas finis étales. Comme ces derniers ne sont autres que les k-variétés prOJectlves
lisses de dimension 0, une possibilité serait de prendre la sous-catégorie de NM*® (k)
dont les objets proviennent de variétés de dimension 0; ces objets sont appelés motifs
d’Artin.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE. FRANCE 2004
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Il n’est pas difficile de vérifier que la catégorie AM (k)q des motifs d’Artin ré-
pond bien & notre question de linéarisation; plus précisément, on a un diagramme
commutatif de foncteurs '

{ensembles finis munis
d’une action continue de Gal(k/k)}

b [k

AM (k) ~ 1 Q-vectoriels de dimension ﬁm’e munis
< " d’une action linéaire continue de Gal(k/k)}

{k-schémas étales finis} ————

ou [ est le foncteur contravariant de linéarisation donné par § r— Q%, g € Gal(k/k)
agissant sur f € Q° selon la régle (g(f))(s) = fla=(s)). ,

En outre, le produit ® de AM(k)q, correspondant au produit cartésien des k-variétés
de dimension 0, est compatible au produit tensoriel des représentations de Gal(k/k).

1.3.3. En renversant le point de vue, tout cela suggére dés lors de remplacer AM (k)q
(dimension 0) par NM*®(k)q (dimension quelconque) et d’en tirer, & rebours, une
théorie de Galois en dimension supérieure, en d’autres termes, une théorie de Galois
pour les systémes de polyndmes en plusieurs variables. C’est la source de I'idée de Gro-
thendieck des groupes de Galois motivigues, que nous esquisserons au chapitre 6. Dans
cette théorie, les groupes (pro-)finis sont remplacés par des groupes (pro-)algébriques.

De méme que la théorie de Galois usuelle traduit les problemes d’algébres étales en
des questions de théorie des groupes finis ou profinis, la théorie de Galois motivique a
pour objectif de ramener toute une classe de problémes géométriques & des questions
de la théorie classique des représentations des groupes réductifs et de leurs algébres de
Lie. Cette philosophie a inspiré, directement ou indirectement, de nombreux travaux
depuis une trentaine d’années.
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CHAPITRE 2

R-CATEGORIES RIGIDES,
CATEGORIES TANNAKIENNES

Dans ce chapitre préliminaire, nous faisons un tour rapide de la théorie des ®-
catégories rigides et des catégories tannakiennes, notions qui sous-tendent la théorie
galoisienne des motifs. ' ‘

La théorie tannakienne est un outil piissant et polyvalent, et joue pour la théorie
des motifs le role que joue la théorie de Galois usuelle en arithmétique ou les groupes
fondamentaux en topologie — modeles dont elle s’inspire. ' '

2.1. Introduction

Partons de la théorie de Galois ordinaire : ci-dessus (1.3}, nous avons considéré les
catégories équivalentes

{k-schémas étales finis}
= {ensembles finis munis d’une action continue de Gal(k/k)}.
Comment reconstruire le groupe Gal(k/k) & partir de ces catégories? La réponse est

bien connue et conduit au point de vue de Grothendieck sur les groupes fondamentaux
en géométrie algébrique : Gal(k/k) est le groupe des automorphismes du foncteur oubli

{ensembles finis munis d’une action continue de Gal(k/k)} — {ensembles finis}.
Apres Q-linéarisation, nous avons obtenu les catégories équivalentes suivantes

AM(k)q {Q-vectoriels de dimension finie munis
« dune action linéaire continue de Gal(k/k)}

ott la catégorie de gauche est celle des motifs d’Artin de £, et le probleme analogue se
pose de reconstruire Gal(k/k) & partir de ces catégories. Dans ce contexte, la dualité
classique de Tannaka-Krein (pour les groupes compacts) suggere de prendre en compte
le produit tensoriel, i.e. la structure monoidale de ces catégories. De fait, on récupere
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Gal(k/k) comme groupe d’automorphismes du ®-foncteur oubli

{Q-vectoriels de dimension finie munis

3 i : @i : -
d’une action linéaire continue de Gal(k/k)} = {Q-vectoricls de dimension finie}

Supposons momentanément que k C C. Dans ce cas, l'espace Q?Z (k) attaché & tout
k-schéma, étale fini (ou plus généralement, & tout motif d’Artin) s'identifie & sa coho-
mologie de Betti Hp(Z) = H°(Z(C),Q), de sorte que Gal(k/k) = Aut® Hpjam(k)g-
Ce qui suggére une idée de définition du groupe de Galois motivique pur absolu Got, &,
en dimension supérieure, en remplacant AM (k)q par la ®-catégorie NM °f(k)q des
motifs numériques effectifs (¢f. 1.1.3). La mise en place d’une définition correcte de
Ghuot k€8t & Porigine de la théorie des catégories tannakiennes, initiée par Grothen-
dieck (et développée par N. Saavedra [Saa72] et P. Deligne [D90]).

2.2. ®-Catégories rigides

2.2.1. Dans cette théorie, Uobjet primordial est la catégorie Rep G des représenta-
tions de dimension finie sur un corps I d'un F-schéma en groupe affine G. L’algebre
des fonctions sur G hérite d’une structure de cogébre qui en fait une algébre de Hopf
commutative Aq @ G = Spec Ag.

La remarque de départ est que la catégorie abélienne F—-hnea1re Rep FG est équiva-
lente & la catégorie des comodules de F-dimension finie, relativement & la structure de
cogebre sur Ag. La structure d’algébre de Ag est cachée dans la structure monoidale
® : ReppG X ReppG — ReppG.

2.2.2. Nous appellerons ®-catégorie () sur un anneau commutat1f F toute catégorie
F-linéaire 7 munie d’une ®-structure, ¢’est-a-dire :

i) d’un bifoncteur bilinéaire ® : 7 x 7 — 7,
ii) d’'un objet unité 1,
iii) d’isomorphismes fonctoriels
armun  LO(M@N) -S> (LOM)® N
eun t M&N —— N® M tel que cyy = CR/}N
up Mol M, Uy 1M -S> M
dont la cohérence s’exprime par quelques diagrammes commutatifs naturels®.

Une ®@-catégorie rigide (¥ sur F' est une ®-catégorie 7 sur F' munie

(D catégorie F-linéaire monoidale symétrique unitaire dans [Saa72].

(2)un triangle de sommets (M ® 1) @ N, M ® (1 ® N), M ® N, un pentagone construit & partir
des divers parenthésages de K @ L ® M ® N, et un hexagone reliant les permutations cycliques de
L& M®N, cf. [SaaT2].

(3ou : autonome.

PANORAMAS & SYNTHESES 17
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iv) d’une autodualité ¥ : T — ToP telle que pour tout objet M, le foncteur 7@ MY
est adjoint & gauche de 7® M, et M V&7 est adjoint & droite de M®7.

Noter que iv) fournit des morphismes d’adjonction € : M @ M Vi 1,p:1 —
MY ® M dits d’évaluation et de coévaluation, vérifiant € ® idy oidy ®n = idm,
idyv ®e on @ idpv = idpyv. Pour un morphisme f, on écrit aussi tf au lieu de fV.

Dans une ®-catégorie rigide, tout endomorphisme f a une trace, définie comme
Pélément de la F-algdbre commutative End(1) obtenu par composition

1._,i»_>MV'®M“_C{YI_V_M_+M®MVf_.)1‘

Le rang ou dimension de 'objet M est la trace de idps, c’est-a-dire € o cprvpm © 77 €
End(1).

2.2.2.1. Exemples

1) Pour F' un corps, et T = ReppG, 1 est la représentation triviale F, et la notion
de rang ou dimension coincide avec la notion usuelle.

2) Soit VecGry (resp. sVeck) la catégorie des K-espaces vectoriels Z-gradués
(resp. Z/2-gradués) de dimension finie sur un corps K. Le produit tensoriel ® x en fait
une ®-catégorie rigide, la contrainte de commutativité cyas étant donnée pai" Pinter-
version des facteurs avec application de la régle des signes de Koszul® (I'unité est la
droite K, concentrée en degré 0). Le rang de tout objet V* de T est sa super-dimension
dimV+ — dimV~, ot V¥ = @V%, V- = gV

3) Combinant les deux exemples précédents, on obtient la ®-catégorie rigide des
super-représentations de G. Dans la pratique, on considere plutot la sous-®-catégorie
rigide Reppr(G,¢e) définie de la maniére suivante : £ étant un élément du centre de
G(F) d’ordre 1 ou 2, Rep (G, ) est formée des super-représentations pour lesquelles
la partie paire est celle oli £ agit trivialement.

4) Les fibrés vectoriels sur un F-schéma fixé X forment une ®-catégorie rigide,
avec End(1) = F' si X est propre et géométriquement connexe. Le rang est la notion
usuelle.

2.2.2.2. Remarque. — Dans une ®-catégorie rigide pseudo-abélienne sur un corps de
caractéristique nulle F, on peut définir les puissances symeétriques et extérieures de
tout objet M, notées S™M et A"M :

SPM = sn(M), A"M = An(M),

Ol Sn = =1 D pew, O (XESD- An = LS ce, E00) désigne le projecteur de symétrisa-
tion (resp. d’antisymétrisation).

(9) qutrement dit, i1 y a un signe — lors de l'interversion de deux facteurs impairs.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANC



14 CHAPITRE 2. CATEGORIES TANNAKIENNES

2.2.3. Un ®-foncteur entre @-catégories est la donnée d’un foncteur F-linéaire
w: T — T
et d’une collection d’isomorphismes fonctoriels
omn w(M@N) = w(M)®w(N)
o1 tw(1) == 1/
compatibles aux « contraintes » a, ¢, u, u'.
S’il s’agit de ®-catégories rigides, un tel foncteur est automatiquement compatlble

a la dualité ¥ (& isomorphisme fonctoriel prés). De plus, grice & la dualité, tout
morphisme de ®-foncteurs est alors un isomorphisme (¢f. [D90, §2]).

2.2.3.1. Exercice. — Construire Ia ®—catégorie rigide libre sur un objet M.

2.3. Catégories tannakiennes

2.3.1. Supposons que F soit un corps, que la ®-catégorie rigide 7 soit abélienne, et
que End(1) = F. Un foncteur fibre sur 7 est un ®- foncteur exact fidele

w: 7T — Veck

vers la ®-catégorie rigide des K-espaces vectoriels de dimension finie sur une exten-
sion K de F non précisée. S'il en existe, on dit que 7 est tannakienne (%),

On peut alors définir le K-schéma en groupes affine G = Aut® w (appelé groupe
tannakien de T attaché & w) ; pour toute extension K'/K, (Aut® w)(K') est le groupe
des automorphismes du ®-foncteur étendu wg : 7 — Veck:.

2.3.1.1. Théoreme (Deligne [D90], 7). — Soit T une ®-catégorie rigide sur un corps F
de caractéristique nulle, abélienne et telle que End(1) = F. Alors T est tannakienne
& le rang de tout objet est un entier naturel < pour tout objet M, A"M = 0 pour
n > 0. o g

2.3.2. S'il existe un foncteur fibre w avec K = F, on dit que 7 est tannakienne
neutre. ' .
w s’enrichit alors en une equwalence de ®-catégories rigides

w: T — ReppG

ou ReprG désigne la @-catégorie rigide des F-représentations de dimension finie de
G = Aut® w, En outre, la catégorie des foncteurs fibres w sur F' est équivalente & la
catégorie (groupoide) des G-torseurs (= espaces principaux homogénes sous G).

(S)en référence a la théorie classique de Tannaka-Krein pour les groupes compacts. Elle mériterait
tout autant, sinon davantage, de s’appeler catégorie kreinienne, mais 1'usage en a décidé autrement,
cf. |Bre94|. La partie tannakienne de la théorie fournit un inverse & gauche de la construction
G +— ReprG'; la partie kreinienne dit que c’est aussi un inverse & droite.

PANORAMAS & SYNTHESES 17
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Ceci établit un dictionnaire entre propriétés ®-catégoriques et propriétés des
groupes associés, dont voici un échantillon :

— G est un groupe algébrique (i.e. de type fini sur F) < 7 admet un ®-
générateur, ¢.e. un objet M tel que tout objet'de 7T est sous-quotient d’une somme
finie @ (M®™: @ M®) convenable. On écrit alors 7 = (M)}®. Dans ce cas, G s’iden-
tifie & un sous-groupe algébrique Zariski-fermé de GL(w(M)). Dire qu’un sous-espace
de @ (w(M)®™ ® (w(M)")®™) est stable sous G équivaut & dire qu il est 1mage
par w d’un sous-objet de @ (M®™ @ M®™).

~ (si F' est de cara,cterlsmque nulle) G est un groupe pro-réductif®) < 7 est semi-
simple.

2.3.3. Soit ¢ : 7' — T un ®-foncteur exact entre catégories tannakiennes neutres.
Soit w : T — Vecr un foncteur fibre. Alors w’ = wo ¢ : 7' — Vecp est un foncteur
fibre, et on a un homomorphisme

f=¢":G=Aut®w— G = Aut® o’

dans l'autre sens entre groupes tannakiens associés. ‘

Réciproquement, tout homomorphisme f : G — ' donne lieu 4 un ®-foncteur
¢=[f*: ReppG" — ReppG. On a :

— f est un monomorphisme (une immersion fermée) < tout objet M de T est
sous-quotient de I'image par ¢ d’un objet N’ de 77,

~ f est un épimorphisme (i.e. fidelement plat) <> ¢ est pleinement fidéle, et pour
tout objet M’ de 77, tout sous-objet de ¢(M’) est image par ¢ d’un sous-objet de M’
(cette derniére condition étant automatique si 7 est semi-simple).

— ¢ identifie 7' & la catégorie des objets de 7 munis d’une action de G/ factorisant
Paction de G. |

2.3.4. Le groupe tannakien G n’est pas uniquement déterminé par 7 (deux F-
groupes formes intérieures I'un de Pautre ayant des ®-catégories de représentations
équivalentes) ; la donnée de w est indispensable.

De maniere plus infrinseque et plus générale, on peut attacher & toute catégorie
tannakienne(” 7 sur F' une algebre de Hopf commutative O(n(7)) dans la catégorie
des Ind-objets de 7, telle pour tout foncteur fibre w : 7 — Veck, w(O(x(T))) soit
'algébre des fonctions sur le K-schéma en groupe Aut® w

On note 7(7) le méme objet dans la catégorie opposée (c’est-a-dire la catégorie
des pro-objets de 7°P), vu comme « 7T-schéma en groupes affine ». Ainsi, w(#x (7))

(O Rappelons qu’un schéma en groupes affine G sur un corps F' de caractéristique nulle est pro-
réductif si son radical unipotent est trivial. Tl revient au méme de dire que G est limite projective de
F-groupes algébriques réductifs (non nécessairement connexes).

(M ou méme seulement une ®-catégorie rigide abélienne, vérifiant End{(1) = F corps parfait, et dont
tous les objets et tous les I'-espaces de morphismes sont de longueur finie.
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16 CHAPITRE 2. CATEGOR‘IES--TANNAKIENNES

s'identifie au K-schéma en groupes affine au sens usuel Aut® w; si O(n(7)) est co-
commutative, 7(7) peut lui-méme étre vu comme un K-schéma en groupes affine au
sens usuel.

Tout ®-foncteur exact ¢ : 7' — T entre catégories tannakiennes sur F' donne lieu
& un homomorphisme (7)) — ¢n(7T7), et identifie 7’ & la catégorie des objets de 7
munis d™une action de ¢n(7”) factorisant I'action de 7(7) [D90, 8].

2.3.5. Une sous-catégorie tannokienne dune catégorie tannakienne 7 est une
sous-catégorie pleine 7’ de 7, stable par-®, duaux, et telle que tout sous-
objet, resp. quotient, dans 7 d’un objet de 77 soit dans 77(8). L’homomorphisme
O(n(T")) — O(x(T)) correspondant est alors-fidelement plat, et pour tout foncteur
fibre sur 7, on obtient un homomorphisme fidélement plat de groupes tannakiens.

(®)3 titre de contre-exemple : le @-foncteur pleinement fidéle de restriction Repp GLyn — Repp Bq,
ol Bp est le sous-groupe des matrices triangulaires, ne fait pas de Repp GLy une sous-catégorie
tannakienne.
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CHAPITRE 3

CYCLES ALGEBRIQUES ET COHOMOLOGIES
(CAS DES VARIETES PROJECTIVES LISSES)

Dans ce second chapitre préliminaire, nous présentons les outils de base de la théorie
des motifs purs : cycles algébriques, équivalences adéquates, cohomologies de Weil.

3.1. Cycles algébriques et relations adéquates

3.1.1. Fixons un corps de base k, et notons P(k) la catégorie des schémas projectifs
lisses sur k, appelés parfois k-variétés projectives lisses dans la suite.

Pour tout X € P(k), notons Z*(X) le groupe gradué des cycles algébriques sur X,
c’est-a-dire le groupe abélien engendré par les sous-schémas fermés integres Z de X,
gradué par la codimension™ (de ces sous-schémas dans X ). On note entre crochets
[Z] 'image de Z dans Z*(X) {et dans ses quotients).

Pour tout anneau commutatif I, les éléments de

ZT(X)F = ZT(X) ®z F

sont appelés cycles algébriques de codimension'®) r & coefficients dans F.

La théorie de 'intersection construit une loi interne bilinéaire partiellement défi-
nie sur les cycles algébriques : le produit d’intersection (avec multiplicités) de deux
cycles dont les composantes se coupent proprement {[Se57]). Pour étendre ce produit
d’intersection au cas général, 'approche classique consiste & passer & une relation
d’équivalence adéquate [Sab8|.

3111 Déﬁnitfon. — Une relation d’équivalence ~ sur les cycles algébriques est dite
adéquate si elle vérifie les conditions suivantes, pour tous X,Y € P(k) :

Mon n’impose pas & X d’étre connexe ni méme équidimensionnel ; néanmoins la codimension d'une
sous=schéma intégre est un entier naturel bien défini. '

(@ on préfere éviter le mot « degré » pour éviter des confusions tant avec le degré des O-cycles défini
en 3.2.6 qu'avec le degré de la classe de cycle en cohomologie, qui est le double. Par ailleurs, il est
aussi utile de considérer la graduation définie par la dimension plutdt que la codimension
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1) ~ est compatible & la structure F-lindaire et & la graduation,

2) pour tous a, § € Z*(X)r, il existe o/ ~ « tel que o et 8 se coupent proprement
(de sorte que le produit d’intersection o’ - 3 est bien défini),

3) pour tout &« € Z*(X)p et tout v € Z*(X x Y)r coupant proprement
(prg’)He), ona o~ 0 = yula) = prif¥ (v - (prE¥) "1 (a)) ~ 0.

3.1.1.2. Exercice. — Montrer que ces conditions entrainent qu’un produit « externe »
axf(sur X xY)est ~0désquea~0oupf~0.

3.1.2. Ces conditions reviennent & dire que le produit d’intersection partiellement
défini sur Z*(X)F passe au quotient par ~ et s’étend en une loi bien définie sur

ZX(X)p =2 (X)p/ ~
qui en fait une F'-algébre graduée commutative (au sens non gradué)<3).
N.B. On prendra soin de ne pas confondre 2%(X) ®z F avec son quotient ZX(X)F.

La condition 3) entraine que la formation de l'algébre Z%(X)r est contravariante
en X (prendre pour <y le transposé du graphe I'y du morphisme considéré f, obtenu
en appliquant a ['y l'interversion des facteurs X x Y — Y x X). Il en ressort aussi
qu’on a un homomorphisme de F-modules dans autre sens f, : ZX(X)p — Z2(Y)p
qui décale la graduation de (— la dimension relative générique de f), si cette derniére
est constante sur les composantes de X (prendre v = I'f); f. n’est pas compatible au
produit d’intersection, mais on a la formule dite de projection

flaf7(8)) = fula) - B.
Par ailleurs, dans la situation d’un carré cartésien dans P (k)

f.f

X/__}YI
| P
X —Y,

on a la formule f*p, = ¢.f'* (cf. [Fu84, 6.6.c)].

3.1.3. Les éléments de
ZdimX+r (¥ Y)p, resp. ZImXIT(X % Y)p

s’appellent correspondances algébriques de degré r & coefficients dans F (resp. mo-
dulo ~) de X wvers Y (ou : entre X et V). Lorsque X n’est pas équidimensionnel, il
faut entendre dim X comme fonction localement constante sur X.

Par exemple, le transposé du graphe d’un morphisme Y — X est une correspon-
dance de degré 0 de X vers Y.

(3)d’autres notations courantes dans la littérature sont A%, (k)g, CX (k) g, AL (k, F), etc.
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La formule
go f=pryy’ (prﬁz “(f)-prz” *(9))
définit une loi de composition(‘l) associative pour les correspondances modulo ~
(cf. [Fu84, 16])
ZAmYIT(N % Vg @p 23 EF(Y X Z)p — ZUPETTE(X x D),
qui additionne les degrés, et qui fait de Z4™X (X x X)r une F-algebre, en général
non commutative : ’algébre des correspondances de degré 0. L'unité est la classe de

la diagonale Ax C X x X. Cette F-algébre est munie d’une (anti-)involution donnée
par la transposition .

3.1.4. Pour f € Z.(X xY)p, a € Z.(X), 8 € Z.(Y), on définit, en généralisant
3.1.2

fo(@) =¥ (f - prX (@) € Zu(Y), et f5(8) = priy (f - pr¥ ¥ (6)) € 2.(X).
Pour v € ZImX+7(X 5 V) p, a € ZInX40(X » XN p, b € ZAmYHU(Y % Y)p, on
a la formule utile :

(a,b)"(y) = boyo'a € ZIMX trrar(x/ ),

3.1.4.1. Exercice. — Soit k'/k une extension de corps. Partons d’une équivalence adé-
quate ~ pour les cycles algébriques sur les objets de P(k’). Par « restriction », elle
induit une équivalence adéquate (encore notée ~) pour les cycles algébriques o sur
les objets de P(k) : @ ~ 0 < ag ~ 0. D’olt un homomorphisme canonique injectif
Z(X)F — ZL(Xp)F.
Pour k' = k, le groupe de Galois absolu Gal(k/k) agit naturellement sur Z* (X )r,
et ’homomorphisme précédent induit
Z2(X)r > ZL (X)),

Montrer que cet homomorphisme est bijectif si F' est une (Q-algebre, mais pas surjectif
en général si F' = Z.

2. Revue des relations adéquates classiques

3.2.1. Ce sont :

- Péquivalence rationnelle ~.,4,

- équivalence algébrique ~qiq,

— les équivalences homologiques ~hom,
— Péquivalence numérique ~pym,

(4)que cette formule définisse g o f et non f o g est compatible avec la définition ci-dessus du degré
d’une correspondance, et cohérent avec le point de vue contravariant traditionnel sur les motifs de
Grothendieck.
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20 CHAPITRE 3. CYCLES ALGEBRIQUES ET COHOMOLOGIES

auxquelles nous joignons 'intéressante équivalence ~gn; de « smash-nilpotence » (ou
®-nilpotence) qui apparait dans un travail de V. Voevodsky [Vo95]).

Pour les comparer, disons que ~ est plus fine que ~, et écrivons ~»~,si o ~ 0 =
a = 0. On a alors

~rat " "alg * ~hom ~ “num €6
~rat ~ Na,]g b ™~ &@nil - ~hom b ~aum SiFD Q-

Quitte & anticiper un peu, mentionnons qu’on conjecture la coincidence des trois
dernieres équivalences de cette suite (Grothendieck, Voevodsky).

3.2.2. Un cycle o € Z*(X)p est rationnellement équivalent ¢ 0 (a ~yat 0) 8’1l existe
B € Z*(X x PY)p tel que B(0) et B(oo) soient bien définis®) et que a = B(0) — B(c0).
 Le fait que ~, est une équivalence adéquate appartient aux fondements de la
théorie de l'intersection : le point délicat est la condition 2) de 3.1.1.1 (le « moving
lemma » de W. Chow, cf. [Fu84, 11.4]).

Les anneaux gradués Z*(X)/ ~,a sont appelés anneauz de Chow et notés tradi-
tionnellement CH*(X). On a CH*(X) @ F = Z,(X)F, qu'on note aussi CH* (X )p.

3.2.2.1. Lemme. — ~v,; est la plus fine des équivalences adéquates.

En effet, soit ~ une équivalence adéquate pour les cycles algébriques & coefficients
dans F. La condition 3) nous raméne & prouver que [0] ~ [oo] sur P*. Par la condi-
tion 2), il existe un cycle > n;fx;] ~ [1], n; € F, tel que > n;lz;] - [1] soit bien défini,
i.e. ¢; # 1. Appliquons 3) en prenant pour v le graphe du polynéme 1 — H(%:—;”f)ml
(m; > 0) et @ = > nifa;] — [1] : on obtient que mn[l] ~ m[0], ot m = >_my,
n = »_ n,;; comme les m; sont arbitraires, on conclut que n[l] ~ [0]. En appliquant
l'automorphisme z — 1/z (et la condition 3) derechef), on obtient n[l] ~ [oo], d’ont

[0] ~ [o0]. O

En vertu de ce lemme, on peut identifier une relation adéquate quelconque sur les
cycles algébriques & coefficients dans F' & la donnée d’un idéal homogene I[*(X) =
{o € CH(X)p,a ~ 0} de 'anneau de Chow ® F de tout X € P(k), vérifiant une
compatibilité a la bi-fonctorialité des groupes de Chow.

3.2.2.2. Exercices

1) Soit z € P'(k). Montrer que diagonale de P* x P! se décompose modulo ~ comme
somme des correspondances idempotentes [z] x P! et P! x [z], cette décomposition
étant indépendante de x.

(S)IOrsque ces symboles apparaitront en indice ou en exposant, nous abrégerons ~ipa4 en rat, eic.
(6)plus précisément : tel que chaque composante Z de 8 domine P?, 3(0) (resp. B{c0)) étant alors la
somme des cycles associés aux sous-schémas fermés Z(0) (fesp. Z(o0)) de X, ¢f. [Fu84, 1.5, 1.6].
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2) Plus généralement, soit ¢t € Z1(P™)r la classe dans d'un hyperplan de P", et
soit [A] € Z2(P™ x P™)p la classe de la diagonale. Montrer que [A] = 1% x "7

En déduire que Z5(X x PM)p ~ ZX(X)p[t]/(t™™?) comme F-algébre graduée,
t étant de degré 1. Expliquer en quoi ceci est une forme généralisée du théoréme de
Bézout.

3.2.3. La définition de ~y) est analogue & celle de ~yat, P! étant remplacé par une
courbe projective lisse connexe arbitraire (ou par n’'importe quel k-schéma. projectif
lisse connexe, cela revient au méme(”) ; c’est de 1 qu’on déduit, en prenant une base
produit, le fait que la condition ~,y 0 est stable par addition), et 0 et co par deux

points k-rationnels. Il est facile de voir que 23 (X)r = 2, (X) ®z F.

3.2.4. D’aprés [Vo95], un élément o € Z*(X)p est « smash-nilpotent » ou
®-nilpotent sl existe N > 0 tel que @ X a X -+ X « soit rationnellement équi-
valent & 0 sur X*V. On vérifie sans difficulté que c’est bien une relation d’équivalence
adéquate®, et que Z% (X)pr = Z50(X) @z F.

3.2.4.1. Proposition ([Vo95]). — S5i F' est une Q-algébre, ~ag est plus fine que ~gnil-

Démonstration. — Soit & € CH"(X)r qui s’envoie sur 0 dans 2]}, (X)p. Il existe
donc une courbe connexe projective lisse T de genre g, deux points o,71, et 0 €
CH™ (X x T, tels que o = B(to) — B(t1). On a a®N = BN ([ts] — [t1])®Y, ce qui nous
raméne & montrer que ([to] — [£1])®N = 0 € CHY (TV)q pour N > 0 (en fait N = 2g
va convenir si g > 1, ce qu'on peut supposer). Cela repose sur le fait que le morphisme
canonique S”(T) — J(T) de la puissance symétrique n-ieme de 7" vers la jacobienne
donné par z1 + -+ zy — 1 + - - + T, — nig identifie S™ (1) & un fibré projectif sur

J(T) dés que n = 2¢g — 1 [Col7 5] Par la structure des groupes de Chow d’un fibré
projectif [Fu84, 3.3], on en déduit que l'inclusion ¢ : $291(T') < §%9(T) donnée par
T+ +Tag_1 > T+ -+ Zgg-1 +to induit un isomorphisme ¢* : CH?9(52%9(T)) =
CH?9~1($29~1(T)). D’autre part, CH*(S%9(T))q s’identifie aux éléments symétriques
de CH?9(T29)q ([Fu84, 1.7.6]), ce qui permet de voir ([to] — [11])¥* comme un cycle
sur §29(T), et il est facile de voir que ¢*(([to] — [t1])®9) = 0. O

3.2.4.2. Remarques

1) La borne 2g pour exposant de nilpotence n’est pas optimale. On peut montrer
que la borne optimale est g + 1, ¢f. 4.3.3.2 2).

(Mcar deux points quelcdnques peuvent étre joints par une courbe projective lisse connexe : couper
la variété par des sections hypersurfaces assez générales de degré assez grand passant par les deux
points donnés, de sorte que la section soit une courbe projective lisse connexe (il en existe méme si
k est fini, cf. [Po, 3.3]).

(8)’est méme immédiat si on utilise la caractérisation des équivalences adéquates donnée au chapitre
suivant.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



22 CHAPITRE 3. CYCLES ALGEBRIQUES ET COHOMOLOGIES

2) Soit A une courbe elliptique, et soient zg,z1 deux points distincts de A(k). La
preuve ci-dessus montre que le cycle ([zo] — [z1]) x ([zo] — [z1]) sur A x A est nul
modulo I'équivalence rationnelle (alors que le cycle [zg] — [z1] sur A n’est pas nul, ce
qui montre que la réciproque de Pexercice 3.1.1.2 est fausse).

- Un aspect remarquable de ce résultat est que bien que ~pay et ~gni semblent
trés proches par la définition, les groupes de cycles modulo ~rat €t modulo ~gpj
ont des propriétés trés différentes si le corps de base k est algébriquement clos :
d’une part, en effet, les groupes de Chow sont des invariants « continus », en général
« énormes » (et changeant avec k) comme I’a montré D. Mumford; en revanche les
groupes -Z, (X)), et a fortiori les Z*(X) pour toute équivalence adéquate ~ plus
Jine que ~1g (en particulier ~gyy), sont des invariants « discrets », dénombrables et
invariants par extension de k en vertu de la théorie des formes de Chow [K170a].

3.2.5. lL’équivalence homologique repose sur la notion (et le choix) de cohomologie
de Weil, qui sera présentée ci-dessous. (’est la seule équivalence adéquate classique
pour laquelle il n’est pas clair, a priori, que Z(X) ®z F = 2*(X)r pour tout F
contenu dans 'anneau des coefficients de‘la cohomologie choisie(®).

3.2.6. On appelle traditionnellement 0-cycle un cycle de dimension 0, i.e. une com-
binaison linéaire } n;[P;] de points fermés. Son degré est défini par

> nilk(P) - fc]‘.

Il ne dépend que de la classe du 0-cycle modulo équivalence algébrique(1® (c’est 1&
une reformulation du principe de conservation du nombre de Poncelet [Fu84, 10)).

3.2.7. Unélément a € Z"(X)p est numériquement équivalent ¢ 0 si pour tout cycle 8
de dimension 7, le O-cycle «.(3 (bien défini dans CH%(X)) est de degré (e, ) nul.

Il est connu que 27 (X)q = Zh.(X)q si r < 1 (Matsusaka [Mat57], qui pro-
cede par réduction au cas d’une surface), mais le noyau de Papplication quotient

Z0.(X)q — Z1,,(X)q est de dimension infinie en général si r > 2 [C183].

alg
3.2.7.1. Proposition. — Si F est integre de caractéristique nulle, ZI (X)p est un F i
module libre de type fini, et 25 (X)p = 2L (X) ®z F. De surcroit, si F D Q et

st X est purement de dimension d, Uaccouplement « degré du 0-cycle intersection »

Zram(X)F X Z50(X)r — F, (0, 8) — (o, 8)

num Hum

est un dualité parfaite.

(9 ainsi, il n’est pas non plus clair que Z7,(X} soit de rang fini, alors que Z* (X)x ’est bien entendu
(sur K) si K est anneau des coefficients de la cohomologie.
(10) gt bien slir que de la classe modulo I’éguivalence numérique, par définition de cette dernidre.
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Comme la preuve repose sur Vexistence de cohomologies de Weil, nous la reportons
(a 3.4.5).

3.2.7.2. Exercice. — Supposons que F' soit un corps. Montrer que ~num est la moins
fine des équivalences adéquates non triviales.

3.3. Cohomologies de Weil

3.3.1. On axiomatise ici, en g’inspirant de [Saa72 app.], les propriétés des cohomo-
logies évoquées en 1.2.2. R : o

Le produit x fait de la catégorie P (k) des k-schémas projectifs lisses une catégorie
monoidale symétrique (non additive). L'unité de cette loi de composition est le point
Speck, et on a des isomorphismes canoniques

XxY2YxX, (XxY)xZ=2Xx(YxZ).
La diagonale Ax : X — X x X munit tout objet X de P(k) d’une structure de
cogebre co-commutative et co-unitaire vis-a-vis de cette structure monoidale.
Rappelons que VecGry désigne la ®-catégorie rigide des K-espaces vectoriels Z-
gradués de dimension finie sur un corps K {avec contrainte de commutativité suivant

la régle de Koszul). Soit VecGr?{O sa sous-®-catégorie pleine (non rigide) formée des
objets concentrés en degrés = 0.

3.3.1.1. Définition. — Une cohomologie de Weil'V) (pure) H* est un foncteur
H* : P(k)® — VecGr3®
respectant la structure monoidale, vérifiant
) dimg H2(PY) =1,
et muni des données supplémentaires 1) et 2) ci- dessous(12)

Remarquons que la co-multiplication de tout objet X de P(k) induit ipso facto une
multiplication (cup-produit) sur H*(X), qui fait de H*(X) une K-algébre N-graduée
(unitaire) commutative au sens gradué (c’est-d-dire d’algebre commutative unitaire
dans VeCGT?}).

Pour tout d € Z, notons (r) opération « torsion  la Tate» V* — V*@QH? (pHy®(=")
dans VecGry (compte tenu de ce que H?(PP') est inversible dans VecGry pour la loi
® d'aprés la condition x)).

(1D 1a littérature se limite souvent au cas d’un corps de coefficients K de caractéristique nulle, mais
le cas d'un corps quelconque, voire d’un produit fini de corps, est utile. ‘

(12) certains auteurs exigent en outre que H* vérifie les « théorémes de Lefschetz faible et fort ».
Nous nous en écartons, d’une part parce que nous aurons & envisager des généralisations de la notion
de cohomologie de Weil au cas mixte (14.2.4) — ou les « théorémes de Lefschetz » perdent leur
pertinence —, d’autre part parce que nous construirons, dans le cas pur, des cohomologies de Weil
a priori non classiques pour lesquelles on ignore si les « théorémes de Lefschetz » valent (9.1.4).
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Les données supplémentaires de 3.3.1.1 sont :

1) (trace, dualité de Poincaré) pour tout X € Py purement de dimension d, une

application K -linéaire H**(X)(d) X K, qui est un isomorphisme si X est géo-

métriguement connexe, vérifiant Trxwy = Try Try (moyennant des identifications
évidentes), et telle que le pmduzt de H*(X) induise pour tout i un accouplement de
dualité

()) s HY(X) x H*(X)(d) — H(X)(d) —2 K.
2) (classes de cycle) pour tout X € Py, des homomorphismes de groupes abéliens
Tx = Vit CH(X) — H*(X)(r)

qui sont

~ contravariants en X,

— compatibles avec le « produit e:cteme » Vil (o x B) = vi(a) @ v (8),

~ « normalisés » de sorte que v% composé avec la trace Trx coincide avec
Vapplication degré des 0-cycles considérée en 8.2.6, lorsque X est purement de

dimension d.

La compatibilité & la structure monoidale signifie que pour tout (X,Y), il existe
un isomorphisme canonique (dit de Kiinneth) d’algébres graduées commutatives (au
sens gradué) :
. H*(X xY) = H"(X) ® H*(Y)

fonctoriel en X, Y, (et compatible aux « contraintes » d’associativité et de commuta-
tivité canonique). Les projecteurs 7% 5, = 7% + H*(X) — H(X) — H*(X) sur les
composantes homogenes s’appellent projecteurs de Kinneth de X.

3.3.2. Quelques conséquences formelles de la définition (formulaire)
Cf. [K168|, [K194].
— Pour tout r € Z, K’(*?")’ est isomorphe {non canoniquement, en général) & K placé
en degré —2r. La double torsion & la Tate (r)(s) revient & la simple torsion (r + s).
~ H*(Speck) = H°(Speck) Hspeen g
~ HY(X) =0 pour i > 2d1mX. - N
— la dualité de Poincaré s'écrit aussi, pour tout » € Z, sous la forme

< ; > H"(X)(r) % Hde—i(X-)(d_T) N HQdX(X)(d) Trx

et on a (z,2') = (~1)*(z/, ) pour tous z € HY(X)(r), =’ € H***(X)(d —r).
= (v (@), 72—+ (0)) = (o, B).

— Soient X,Y € P(k) de dimensions respectives dx,dy, et f: X — ¥ un mor-
phisme. A cbté de J* = H*(f), la dualité de Poincaré attache & f le « morphisme de

Gysin » fu : H*(X)(dx) — H*~24x=dv)(Y)(dy), adjoint de f* ; il vérifie la formule

K,
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de projection f.(f*(y)-z) =y f.(z). On note aussi f. par abus les homomorphismes
qui s’en déduisent par torsion & la Tate.

— L’application trace Trx n’est autre que pX, p® étant le morphisme structural
X — Speck. Pour tout morphisme f: X — Y comme précédemment, on a Trx =
Try ofs. De = % x p¥ et Kunneth on tire Tryxy = Trx & Try.

— Par Kinneth et dualité, on a des isomorphismes canonigues non gradués

H(X xY)(dx) = H(X)(dx) ® H(Y) = Homg (H(X), H(Y))

donnés par z®@y — (z — (z,z)y); et plus précisément, des isomorphismes canoniques
u—u= (2= pE) (px" " (2) - w) : |
HAH (X x Y)(dx) 2 @20 H* > 7 (X)(dx) ® HT(Y)
= @50 Homg (HY (X), H(Y))
En outre, pour tout v € H2 (Y x Z)(dy), élément

w = pX 52 (pXV 7" (u) - p

vérifie w = vou & Di>0 HOl’l’lK(HJ (X), H‘7+z+h(Z)).

— Soient z € H{X),y € H'(Y),i=j mod. 2. On a

',z ®@y(z") = &,y @ (),
ce qui permet d’identifier (—1)*y ® x au transposé, tordu & la Tate, de 2 ® y.
Il s’ensuit que si cxy désigne P'interversion des facteurs X xY — Y x X, on a
Ve H2xXH2 (X « V{dx), Ciy(u)="u.

_ Soient € HP¥" (X x W)(dx), y € HP* (Y x Z)(dy), v € H(X x Y)(dx) et

w = Cyy (2@ y)(v) € HW x Z)(dw). Alors w = yowo’z,

— Y% ([X]) est 'unité de 'algébre H*(X). L

— La fonctorialité et la compatibilité des classes de cycles au produit « externe » im-
pliquent la compatibilité au produit « interne » : (produit d’intersection dans CH(X),
cup-produit dans H*(X)) : '

Vi (e B) = 7K (A (o x 8)) = A (vi (@) @ 7% (8)) = Vx (@) 7% (B).

~ Soit g : Y — X un morphisme dans Py, X étant supposé purement de dimension
dx. Avec |

XYZ*(,U))

ui=yxxy (‘Ty) € H** (X x Y)(dx),

onau=g" € Homg(H*(X),H*(Y)). SiY est purement de dimension dy, on a aussi
b = yxxy(Ty) € 2 (X x Y){dx)

et
ty = g, € Homp (H*(V), H* 243 (X)(dx — dy)).
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— Soit § € CH(X x Y'). En reprenant la notation § € CH(X) > S, 0) :=p3Y (8-
p¥Y*(0)) € CH(Y) déja introduite en 3.1. L, on a yxxy(B) o vx = vy o f.. Pour
B =T'¢, graphe du morphisme f: X — Y, on a ’YXXY(FJF) fe, 00U favx = Yy [

- H*(X]]Y) est canoniquement isomorphe & H*(X) @ H*(Y). Ceci permet de
contourner les hypotheses d’équidimensionalité en posant

HQdX—E—i(X % Y)(dx) — @j H2dj~}~i(Xj e Y)(dg)

ol X; désigne la composante de X de pure dimension dj.

3.3.3. Formule des traces de Lefschetz. — Soient V=Vt @ V- W =W+ g
W™ deux super-espaces vectoriels (de dimension finie), et soient V, W leurs K-duaux
respectifs. Rappelons que la contrainte de commutativité cvw est interversion des
facteurs avec application de la régle des signes de Koszul

VeaWw=weV, cwheuw) =(-)""uwgu,

ou dv (resp. dw) désigne la parité d’un élément homogene v (resp. w).

On identifie V® W au dual de V ® W par (0 ®w,v @) = (=) (H, v){w, W)
(il est loisible de supposer que dv = 6%, dw = u). X

Par ailleurs, on identifie V ® W avec Hom(V, W) par 9 @ w— (v — (3,0 )w), et
de méme W ® V avec Hom(W, V).

De la sorte, 'endomorphisme (w@v)o(t@w) de V est donné par v/ (w, ) (v/, V)v,
ie. (W ®v)o (U ®w) = (w,w)¥ ®v. La supertrace s tr(d ® v) est (9, v).

On en déduit que (¥ ® w, ¢y (W ® v)) = str((w ® v) o (b ® w)), et par lindarité,

(@, ey () = str(y o ¢)
pour tous ¢ € Hom(V, W), 1 € Hom(W, V) de méme parité.
Appliquons cette formule d’algébre super-linéaire &
Vt=HT(X), VvV = H™(X), WT=H%Y), W= =H"(Y),
et _ : | o
¢ € H*™ (X xY)(dy +n), ¢e H**>*Y x X)(dx - n),

ou H*, H™ désignent respectivement les parties de degré pair et impair de la coho-

mologie. On a ey (¥) = (eyx)« (%) = (cxy)* () = '
On obtient ainsi la formule des traces de Lefschetz

2dx

(8,1 9) = 3 (=1)7 tr( o $|HI(X)).

=0

. . . e .
Danslecas X =V, i=n=0,1 =%, on a (7)) = n23* 7 don

tr(G[H (X)) = (—1)7 (g, w20x 7).
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3.3.4. Equivalence homologique. — Soient H* une cohomologie de Weil a co-
efficients dans K, et soit F un sous-anneau de K. Un élément oo € Z"(X)r est
homologiquement équivalent ¢ 0 si H*(a) := v"(a) = 0. II découle essentiellement
de la formule Y5 (- 8) = vk (@) - ¥%(B) vue ci-dessus que c’est une équivalence
adéquate, notée ~pom OU ~. ‘

Via v, 20 (X)F s'identifie donc & un F-sous-module (nécessairement sans tor-
sion) de H?"(X)(r). 1 est donc de rang fini si F = K, mais en général on ignore
si Papplication quotient 27, (X)r ®p K — 27 (X)x est injective!®, et méme si
ZF (X)) est de rang fini.

Il est immédiat que ~gny est plus fine que ~hom. D’autre part, ~nhom est plus fine
que ~num (utiliser la multiplicativité des classes de cycles, ou bien Pexercice 3.2.7.2).

3.3.4.1. Exercice. — Montrer que ~pom est plus fine que ~yj, sans utiliser 3.2.4.1.

3.4. Revue des cohomologies de Weil classiques

Ce sont les cohomologies de Weil suivantes (rappelons que k est le corps de base,
K le corps des coefficients).

3.4.1. Sicark=0:
— Pour chaque nombre premier £, et une cloture algébrique k de k étant choisie, la
cohomologie étale f-adique Hj. Ici, K = Qg et
HY(X) = Hi (X @r k, Qe) =lim Hi (X ® k, Z/0"Z) @z, Qe

est muni d’une action Qg-linéaire continue de Gal(k/k) fonctorielle en X (14,
— La cohomologie de De Rham algébrique Hy). Ici, K =k, et

Hpp(X) = H' ()

est muni d’une filtration décroissante canonique, fonctorielle en X, la filtration de
Hodge (aboutissement de la suite spectrale d’hypercohomologie de terme EP =
HI(X, Q’;(/k)).

— Si k C C, la cohomologie de Betti rationnelle Hp. Ici, K = Q et

Hy(X) = H'(X(C),Q).

Le complexifié de H%5(X) admet une bigraduation canonique (la bigraduation de
Hodge, cf. 7.1.2), fonctorielle en X,

(13)si K est de caractéristique p > 0, c’est méme faux, comme le montre Vexemple d’une surface
abélienne supersinguligre sur un corps k de caractéristique p, pour r = 1. '
(14}on obtiendrait aussi une cohomologie de Weil en prenant la cohomologie étale & coefficients dans
K = Fy, mais nous ne la prendrons pas en compte dans la liste des cohomologies classiques.
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28 CHAPITRE 3. CYCLES ALGEBRIQUES ET COHOMOLOGIES

Sicark=p>0:

— Pour chaque nombre premier £ distinct de p, et une cléture séparable k de k étant
choisie, la cohomologie étale £-adique Hy. Ici, K = Qg et H}(X) = H. (X ® k, Q)
est muni d’une action Qg-linéaire continue du groupe de Galois absolu Gal(k/k),
fonctorielle en X.

— Sik est parfait, la cohomologie cristalline H* . Ici, K = W (k)[1/p] est le corps de

fractions de I'anneau des vecteurs de Witt W (k) de k; il est muni de 'automorphisme
de Frobenius ¢. L’espace

cr:s(X) :rzs(X/W(k)) ®W(k;) W(k)[l/p] = lim H:rls(X/(W(k)/an(k))) ®Z’p QP

est muni d'un endomorphisme ¢-linéaire bijectif, fonctoriel en X, appelé Frobenius
cristallin, |

3.4.2. On connalt quelques isomorphismes de comparaison explicites entre ces co-
homologies classiques :
sicark =0 :

- 'isomorphisme de comparaison de M. Artin
Hi(X) = Hj(X) ®q Qr sikcC C,
— ’isomorphisme « des périodes » [Gro66] ‘
Hip(X) @ C =2 HL(X)®q C sikcC C,

— lisomorphisme « des périodes p-adiques », qui sous sa forme la plus raffinée
(Tsuji) s’écrit
Hiyp (X) ®k Bpe, = HA(X) ®q, Bpst sik C Q,,
o1 Bpe est une certaine (—Q"p—algébre.déﬁnie par J.-M. Fontaine, qui se trouve munie
d’une riche panoplie de structures supplémentaires(15) ; il existe diverses variantes de
cet isomorphisme selon le type de réduction de X modulo p, of. (1190].

En caractéristique mizte :

— 'isomorphisme de comparalson de Berthelot Ogus [BOSS] |
Hpg(X) 2 Hio(Xo) @w ko)) ks

si k est le corps des fractions d’un anneau de valuation discréte complet o de corps
résiduel parfait ko, et X (resp Xo) est la fibre générique (resp. spéciale) d'un schéma
pr()Jectlf lisse sur o.

(15)F‘roben1us filtration de Hodge, dérivation, action galoisienne ; 'indice « pst » signifie « potentiel-
lement semi-stable ».
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3.4.3. En caractéristique nulle, il résulte de ces isomorphismes que pour X et i don-
nés, la dimension de H*(X) est la méme pour toute cohomologie classique H*. (Pest
encore vrai en Caractéristique non nulle, par spécialisation, comme conséquence de la
preuve de Deligne de la conjecture de Weil, ¢f. [KM74] et 4.2.5.2. Cette dimension
est appelée i-eme nombre de Betti de X et notée b;(X).

La caractéristique d’Euler-Poincaré de X est x(X) = 3_(~1)%;.

3.4.4. Voici la description de H*(P!) dans les diverses cohomologies classiques :

— HZ(P*) est le dual de Qp(1) := lim  puem ; Qe(1) est un Qg-vectoriel de dimension
un muni de 'action naturelle (cyclotomique) de Gal(k/k). Donc la torsion (r) en
cohomologie £-adique est la torsion galoisienne par la puissance r-ieme du caractére
cyclotomique (twist de Tate).

~ HEp(P) = k, avec la filtration de Hodge FS? = 0, F>° = k. Donc le seul effet
de la torsion (r) en cohomologie de De Rham est de décaler la filtration de Hodge de
—P Crans. :

~ H3(P') = 55Q, et la bigraduation de HE(P') ® C = C est purement de type
(1,1). Donc la torsion (r) en cohomologie de Betti est une homothétie de rapport
(271)" suivie d’un décalage par {(—r, —r) de la bigraduation de Hodge.

~ HZ, (PY) = W (k)[1/p], o le Frobenius cristallin agit par p - ¢. Donc la torsion
(r) en cohomologie cristalline revient & multiplier le Frobenius cristallin par p~".

3.4.5. La classe fondamentale d’un cycle algébrique de codimension r sur X vit
dans l'espace de cohomologie tordue de poids zéro H*"(X)(r). Elle a les propriétés
suivantes :

— si H* = H;, elle est invariante sous Gal(k/k),
— sl H* = Hpyg, elle est dans le cran 0 de la filtration de Hodge,
- si H* = Hp, elle est de bidegré de Hodge (0,0),

- 81 H* = HJ,, elle est invariante sous le Frobenius cristallin.

De surcroit, ces classes se correspondent par les isomorphismes de comparaison cano-
niques, puisque ce sont des isomorphismes de cohomologie de Weil.

3.4.6. Démonstration de 8.2.7.1. — Soit H* une cohomologie de Weil 3 coefficients
dans une extension K du corps des fractions de F' (partir d’une cohomologie classique
et étendre le corps des coefficients si besoin est). Notons que 27, (X s’identifie & un
sous-groupe du K-espace de dimension finie Z7__ (X)x.

Raisonnant composante par composante, on peut supposer X purement de dimen-
sion d. Soit {f1, ..., Bn} un systéme maximal d’éléments de Zﬁ;g (X) K-linéairement
indépendants dans Z{"(X)k ; ils forment donc une K-base de ZZ7(X)x. Alors

hom hom
I’homomorphisme

P Zhom(X) — 2" (resp. pr @ Zom(X )k — K™), a— (deg(a-f1),. .., deg{a-5n))
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r 2(X) k). Il s’ensuit immédia-
tement que 27, (X) est un groupe abélien libre de type fini et que 2] (X)) ®z K =

2l (X)) k. Plus généralement, pour tout F' intégre de caractéristique nulle, p ® F

est injectif et son image s’identifie & Z7 _ (X)F, d’ou la premiére assertion.
Si F' est une Q-algébre, on a donc Z7 . (X)r = Z1,,(X)q ®q F, qui est un

num
F-espace de dimension finie. L’accouplement

Zr (X)px 25X ) — F

num nuran

est injectif, d’image isomorphe & Z7 (X)) (resp. & Z

est un dualité parfaite pour F' = Q, donc aussi pour toute Q-algebre F. O

Terminons en esquissant la preuve d’une version affaiblie du théoreme de Matsusaka.
{(équivalence homologique y remplace équivalence algébrique) :

3.4.6.1. Proposition. — Pour toute cohomologic de Weil classique, Zi. (X)q =

Zhum(X)a-

Démonstration. — Pour d = dim X < 2, "énoncé est trivial. Pour d = 2, il résulte
aisément du théoréme de lindice de Hodge sur les surfaces qui dit que la forme
d’intersection est d’indice (1, -1, —1,...,—1), donc non-dégénérée, sur Z__(X)q.

Supposons d > 2, et plongeons X dans un PV. Soit Y une section lindaire lisse
de X de dimension 2 (il en existe quitte & remplacer le plongement par un multiple de
Veronese), et soit ¢ inclusion de Y dans X. D’apres le théoréme de Lefschetz faible
(voir ci-dessous 5.2.1), o* : H?(X)(1) — H?*(Y)(1) est injectif. Soit [D] la classe,
supposée non nulle, d’un diviseur sur X. Alors :*([D]) # 0, donc il existe une classe
de diviseur [D'] sur la surface Y telle que (¢*([D]), [D']) # 0. Ainsi {[D], t.([D’])) # 0,
ce qui montre que D) n’est pas numériquement équivalent & 0. O]
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CHAPITRE 4

MOTIFS PURS DE GROTHENDIECK

Nous présentons la construction des motifs purs — construction envisagée par
Grothendieck!) et destinée notamment & mettre en valeur les propriétés catégoriques
du calcul des correspondances algébriques sur les variétés projectives lisses —, que
nous illustrons de nombreux exemples.

Grosso modo, on élargit les morphismes entre variétés projectives lisses en les rem-
plagant par les correspondances algébriques de degré 0, on passe & 'enveloppe pseudo-
abélienne, et on inverse le motif réduit de la droite projective.

A la base de la théorie, le théoreme de Jannsen affirme que les motifs purs « numé-
riques » a coeflicients dans un corps quelconque forment une catégorie semi-simple.

4.1. Construction

On rappelle que P(k) désigne la catégorie des schémas projectifs et lisses sur un
corps k. Soit F' un anneau commutatif. Soit ~ une équivalence adéquate non nulle
sur les cycles algébriques & coefficients dans F sur les objets de P(k).

4.1.1. Catégorie de correspondances. — Notons C.P(k)r la catégorie dont les
objets sont ceux de P(k), et les morphismes donnés par

CPE)p(X,Y) = Z.(X xY)p,

la composition étant celle des correspondances (3.1.3).
C’est une catégorie F-linéaire, les sommes directes finies étant données par les
sommes disjointes de variétés.

(e n’est pas a dire que Grothendieck n’ait pas envisagé des motifs plus généraux, notamment des
motifs mixtes associés aux variétés ni projectives ni lisses, mais il ne semble pas &tre parvenu & une
construction si générale, méme conjecturale. Dans une lettre de 1973 reproduite en appendice de
[J94], il qualifie d’ailleurs les motifs purs sur un corps k de « motifs plus ou moins naifs tels qu’ils
sont décrits notamment dans Manin et Demaszure. »
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En outre, le produit x dans P(k), et les contraintes a, ¢, v qui font de P(k) une ca-
tégorie monoidale symétrique (non additive), induisent une ®-structure sur C.P(k)p.
Le point, qui est immédiat a vérifier, est la fonctorialité de ®, a, ¢, u vis-a-vis de toutes
les correspondances.

4.1.2. Motifs purs effectifs. — La catégorie des motifs purs effectifs (pour ’équi-
valence ~, a coefficients dans F') s’obtient & partir de C.P(k)r en limitant aux cor-
respondances de degré 0, et en passant & ’enveloppe pseudo-abélienne.

Nous noterons M2 (k)r cette catégorie F-linéaire pseudo-abélienne(®. On a un
foncteur canonique

b =1 Pk)® — M (k)p:

H(X) est X vu comme objet de M (k)r, et h(f) est la correspondance f* donnée
par le transposé du graphe de f. '

Explicitement, un motif effectif est donc un couple (X, e), ou X € P(k) et e est un
élément idempotent de I’algébre ZI™X (X x X)p. On note plutét eh(X) cet objet de
M2E(K)p @ c'est le « motif découpé par e sur X ». ‘

Un morphisme ef(X) — €'h(Y) est un élément de

e 0 ZIMX(X x Vipoe=(te, ) ZImX (X x V)p

ou ‘e désigne la transposée de e, c’est-a-dire la correspondance obtenue en interver-
tissant les deux facteurs X.

4.1.2.1. Exemple. — Soit x : Speck — X un point rationnel, et soit p : X — Speck
le morphisme structural. La décomposition id = p*z* + (id —p*z*) en idempotents
orthogonaux donne lieu 4 une décomposition h(X) = h(Speck) @ h(X) (dépendant
de z en général). Le facteur E(X ) s’appelle motif réduit de la variété pointée (X, z).
~-Arisomorphisme prés, il ne dépend pas de z.

4.1.3. Motifs purs. — Si I'on songe & § comme & une sorte de cohomologie uni-
verselle®) | on est tenté d’introduire des « twists de Tate ». Cela se fait. & peu de frais,
en tenant compte du degré des correspondances, comme suit.

Un motif pur (pour I'équivalence ~, & coefficients dans F') est un triplet (X, e,r),
ot X € P(k), e est un élément idempotent de I'algebre Z4™X (X x X)m, v est un
entier. Un morphisme de motifs purs eh(X)(r) — 'H{(Y)(r") est un élément de

6!0 ZEimX_T+TI(X % Y)F-O e = (te, 6/)*ZgimX—'r+Tf (X w« Y)F

@ pour ~=rpum et F = Q, la catégorie des motifs effectifs est la catégorie notée NM eﬁ(k)Q au
premier chapitre, i.e. 'enveloppe pseudo-abélienne de la « catégorie énumérative ».
(I nous préciserons cela ci-dessous, 4.2.4.
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Nous noterons M. (k)r cette catégorie pseudo-abélienne!®. Nous identifierons
M (E)p & une sous-catégorie pleine de M (k)r au moyen du foncteur pleinement
fidele (X, e) — (X, e,0), et nous noterons encore

b =b:PE)? — M. (k)r

le foncteur canonique. Nous verrons bientot que M. (k)r est aussi une catégorie F-
linéaire (la définition de @ n’est pas immédiate pour des triplets dont les tr0131emes
composantes r different).

4.1.3.1. Notation. — 1l est suggestif de noter eh(X)(r) plutét que (X, e, r). Lorsque
e = id (resp.r = 0) on abrége cette notation en H(X)(r) {resp: eh(X)). Pour un
morphisme f dans P(k), on écrit f* plutdt que h(f).

Les deux équivalences qui nous intéresseront le plus sont ~yae €t ~pum (1a plus fine
et la moins fine respectivement). Les objets de M, (k) sont souvent appelés motifs
de Chow, et les objets de Myum (k) motifs numériques. Nous utiliserons les nota,tlons
alternatives sulvantes(5)

CHM( Jr = Mat(k)r, NM(E)r = Mpun(k)r.

4.1.4. ®-structure. — Le produit x; dans P(k), et les contraintes a,c,u qui
font de P(k) une catégorie monoidale symétrique (non additive), induisent une ®-
structure(® sur M. (k)

& : Mo (k)r x Mo(k)p — Mo (k)p

eh(X)(r) @ e'h(Y)(r') = (e® e)h(X x Y)(r +r').
La fonctorialité de ®, a, ¢, u se déduit de la propriété analogue pour C.. 73(/%)
L’objet unité est le motif 1 = h{Spec k). ‘
En outre, on a une auto-dualité ¥ donnée par la recette suivante : par additivité(?,
on se ramene au cas ou X est purement de dimension d, et alors ' F

(eh(X)(r))Y = ‘eh(X)(d — 7).
Sur les morphismes, ¥ est induite par la transposition des correspondances.
Cela fait de M..(k)r une ®-catégorie rigide. C’est ici qu’on a besoin des 1(r) pour
tout 7 € Z : la sous-catégorie MF(k)r n’est pas stable sous v

(4)cette notation est courante, et nous Pavons choisie en harmonie avec les notions « mixtes » ou
« dérivées » présentées ultérieurement dans cet ouvrage. [Y’autres notations commodes et plus ou
moins courantes sont M. (k; F'), Mot} [F], Mot™(k; F).

(5)]a premitre du moins étant courante dans la littérature. On pourrait aussi noter ch(X) au lieu de
brat{X ), en suivant une suggestion de J. Murre.

(6)¢’est-a-dire vérifie les propriétés rappelées en 2.2.2, bien qu’on n’ait pas encore vérifié l'existence
de 6. 7

(Mbien que nous n’ayons pas encore défini @ dans le cas général, ici la définition via ]] convient
puisque le « twist » (r) ne varie pas.
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4.1.4.1. Exercices

1) Supposons que F' soit un corps. Montrer qu’un motif eh(X)(r) est isomorphe &
1 si et seulement si e est de la forme pr}(3).pri(a), ol pry,pry : X x X — X sont les
projections, a € Z7(X)p, € ZImX-"(X) 5.

2) La donnée d’un cycle algébrique o € Z7,(X) r équivaut par définition & celle d'un
morphisme 1(—r) — h(X) (ou encore & celle d’un morphisme non nul 1 — §(X)(r)).
Montrer que ce morphisme admet un inverse & gauche, i.e. fait de 1(—r) un facteur
direct de h{X), si et seulement si o n’est pas numériquement équivalent a 0.

3) Pour tout' X € P(k), montrer que la diagonale X — X x X munit §(X) d’une
structure d’« algebre » dans M°T(k)r. Tout objet de M (k) p est ainsi facteur direct
d’une algébre. :

4) Si k est un corps fini, montrer que Frobenius induit un automorphisme M —
Fryr du foncteur identique de M. (k)g.

4.1.5. Twists de Tate. — On a vu (3.2.2.2 1)) que la diagonale de P! x P! ge
décompose modulo ~ comme somme des correspondances idempotentes [x] x P! et
P! x [z], indépendantes de z € PL(k). Ceci montre que la décomposition h(P!) =
1 @ h(P') ne dépend pas de x, et que le motif réduit B(P) de (P!,z) s'identifie
canoniquement & 1(—1). On 'appelle le motif de Lefschetz.

On en déduit, pour tout » € N, des isomorphismes canoniques

HEHE” = 1(—r).

De méme, le dual E(Pl)v s’identifie canoniquement & 1(1). On 'appelle le motif de
Tate. '

N.B. Au sens large (et par abus), on appelle souvent aussi « motif de Tate » tout objet
de M. (k)r isomorphe & 1(r) pour un entier r arbitraire, voire une somme finie de
tels objets. Les opérations M — M(r) := M @ 1(r), r € Z g’appellent « torsion & la

- Tate » (ou « twists de Tate »)(®).
En utilisant Visomorphisme canonique
h(PHE" = 1(-r),

on peut identifier tout motif eh(X )(’r), r < 0, & un motif effectif découpé sur X x (P
On peut alors définir la somme directe eh(X)(r) @ ¢'h(Y)(r') de deux motifs purs en
se ramenant au cas facile ot r = 7/, |

4.1.6. Sous-®-catégories de motifs. — Nous aurons souvent & considérer des
sous-®-catégories de M. (k)7 du type suivant. Soit V une sous-catégorie pleine de
P(k) stable par somme disjointe et produit. On note M. (V)p la plus petite sous-
© catégorie pleine de M..(k)r contenant §(X), X € V, stable par @, ®, facteurs directs,

(8 par analogie avec 'opération correspondante en cohomologie £-adique, cf. 3.4.4.
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4.2. MOTIFS PURS 35

passage au dual. C’est en fait la sous-catégorie pleine de M..(k)r formée des motifs
découpés sur les objets de V, et leurs duaux (et leurs sommes). C’est une ®-catégorie
rigide, F-linéaire, pseudo-abélienne.

Si V est constituée des sommes de puissances d’un seul objet X € P(k), on écrit
parfois (§{X))® au lieu de M..(V)r

4.1.6.1. Exemples

- Si V =P(k), on retrouve M. (k)p.

— Si V est formée des k-schémas étales finis, on obtient la ®-catégorie rigide
AM (k)r des motifs d’Artin & coefficients dans F. Elle ne dépend pas du choix de ~.
Pour F' un corps de caractéristique nulle(®) | elle est ®-équivalente 3 Repp Gal(k/k).

4.2. Fonctorialités et premieéres propriétés

4.2.1. Changement d’équivalence adéquate. — Soit =~ une autre équivalence
adéquate, moins fine que ~. Les homomorphismes canoniques surjectifs

ZI(X)p —» ZL(X)p,

compatibles avec la théorie de Pintersection, donnent lieu & un ®-foncteur plein ca-
nonique '

Mo(k)r — Ma(k)p.

On ignore si ce foncteur est essentiellement surjectif (le probléme est celui du reléve-
ment des correspondances idempotentes modulo =~ en des correspondances idempo-
tentes modulo ~). On le conjecture toutefois, ¢f. chapitre 12.

Comme toute équivalence adéquate est plus fine que l’equlvalence rationnelle, on a
un ®-foncteur plein

CHM (k) p = Mooy (k) —> Mo (k).

4.2.2. Changement de coefficients. — Soit F' une F-algébre (commutative).
On peut se demander quel est le lien entre M. (k) g et la ®@-catégorie M (k)r Qp F’
obtenue en tensorisant par F” tous les espaces de morphismes de M. (k)ps. On a un
®-foncteur évidentt?)

(M (k) r @p FY — Mo (k) g

qui est un isomorphisme si Z*(X) ®z F' = Z* (X ) pour tout X € P(k); c’est par
exemple le cas si ~ est ~rat, ~alg OU ~num (ou encore ~pom pour une cohomologie
classique si car k = car F' = 0).

(M dans la pratique, on se limite aux corps de nombres — toute représentation continue de Gal(k/k)
dans un F-espace discret étant définie sur une extension finie de Q contenue dans F.
(1964 ¥ désigne 'enveloppe pseudo- -abélienne.
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36 CHAPITRE 4. MOTIFS PURS

Par ailleurs, on a un ®-foncteur canonique
(M (k) p ®p ') — (Mo(k)r) ()

vers la ®-catégorie des F'-modules dans M..(k)r, qui est une équivalence si F’ est
une ['-algebre étale finie, ¢f. [AKO02a, 5.3.2].

4.2.3. Changement de base. — Soit &'/k une extension de corps. Partons d’une
équivalence adéquate ~ pour les cycles algébriques sur les objets de P(k'). Par « res-
triction », elle induit une équivalence adéquate (encore notée ~) pour les cycles algé-
briques o sur les objets de P(k) (c¢f. 3:1.4.1), et les homomorphismes injectifs cano-
niques

2. X)r — Z2 (X)) F,

compatibles avec la théorie de 'intersection, donnent lieu & un foncteur fidéle cano-
nique « d’extension des scalaires »

Mo (k)p — Mo(K)p.

Si k" est fini séparable sur &, le foncteur P(k) — P(k’) a un adjoint & gauche :
« k-schéma sous-jacent ». Il induit un adjoint & droite

Mw(kl)F — M. (k)p

du foncteur d’extension des scalaires. Le foncteur P(k) — P(k') admet aussi un
adjoint & droite : la restriction des scalaires & la Weil. Pour ~ = ~4;, N. Karpenko
montre qu’il induit un adjoint & gauche

CHM (k' p — CHM (k)p
du foncteur d’extension des scalaires [Kar00].
4.2.4. Universalité des motifs de Chow. — Le foncteur § ressemble & une coho-

mologie de Weil au sens de 3.3.1.1. Plus précisément, soit 7 une ®-catégorie rigide sur
I'anneau F', pseudo-abélienne, et munie d’un objet ®-inversible L. Supposons gu’on ait

i) un foncteur monoidal ‘
H:PEk)P?P—T
tel que P* — Speck = {oco} — P! induise une décomposition
HPYHY =1aL,
ii) pour tout X € P(k) purement de dimension d, un morphisme
trx : H(X) — L%

vérifiant trx xy = trx ® try, et identifiant H(X)Y & H(X) @ L®7¢,
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iti) pour tout X € Py, des homomorphismes F-linéaires
¢y CH(X)p — T(1, H(X) QL®™")

contravariants en X, vérifiant ¢%,y = 3 .4 cmp Cx ® Y, et « normalisés » de sorte
que la composition CHd(_X Jrp — End(1) de c% avec trx coincide avec I'application
degré des O-cycles lorsque X est purement de dimension d.

Alors H admet une unique factorisation compatible & la structure monoidale

Pk L CHM () 2

telle que L = wg(1(~1)), wy o Trx = trx owy, et 'homomorphisme
¢ CH™(X)p = CHM (k)r(1,H(X)(r)) — T(1, H(X) @ L®™")

est induit par wy. Le quadruplet (CHM (k)r, 1(—1),(Trx),7%) est donc universel
parmi les quadruplets (T, L, (trx ), ¢’ ) considérés ci-dessust™).

4.2.5. Réalisations des motifs de Chow. — On a l'interprétation suivante des
cohomologies de Weil :

4.2.5.1. Proposition. — La donnée d’une cohomologie de Weil a coefficients dans un
corps K contenant F équivaut & celle d’un ®-foncteur

H* : CHM (k)p — VecGrg

vérifiant
H*(1(=1)) = 0 pour i # 2.

Démonstration. — Par universalité de CHM (k)g, toute cohomologie de Weil H* &
coefficients dans K se factorise & travers un ®-foncteur CHM (k) — VecGry (qu’on
note encore H*, plutdt que wyr). ' o

La réciproque!?) est facile, une fois remarqué que H*(1(—1)) = 0 pour i # 2
entraine que dim H2?(1(—1)) = 1 (le point étant que 1(—1) est un objet ®-inversible
de la ®-catégorie rigide CHM (k)r). O

Les foncteurs CHM (k)p — VecGry attachés aux diverses cohomologies de Weil
sont appelés réalisations des motifs. Dans le cas d’une cohomologie classique, on
parlera de réalisation de Betti, de De Rham, £-adique, cristalline. Ces réalisations
envoient 1(1) sur les twists de Tate respectifs décrits en 3.4.4.

4.2.5.2. Théoréme. — Pour tout M ¢ CHM (k) et tout entier i, la dimension du
K -espace H (M) est indépendante du choiz de la cohomologie classique H*.

(1D yoir en 11.5.4 ce qu'il advient si Pon impose & 7 d’étre (la catégorie des objets graduds dune
catégorie tannakienne.
(32) qui nous a été signalée par B. Kahn.
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38 CHAPITRE 4. MOTIFS PURS

On appelle i-éme nombre de Betti de M cette dimension, notée b; (M).

En caragtéristique nulle, le théoréme découle de I’existence des isomorphismes de
comparaison qui lient les cohomologies classique. En caractéristique non nulle, c’est
plus subtil, ¢f. [AKO02a, B.1.4]; nous ne nous servirons pas de ce résultat dans la
suite.

4.2.6. Pour terminer cette liste de propriétés des motifs purs, voici un résultat de
nature géométrique :

4.2.6.1. Proposition. — On suppose que F est une Qma,lgébre. Soit f: X =Y un
morphisme surjectif dans P(k). Alors f* : h(Y) — h(X) admet un inverse & gauche
dans M (k)r : B(Y) est facteur direct de h(X).

Démonstration. — FExaminons d’abord le cas ol f est génériquement fini surjectif
(une altération). D’aprés la formule de projection, de Tos7 J+ €st inverse & gauche de f*,
et induit un inverse a gauche de (V') — h(X).

Pour passer de 1a au cas général, il suffit de construire un morphisme g : X' — X
dans P (k) tel que f':= fg soit une altération. Pour ce faire, soit X" une sous-variété
fermée de X de dimension dimY que f envoie surjectivement sur Y (il en existe :
prendre par exemple, si Y est connexe, la k-adhérence d'un point fermé de la fibre
génerique de f). D’aprés A. de Jong [dJ96], il existe une altération X' — X" avec
X" € P(k). En prenant pour g le composé X’ — X" < X, il est clair que fg est une
altération. U

4.3. Exemples

4.3.1. Principe d’identité de Manin. — 1 s’agit d'une version du lemme de
Yoneda : le foncteur qui attache 3 M < M. .(k)r le foncteur qu’il représente [NV —
M..(N, M) est pleinement fidéle. On en déduit qu’il en est de méme du foncteur qui
attache a M le foncteur

wir 1Y € Plk) — Mo(B(Y), M(%)) i= @, Mo (h(Y), M(r)) C Z*(X x )z

Le « principe d’identité de Manin » consiste en les consequences suivantes de cette
pleine fidélité (cf. [Sc94, 2.3]).

Pour tout morphisme f dans M..(k)r, et tout Y € P(k), notons w (V) : wps (¥) —
wn (Y) Papplication F-linéaire naturelle. Alors

= f € M.(My, My) est un isomorphisme < w;(Y") est un isomorphisme pour tout
Y € P(k),

- fr9. € M (M, M) coincident <> wy(Y) = wy(Y) pour tout ¥ & P(k),

— Soient i1 € MMy, M), po € M. (M, M,). Alors : il existe 45 € M. (My, M),
p1 € Mo(M, My) tels que (i1,%2,p1,p2) font de M la somme directe de M, et My <
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la suite

wp, (Y)

wa M) e ey, M) 22 M (), Ma()) — 0

0 — M~ (h(Y), M1(+))

est exacte pour tout Y € P(k).

4.3.2. Application au calcul de certains motifs. — Ce principe permet de
transférer certaines formules pour les correspondances en des formules concernant les
motifs, puis, via les réalisations, en des formules pour les espaces de cohomologie de
Weil. Par exemple, de ce que ZX(Y x P?)p ~ Z5(Y)p[t]/ (™) (of. ex. 3.2.2.2 2)),
on déduit une décomposition canonique

T

h(P"*) = @ 1(-r).
Plus généralement, si P ést un fibré projectif de rang n sur X :

b(P) = @ b(X)(—7).

Autre exemple (dii & Manin) : si X est éclaté d’un sous-schéma fermé lisse Z de X
de codimension ¢, et E le diviseur exceptionnel, on a des isomorphismes canoniques

6(X) @ 5(2) = p(X) @ h(E), H(E)=hX)e @ H(Z)(~r).

Enfin, si X est une courbe projective lisse géométriquement connexe, et si F' est
une Q-algébre ou si X posséde un point rationnel, on a une décomposition en trois
morceanx

h(X)=10b (X)®1(-1)
(le facteur 1 (resp. 1(—1)) est découpé par une correspondance idempotente p%

(resp. p%) de la forme [a x X| (resp. [X x a]), olt « est un O-cycle quelconque de
degré 1 sur X).

4.3.2.1. Remarque. — Si ~ est plus fine que I'équivalence algébrique, p% dépend du
0- cycle utilisé. Si p}? est Vidempotent attaché & un autre O-cycle, on a toutefois

(id PX)PX = 0.

4.3.3. Variétés abéliennes. — On suppose ici que 'anneau des coefficients I est
une Q-algebre. Soit A une variété abélienne de dimension d sur k. La structure du
motif de A a été élucidée grace aux efforts de nombreux auteurs, de D. Lieberman et
A. Shermenev & K. Kiinnemann, cf. [Sc94, 5.2] [Ku94], en s’appuyant notamment sur
la technique de la transformation de Fourier-Mukai (c’est-a-dire le caractére de Chern

¢1(P) dy fibré de Poincaré P sur A x A. Cette correspondance algébrique échange
au signe preés le produit d’intersection dans CH(A)q et le produit de Pontriagin —
induit par la multiplication de A — dans CH(@)Q . et vice-versa (Mukai-Beauville)).
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Le résultat principal est qu’il existe une décomposition unique
2d
h(A) = ? h*(A)

telle que la correspondance définie par ’endomorphisme [m]4 de multiplication par
m sur A agisse par m® sur le facteur h*(A), pour tout m € Z. La correspondance
diagonale h(A*) = h(A)®* — h(A) induit un isomorphisme

S'p1(A) — bi(A),

olt S* désigne la puissance symétrique i- ieme, cf. 2.2.2.2.

Appliquant une cohomologie de Weil H, on vérifie aisément que H*(A) n’est autre
que la réalisation de h*(A), et on obtient la formule analogue S* H(A) = H? (A) dans
la ®-catégorie rigide VecGrx des K -espaces vectoriels gradués de dimension finie,
avec la contrainte de commutativité donnée par la régle des signes de Koszul. Dans la
®-catégorie Veck, compte tenu de ce que H' (A) est de degré impair 1, cela redonne
I'isomorphisme canonique usuel en cohomologie ALH'(A) = H {A).

On a un isomorphisme canonique

b(4)" = p**(4)(a),
et toute polarisation induit un isomorphisme
h*(A4) = 5474 (A)(d — 1),
Enfin, si B est une autre variété ab¢lienne, on & un isomorphisme canonique
M. (k) (4 (B), b' (4)) = Hom(4, B) @ F,
de sorte que le membre de gauche ne dépend pas de ~:

On note M. (VAb(k)) r la plus petite sous-catégorie pleine de M. (k) p contenant les
motifs d’Artin et les h! des variétés abéliennes, et stable par isomorphisme, sommes et
facteurs directs, ®, et passage au dual. C’est une ®- catégorie rigide pseudo-abélienne.
D’apres 4.2.6.1, le motif de toute variété projective lisse dominée par un produit de
courbes pIOJectlves lisses est dans M..(VAb(K))p.

4.3.3.1. Remarque. — D’apres [SK79] le motif de toute hypersurface de Fermat de
degré N sur un corps k de caractéristique { IV est isomorphe & un motif découpé sur
une variété abélienne.

4.3.3.2. Exercices

1) Si A est la jacobienne d’une courbe projective lisse connexe X munie d’un point
k-rationnel, construire un isomorphisme canonique

b (4) = p'(X).
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2) Utiliser ce qui préceéde pour construire, pour tout ie{g+1,...,2g} un iso-
morphisme S%h!(X) = §29-%h1(X)(g — i) (en notant g le genre de X). En déduire
que M (k)#(S*H'(X),1) = 0, et conclure que tout 0-cycle « de degré 0 sur X vérifie
a®tl) =0, ¢f. 3.2.4.2.

3) Supposons que k soit un corps fini, de sorte que le nombre hx de classes de
diviseurs de degré 0 sur X est fini (c’est |A(k)|). Montrer que

hx = det(id — Fry |[HY(X))

pour toute cohomologie de Weil H* (indication : on a det(id — Fry |H 1(X ) =
S (=D r(Fry ) | AT HY(X) ; identifier AHY(X) & H*(A) et appliquer la formule des
traces de Lefschetz). En déduire que lime_1(t — 1)Z(X,t) = hx /(|k] — 1).

4.3.4. Motifs §°,b*, 5241 h2¢, — On suppose encore que F' est une Q-algebre.
On vient de voir que le motif d'un espace projectif, d’'une courbe ou d'une variété
abélienne se décompose en @ §*(X), de maniére compatible a la décomposition de la
cohomologie suivant le degré. On peut se demander si une telle décomposition existe
pour le motif de toute k-variété X projective lisse.

Cette question interviendra de maniére récurrente dans toute la. premieére partie de
ce livre. En fait, on conjecture qu'une telle décomposition existe bel et bien®.

La construction, & partir d’un O-cycle de degré 1, d’un idempotent p% découpant
hO(X) se fait comme dans le cas des courbes et est laissée au lecteur. On définit
p% comme le transposé de p%. Nous nous contentons d’esqulsser d’apres J. Murre
([Mur90], voir aussi [Sc94, 4]), la construction d’un 1dempotent p découpant h' (X)
(p22=* sera son transposé).

Soient Pick la variété de Picard et Albx la variété d’Albanese de X. Ce sont deux
variétés abéliennes en dualité. Une isogénie auto-duale : o : Pic% — Albx s’obtient
~en prenant 1e.compose Pch,_——> PICG = Albe — Albx, ottt : C = X est une courbe
lisse section linéaire de X dans un plongement projectif auxiliaire fixé. Notons m son
degré, et soit 8 : Albx — Pick tel que a0 8 = [m]amy-

Si 7 est le O-cycle sur C coupé par un hyperplan, on a

Hom(Albx, Pic%) ® F 2 {7y € ZL(X x X)p | 7(n) ="7(n) = 0}

Soit A € ZL(X x X)p le cycle correspondant & S par cet isomorphisme. Alors
Pk = 8 —f' o1, 0" fait Iaffaire, du moins si d > 2 (si d = 2, il y a un terme cor-

rectif, cf. op. cit.), et pX,pX,pgfl 1,pX sont des idempotents orthogonaux. En outre

(13) u niveau de équivalence homologique, c’est I'une des conjectures standard étudiées au chapitre
suivant. Pour une équivalence adéquate quelconque, c’est une partie de la conjecture de Murre,
ef 11.2.1.2. '
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([Sc94, 4.5]), on a des isomorphismes canoniques :
(1) Mk} (b (), (X)) = Hom(Pic%, Pic}) @z F,
(2) M. (k) r (H*71(X),5**71(Y)) = Hom(Albx, Alby ) ® I,

de sorte que les membres de gauche ne dépendent pas de ~. On tire de 14 :

4.3.4.1. Proposition. — La sous-catégorie pleine de M.(k)q formée des h'(X),
X € P(k), est équivalente & la catégorie VAb(k)q des k-variétés abéliennes d
isogénie pres. En particulier, elle est abélienne semi-simple. i

4.3.4.2. Remarques _
1) Dans le cas d'une surface S ; on peut poser p% = id —pY — pL — P — P, ce qui
donne une décomposition h(S) = @g h(S), avec '

h°(S) = §%(5)(2) 2 1, B1(S) 2 b3(8)(1) 2 b1 (Picd) & b1 (Albg) = (0" (9))¥(~1).

2) Pour une variété abélienne A, les rojecteurs p%, pl, p2d=1, p%d dont il est. ques-
p ArPaPa A

tion ici coincident avec ceux, canoniques, de 4.3.3 dés lors que le O-cycle définissant %
est l'origine, et que le plongement projectif auxiliaire correspond & une polarisation
symétrique de A ([Sc94, 5.3]).

4.3.5. Motifs attachés aux formes modulaires. — En prouvant la conjecture
de Ramanujan-Petersson, Deligne attachait aux formes modulaires de poids > 2,
associées aux sous-groupes de congruence de SLs (Z), des espaces de cohomologie -
adiques paraboliques, définis & P’aide des variétés fibrées de Kuga-Sato. Dans [Sc90],
A. Scholl montre que ces espaces proviennent de motifs de Chow.

Si 'on veut les décomposer suivant 'action de Palgeébre de Hecke, il semble falloir
passer aux motifs homologiques. Si f = > om0 8ng™ est une forme modulaire nouvelle
normalisée de poids w > 2, niveau N et caractére X, & coefficients dans un corps de
nombres F', Scholl construit un motif M(f) € Muom(Q)r tel que pour tout ¢ { Np
et toute place A de L au-dessus de ¢, le Frobenius en p agit sur la cohomologie étale
t-adique (®q, F)) avec un polynéme caractéristique égal & 2* — a,z + x(p)p¥ 1.

4.4, ®-Idéaux et équivalences adéquates

4.4.1. Le « noyau » du ®-foncteur plein
CHM (k) p = Mo (k) p — M. (k)p,

c’est-a-dire la collection Z., des morphismes de CHM (k) r quis’annulent dans M. (k)
(correspondances nulles modulo ~) forme un ®-idéal de CHM (k)p.

Rappelons qu'un idéal (bilatére) 7 d’une catégorie F-linéaire 7 est la donnée, pour
tout couple d’objet (A4, B), d'un sous-F-module de T (A, B), la collection de ces sous-
F-modules étant stable par composition & gauche et & droite par tout morphisme
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dans 7. On peut alors former la catégorie quotient 7 /T, qui a mémes objets que 7,
et dont les morphismes sont obtenus par passage au quotient par ceux dans 7.

Si T est une ®-catégorie, on a la notion de ®-idéal (ou idéal monoidal) : un idéal 7
est un ®-idéal s'il est stable par produit tensoriel idg @ f et f ®idc pour tout objet C
(d’ot il découle que T est stable par produit tensoriel avec n’importe quel morphisme).
1l y a alors une ®@-structure induite sur 7 /Z.

Que Z.. soit un ®-idéal de CHM (k)r traduit la stabilité des correspondances mo-
dulo ~ par combinaison F-linéaire, composition, et produit « extérieur ». '

En fait, la réciproque est vraie, et fournit un moyen commode de construction
d’équivalences adéquates (cf. aussi [J0O, 1.7], [AK02a, I1.6.3]) :

4.4.1.1. Lemme. — Tout ®@-idéal T de CHM (k) est de la forme L. pour une équiva-
lence adéquate ~ convenable. La catégorie M. (k)g n'est alors autre que l'enveloppe
pseudo-abélienne de CHM (k)r /1.

Démonstration. — Identifions tout élément o de CH"(X)r au morphisme 1 —
B(X)(r) correspondant dans CHM (k)p. Disons que o ~ 0 si et seulement si
a € Z(1,5(X)(r)). Cette relation est évidemment F-linéaire. Il s’agit de prouver la
propriété 3) des relations adéquates (définition 3.1.1.1) : soit done

ve CHY (X xY): 1 — (X xY)(s),
Sxxy : X xY — (X xY)? Tapplication diagonale, et

vy 11— B(Y) le morphisme correspondant & [Y]. -
Alors v.(a) : 1 — B(Y)(r + s — dim X) s’écrit comme compose

(pre¥ e 0 Sk xy 0 (Y@ 2 ® yy),

done 7« (c) ~ 0 puisque Z est un ®-idéal. Cecl prouve la. premiére assertion.
La seconde en découle par construction de M. (k)r. - : [

4.4.1.2. Remarques

1) On a utilisé de maniére cruciale les ‘twists’ (r), autrement dit le. fait que
CHM (k) est rigide. L’analogue du lemme pour les motifs effectifs est faux : consi-
dérer par exemple le ®-idéal des morphismes se factorisant & travers un ®-multiple
du motif de Lefschetz, cf. [KaSu] (ol il est aussi prouvé, si cark = 0, que cet idéal
est formé des correspondances de X vers Y dont la restriction AU xY,oul est un
ouvert dense convenable de X, est nulle).

2) On a une notion évidente de produit d’idéaux d’une catégorie F-linéaire, et le
produit de deux ®-idéaux est automatiquement un ®-idéal. Dans le cas de CHM (k) r,
cela donne naissance, via le lemme, & la notion de produit de deuz relations d’équiva-
lence adéquates (on vérifie que ce produit est commutatif). La formule est la suivante
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44 CHAPITRE 4. MQTIFS PURS

[JOO, 3.1] [AKO02a, (6.14)]"Y) : soient ~ et ~y deux équivalences adéquates, ~ leur
produit, et soit « € CH(X) g ; alors

a~0 = JT ePlk), Iy ~1 0,79~ 0 € CH(X T}, tels que a = (pre™)u(vi-72).

4.4.2. Exemples

- L’idéal nul correspond évidemment 2 I"équivalence rationnelle, 1'idéal CHM (k)p
a Véquivalence triviale (nulle).

— So0it 7 une ®-catégorie rigide sur un corps F. L’ensemble des morphismes
J € T(M,N) dont une puissance tensorielle & e T(M®™ N®") est nulle forme un
®-idéal, noté 0 [AKO02a, 7.4]. Dans le cas de CHM (k)p, I’équivalence adéquate
associée n’est autre que I’équivalence de smash-nilpotence ~gnj. :

— Pour F' un corps, on peut par ailleurs considérer le plus grand ®-idéal A/ distinct
de 7. I admet la description suivante ( [AKO2a, 7.1] :

N(M,N)={f € T(M,N)|¥g e T(N,M), trgo f) = 0}.

Dans le cas de CHM (k)r, cet idéal N correspond a I'équivalence adéquate la moins
fine (non triviale), c’est-a-dire & 'équivalence numérique. On peut aussi le voir
sur-la formule précédente : N(M,N) = N(1,MV & N), ce qui nous rameéne au
cas de N(1,h(X)(r)) C CHM (k) r(1,5(X)(r)) = CH(X)p : pour f € CH"(X)F,
g€ CH""(X)p, go f € End1 = F nest autre que (f, g).

4.5. Semi-simplicité des motifs numériques a coefficients dans un corps

4.5.1. Le théoréme de semi-simplicité pour les motifs numériques & coefficients dans
un corps F' de caractéristique nulle avait été conjecturé par Grothendieck, et a été
démontré par U. Jannsen. En fait, il n’est pas nécessaire que F' soit de caractéristique
nulle :

4.5.1.1. Théoréme (Jannsen). — Si I est un corps, la catégorie NM (k)p = Moum (k) p
est abélienne semi-simple, et ~pum est lo seule équivalence adéquate pour laquelle
M- (k)F est abélienne semi-simple. '

Il en découle que la sous-catégorie des motifs effectifs numériques NM eﬁ(k) F est
aussi abélienne semi-simple.

() cette notion avait d’abord été introduite, indépendamment de 'interprétation catégorique, par
H. Saito [hSai92].
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En fait, I'analyse de la preuve de Jannsent®) montre que le seul ingrédient géo-
métrique est 'existence de cohomologies de Weil (& coefficients dans une extension
de F); pour le reste, il est de nature purement catégorique. En fait, on a :

4.5.1.2. Théoréme ([AKO02a, 8.2.2.a], [A0dc, 2.6]). — Soit T une ®-catégorie rigide sur
un corps F, avec End(1) = F. On suppose qu’il existe un ®-foncteur F-linéaire
H de T wvers une ®-catégorie rigide 7' sur une extension convenable K/F, dans
laquelle les Hom sont de dimension finie et les endomorphismes nilpotents sont de
trace nulle*® . Alors

i) Uenveloppe pseudo-abélienne du quotient T /N de T par son plus grand ®-idéal
est abélienne semi-simple,
i) le seul ®-idéal T de T tel que T /T soit semi-simple est T = N.

On en déduit I’énoncé précédent en prenant 7 = CHM (k) r, H le foncteur réalisa-
tion attaché & une cohomologie de Weil & coefficients dans une extension convenable
K /F. Noter aussi que la finitude des espaces de cycles numériques énoncée en 3.2.7.1
est un cas particulier de ce théoréme catégorique (et de lexistence de H).

Indiquons briévement la preuve de 4.5.1.2 dans le cas ou K = F.

Pour i), comme le noyau de H est contenu dans le plus grand ®-idéal A, on peut
remplacer 7 par 7/ Ker H, c’est-a-dire supposer H fidele. Les espaces 7 (M, N) sont
alors de dimension finie puisque, par hypothése, il en est ainsi de leur image par H.
Ceci implique que radical de la F-algébre T(M, M) est nilpotent, et que le quotient
par ce radical est semi-simple. On est donc ramené & prouver que tout idéal nilpotent I
de 7 (M, M) est contenu dans N (M, M). Or pour tout f € I et tout g € T (M, M),
gf est nilpotent, donc H(gf) aussi, ce qui implique tr H(gf) = 0 par hypothése, d’olx
aussi tr(gf) = 0, et finalement f € N(M, M). Ainsi (7 /N)(M, M) est semi-simple
pour tout M, donc T /N est semi-simple, et il suit que son enveloppe pseudo-abélienne
est abélienne semi-simple (¢f. [AKO2a, A.2.10]). .

Pour ii), on peut remplacer 7 par 7 /Z. Soit f € N(M, N). 1l s’agit de montrer
que f = 0. Par dualité (plus précisément : en remplacant N par MY @ N ), on peut
supposer M = 1. Pour tout g € 7(N,1) on a donc g o f = 0 par hypothese. Comme
T est supposée semi-simple, cela entraine que f = 0.

(15) voici une esquisse de sa preuve de la semi-simplicité. NM (k) étant F-linéaire pseudo-abélienne
et stable par @, il suffit de montrer que la F-algébre des endomorphismes e(Z3m X (X2)z)e de tout
objet H(X)(r) est semi-simple de dimension finie, et il suffit de traiter le cas e = id. Comme ZX, .
commute au changement de coefficients 3.2.7.1, on peut supposer que F est le corps de coefficients
d'une cohomologie de Weil H. Considérons la surjection 7 : ZER X (X2)p — Zdm X (X2)r Comme
la source est de dimension finie, son radical N est un idéal nilpotent, et il ne s’agit plus que de faire
voir que w{N) = 0. Or pour tout f € N et tout g € Zﬁé“n}lX(Xg)F, f otg est nilpotent, et la formule

des traces de Lefschetz 3.3.3 montre que {f,g) = tr(f o ‘g|HT(X)) — tr(f o tglH~ (X)) = 0, donc
w(f)=0.

(18) cette dernitre propriété est satisfaite si 77 est abélienne, cf. [AKO02a, 7.3.3].
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46 CHAPITRE 4. MOTIFS PURS

Nonobstant la nature catégorique de la preuve, le contenu du théoréme de Jannsen
est géométrique : semi-simplicité des anneaux de correspondances numériques. En
mettant Paccent sur les méthodes catégoriques, ce théoréme est & ’origine de plusieurs
développements récents en théorie des motifs purs, que nous exposerons dans la suite.
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CHAPITRE 5

LES CONJECTURES STANDARD

Dans [Gro69a] (et antérieurement, sous forme préliminaire, dans une lettre & Serre
de 1965 [GroS02]), Grothendieck a formulé deux conjectures « standard » sur les
cycles algébriques, dites « de type Lefschetz » et « de type Hodge », et montré qu’elles
impliquent les conjectures de Weil") (E. Bombieri en a fait de méme, indépendam-
ment. Tous deux semblent avoir été inspirés par la lettre de Serre [Se60]). Trente ans
apres que ces dernieres aient été résolues, les conjectures standard demeurent, quant
a elles, entiérement ouvertes. Ces conjectures portent sur les cycles algébriques mo-
dulo équivalence homologique. Elles en entrainent deux autres (la conjecture de type
Kiinneth et la conjecture Nhoméwnum)y et il est aujourd’hui courant de nommer
« conjectures standard » 'ensemble de ces quatre énoncés(®. Elles permettent d’édi-
fier la théorie des groupes de Galois motiviques, comme nous le verrons au chapitre
sulvant.

5.1. Projecteurs de Kiinneth et poids

5.1.1. Conjecture standard de type Kiinneth. — Soit X € P(k), de dimen-
sion d, et soit H* une cohomologie de Weil & coefficients dans un corps de caractéris-
tique nulle K.
Rappelons que les projecteurs de Kiinneth
T i = e 1 H(X) —» H(X) < H*(X)

sont les projecteurs sur les composantes homogenes de la cohomologie {3.3.1).

() @aprés Grothendieck [Gro69a], « these conjectures arose from an attempt at understanding the
conjectures of Weil on the {-functions of algebraic varieties [...]. The proof of the two standard
conjectures would form the basis of the so-called ‘theory of motives’ which is a systematic theory
of ‘arithmetic properties’ of algebraic varieties as embodied in their groups of classes of cycles for
numerical equivalence [...]. Alongside with the problem of resolution of singularities, the proof of the
standard conjectures seems to me to be the most urgent task in algebraic geometry ».

(%) nous avons essayé de rendre notre exposé logiquement indépendant de ceux de S. Kleiman [KI168,
K194}, en mettant davantage Paccent sur le réle joué par les représentations de SLg. Par commodité,
nous reprenons la nomenclature B, C, D, I de Grothendieck et Kleiman.
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5.1.1.1. Conjecture (C(X)). — Les projecteurs de Kinneth n% sont donnés par des
correspondances algébriques (& coefficients rationnels).

Autrement dit, 7% € Zhom(X X X)q C H*(X x X).

5.1.1.2. Remarque. — La conjecture dépend en principe de la cohomologie de Weil H*,
qu’on suppose fixée — et qu’on omet de la notation C(X), ainsi que de la notatlon
des conjectures standard qui suivront.

Si I'on se limite aux cohomologies classiques, elle n’en dépend plus : en caractéris-
tique nulle, ceci est di aux isomorphismes de comparaison qui lient ces cohomologies;
en caractéristique non nulle, ¢’est plus subtil, ¢f. [AK02b, prop. 6], [AK02a, App. B].

La conjecture standard de type Kiinneth est « stable par produit » : C{(X)+C(Y) =
C(X xY) (noter que %,y =32, ;7% @ 7}).
Elle a pour conséquence (via la formule des traces de Lefschetz) :

5.1.1.3. Lemme. — Sous C(X), le polynome caractéristique de toute correspondance
o € CHYX x X Jq agissant sur HY(X) est & coefficients dans Q. A fortiori (via
Cayley-Hamilton), si un automorphisme de H*(X) provient d’une correspondance al-
gébrigue, il en est de méme de son inverse.

5.1.1.4. Statut

— La conjecture C'(X) est vraie pour tout X, si & est un corps fini (ou algébrique
sur un corps fini) et si H* est une cohomologie classique(® ; cela résulte de maniére
non triviale de la conjecture de Weil, ¢f. [KM74]. On déduit de 14, par un argument
de spécialisation, que 5.1.1.% est vrai mcondztzonnellement pour un corps de base k
arbitraire, st H* est classique.

~ Par ailleurs, C (X'} est vraie si X est une variété abehenne pour tout k et tout H*
K168

5.1.2. Graduation par le poids des motifs homologiques ou numériques

Sous C(X), les 7% sont des éléments de Myom(k)q(h(X),h(X)). Tls définissent
meéme un systeme complet d’idempotents orthogonaux centraux dans cette Q-algebre.
On pose h*(X) := 7l h(X). ,

On dispose alors de la graduation par le poids de tout motif M = ef(X)(r) découpé
sur X (& coefficients dans un corps F' contenu dans le corps K des coefficients de H*) :

M =@ Gri(M), Gri(M):=eh” T (X)(r).

A fortiori, on obtient une graduation par le poids du motif numérique associé.

(3)et. méme pour toute cohomologie de Weil vérifiant le « théoréme de Lefschetz faible ».
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Soit V une sous-catégorie pleine de P(k) stable par somme et produit, et soit
Mhom (V) F la sous-®-catégorie rigide pleine de Myom(k)# formée des motifs découpés
sur les objets de V (4.1.6).

On suppose que C(X) vaut pour tout X € V, de sorte qu’on a une gfaduation par
le poids de tout objet de Mpom(V)r. Celle-ci est compatible & ®, & ® : Gry(M @ N) =
Y igjen Gri(M) ® Gr;(N), et & la dualité : Gry(MV) = (Gr_;(M))".

Les Gr; sont des endofoncteurs de Myom(V)r. On exprime Dexistence d'un sys-
téme d’endofoncteurs « orthogonaux » compatibles & ® et & la dualité en disant que
Muom(V)F est une ®-catégorie rigide graduéde. '

La restriction de H* & Mpom (V) r est un ®@-foncteur

Muom(V)r — VecGryg
qui respecte la graduation.

Noter que Mnom (k) p(Gr; (M), Gr;(N)) = 0 si 4 # j, puisque les 7% sont orthogo-
naux, et que 1(1) est de poids —2 : 1(1) = Gro(1(1)).

Cette graduation par le poids se décrit comme suit dans diverses réalisations clas-
siquest® :

- Sik C C, Hg((Gr;(M)) est le sous-espace de Hg(M) ou la bigraduation de
Hodge est de poids total 1,

— Si k est un corps fini & g éléments, He(Gr;(M)) (£1 ¢) est la somme des sous-
espaces propres de Frobenius Frps sur Hy(M) pour les valeurs propres de valeur ab-
solue archimédienne ¢*/? (par la conjecture de Weil prouvée par Deligne [D74a]).

5.1.3. La conjecture « des signes » (°), — 1l s’agit d’une variante affaiblie de
la conjecture standard de type Kiinneth, ou Pon ne considere que le progecteur de
Kinneth pair 7% =" 72,

5.1.3.1. Conjecture (C’“*(X )) — Le pmjecteur de Kunneth pair w3 est donné par une
correspondance algébrique.

Il en est alors de méme du projecteur de Kiinneth impair 7y = idgx) —

La conjecture des signes suffit & définir une « graduation par le poids modulo 2 »,
appelée décomposition en partie paire et partie impaire. En supposant seulement que
C*(X) vaut pour tout X € V, on obtient un ®-foncteur

Muyom(V)F — sVeck

qui respecte la Z/2-graduation(®).
Signalons aussi la conséquence suivante :

M voir 4.2.5 pour la notion de réalisation.
(5}terminologie proposée par Jannsen.
(&) rappelons que sVecyk désigne la ®@-catégorie rigide des K -super-espaces de dimension finie (2.2.2.1).
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5.1.3.2. Lemme (cf. [J92]). — Sous CH(X), le noyau de I’homomorphisme d’algébres
(pour la. composition) Zpom(X x X )P = Zoum (X x X)) est un nil-idéal.

Démonstration. — Soit f un élément de ce noyau. Pour tout n € N, on a donc
(f",7%) = (f*,7%) = 0. Par la formule de Lefschetz, cela donne trg+ x) f™

trg-(x) f™ = 0, donc toutes les puissances de f sont de trace nulle en cohomologle
ce qui implique que f est nilpotent et il est facile de conclure. 1

5.1.3.3. Corollaire. — Si C* (X)) vaut pour tout X €V, le foncteur plein Muom(V)p —
Muum (V) F est conservatif et essentiellement surjectif.

Rappelons qu’un foncteur est dit conservatif s'il refléte les isomorphismes, i.e. si un
morphisme dans la catégorie de départ est un isomorphisme dés que son image dans
la catégorie d’arrivée I’est. On prendra garde & ne pas confondre cette notion avec
celle, plus forte, d’injectivité de Papplication induite par le foncteur sur les classes
d’isomorphisme (ces notions coincident si le foncteur est plein).

Démonstration. — En effet, la réduction modulo un nil-idéal reflete les isomor-
phismes, et les idempotents modulo un nil-idéal se relévent. O
5.1.3.4. Exercice. — Montrer que la conclusion de 5.1.3.2 tombe en défaut pour les

motifs & coefficients dans un corps de caractéristique non nulle (prendre par exemple
F = F3 et considérer une courbe elliptique sans multiplication complexe).

5.2. Polarisations I (Lefschetz)

9.2.1. Théoremes de Lefschetz. — Soit D € CH'(X) la classe d’un diviseur
ample sur X. Son image n = v (D) dans H2(X)(1) est appelée polarisation. L opé-
rateur de Lefschetz I = Ly = Ly g est le cup-produit avec la 7. Le « théoréme de
Lefschetz fort » affirme que

CULHN(X) () — B2 X)) (d — +7)

est un isomorphisme pour tout entier naturel i < d et tout entier r, si H* est une
cohomologie classique. A

Si k est de caractéristique nulle, on se ramene au cas de la cohomologie de Betti
(k C C) par les théorémes de comparaison; la premiére preuve compléte dans ce cas
a ét¢ donnée par W. Hodge par des méthodes transcendantes ¢f. [GH78]. En toute
caractéristique, on se raméne par spécialisation au cas d’un corps de base fini, et de
la cohomologie étale [KIM74], le théoréme est prouvé dans ce cas par P. Deligne dans
[D80a](").

") compte tenu de la récente preuve algébrigue (par L. THusie [1102]) de la formule de Picard-Lefschetz,
la. démonstration de Deligne est désormais de nature purement algébrique.
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Citons pour mémoire, dans les mémes circonstances, le « théoréme de Lefschetz
faible » &) 1 si 1 :Y < X est 'inclusion d’une section hyperplane lisse de X attachée
a D (supposé ici trés ample),

o HY(X) — HY(Y)
est un isomorphisme pour tout ¢ < d — 2, et injectif pour ¢ = d — 1.

5.2.2. Interlude sur les slo-triplets. — Soit V un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie. Rappelons qu'un sly-triplet (z, h,y) est 'image dans Endg V du triplet

((6s) (6.%)- Go))

par une représentation quelconque de l'algébre de Lie sl dans V'; il revient au méme
de dire que (z, h,y) vérifie les relations [h,2] = 2z, [h,y] = —2y, [z,y] = —h. Les
éléments x et y sont alors nilpotents, et y est déterminé par (z, h) [Bou, VIII,11].
On note Pr? I'intersection du noyau de y et de l'espace propre de A pour la valeur
propre j (éléments y-primitifs de poids 7). On a alors la décomposition primitive
V=0 i’ Pri.
i,J

La filtration croissante

FFi= @ {v eV | ho) = o}

| Jz—i
ne dépend que de la composante x du slo-triplet, et s’appelle filtration canonique
associée & x [D74a, 1.6]. On a x(F) C FF ,, Gr{ s'identifie & ’espace propre de h
pour la valeur propre —i, et les puissances de x induisent des isomorphismes

xt: Gry =2 Grt,.

On définit "involution de Lefschetz 1, (o 5) € Autg V associée & (h, 2) comme étant x*
sur Grj si¢ = 0 et Pinverse de z7° si i < 0. En décomposant V en somme de copie‘de
puissances symétriques de la représentation standard (de dimension 2) de sl3, on voit
facilement que Q[x, *1,, (5 »y] Nest autre que la sous-Q-algébre Q[z, h,y] de Endg V
engendrée par l'image de sly g, et est un produit d’algébres de matrices & coefficients
rationnels (¢f. [A96a, 1.2]).

5.2.2.1, Lemme. — Soit 2 une sous-Q-algébre de Lie de Endg V contenant z. Les
condilions suivantes sont équivalentes :

i) A est stable sous ad(h) et la filiration canonique de U relative & ad(z) est la
restriction de lo fillration canonique de Endg V,

i) 2 est stable s0us *, (ad(a),ad(h))s

(®)cette terminologie est consacrée, bien gqu’ambigué : il n’est pas clair gue toute cohomologie de Weil
g q g

vérifiant le « théoréme de Lefschetz fort » vérifie aussi le « théoréme de Lefschetz faible » {& moins

qu’on ne sache que les dimensions des espaces de cohomologie soient les nombres de Betti usuels).
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iil) A est stable sous ad{sls),

iv) 2 contient image de sls.

St 2 est lalgebre de Lie associée o une sous-Q-algébre (associative unitaire) de
Endg V, ces conditions équivalent ¢ :

v) A contient *1, (5 p).

Démonstration

i) < ii) est immédiat.

ii) < iil) vient de ce que Qad(z), *L (ad(x),aa(n)y)) = Qlad(z), ad(h), ad(y)].

iii) < iv) : si A est stable sous sly, on a h = ad(y)}(z) € Y, y = (1/2) ad(y)(h) € 2.
La réciproque est immédiate.

iv) & v) (supposant que 2 est une sous-Q-algébre) : cela vient de ce que

Q{x:*L,(m,h)] = Q[x,h,y] ]

5.2.2.2. Remarques

1) La condition i) n'est pas équivalente 3 la condition analogue pour Ienveloppe
K-linéaire de ¥ dans Endx V : par exemple, si K possede un élément transcendant A,
la Q-algebre de Lie Qz & Qh P, , A (Qz ® Qh @ Qy) ne vérifie pas i).

2) Les représentations de dimension finie de sly s’intégrent automatiquement en
représentations de SLg. On appelle parfois élément de Weyl (9 Pimage wy € Autg V
de (E’ é) € SLy. On a Q[z, h,y| = Q[z, wy]. La formule wy gy = wy @ wys permet
d’en déduire que les conditions du lemme précédent sont stables par produit tensoriel.

5.2.3. Interprétation du théoréme de Lefschetz fort en termes de si-
triplets. — En choisissant un générateur arbitraire de K (1) (i.e. un isomorphisme
K(1) 2 K), on peut voir L comme un endomorphisme nilpotent de H(X). Via
[Bou, VIII, 11, lemme 6], le théoréme de Lefschetz fort se reformule « & la Jacobson-
Morozov » en disant qu’il existe une unique représentation de l'algébre de Lie slo

dans H(X) telle que 7
_ 2d
01 /10 . .
(O D) — L, (O _1> Hzo:(z_d)wx.

Autrement dit, il existe un (unique) élément de End H(X), traditionnellement noté
°A, tel que (L, Ye4(d — i), ©A) soit un sly-triplet (le point est que th, L] = 2L, ce
qui se vérifie immédiatement). La composante H*(X) est I’espace propre de h pour
la valeur propre d —i, et Pr_. est le sous-espace primitif noté usuellement P*(X), de
sorte que la décomposition primitive s’écrit

H(X)= @ L'P(X).

0gi,5<d

9 cet élément est noté (1) dans [Bou, VIIL1.5].
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Le lecteur qui répugnerait & choisir un isomorphisme K (1) ¢ K peut les considérer
tous & la fois, ce qui revient & associer & L une action nilpotente sur H(X') d’une algébre
de Lie £ de dimension 1. Pour tout V' € Veck, qu’on écrive V(r) pour Vi £7, comme
dans [D80a, 1.6.14]. On retrouve alors les « twists perdus » : I'action nilpotente en
question s’écrit H(X)(1) — H(X), et les isomorphismes de Lefschetz

Gr¥_.(r) = H*(X)(r) — HY¥= (X d—i+7)=Crf ,(d—i+7).

5.2.4. Conjecture standard de type Lefschetz. —— Dorénavant H* est une co-
homologie de Weil vérifiant les théorémes de Lefschetz (par exemple une cohomologie
classique). Une polarisation 1 de X € P(k) étant fixée, on définit 'involution de Lef-
schetz x;, = *1 x de @;, H*(X)(r) comme étant L% %514 < d et Vinverse de L% gi
i > d. '

5.2.4.1. Conjecture (B(X)). — L’involution de Lefschetz 1 x est donnée par une cor-
respondance algébrique (& coefficients rationnels).

(Autrement dit, les inverses des isomorphismes de Lefschetz sont donnés par des
correspondances algébriques — comparer avec 5.1.1.3).

La conjecture standard de type Lefschetz est « stable par produit » — relativement
a la polarisation produit n® [X']+[X]®7' — (appliquer la remarque 5.2.2.2 2) & ’an-
neau 2 des correspondances algébriques). Elle a pour conséquence une généralisation
de 5.1.1.3 oll « automorphisme » est remplacé par « isomorphisme » :

5.2.4.2. Lemme (sous B(X) + B(Y)). — Si un isomorphisme u : H*(X)— H***"(Y)(r)

est donné par une correspondance algébrique, il en est de méme de son inverse(10),
En particulier (prenant X =Y et uw = L%"), B(X) est indépendante du choiz de

la polarisation. :

Démonstration. — En effet, il suffit par 5.1.1.3 d’exhiber un isomorphisme
H(Y)(r) — H'(X),
et *1, x o 'u o xp, y fait Vaffaire. O
Le résultat suivant était mentionné, sans preuve, dans [Gro69a] :

5.2.4.3. Proposition. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) B(X),
2) pour tout m = 0 et tout r < md/2, ’homomorphisme injectif
Zrow(X™q — Ziom (X™)q

md-—2r
™m

induit par Ly est bijectif,

{(10)4] n’est pas clair, en revanche, que si B(X) vaut pour tout X € V, la réalisation H* : Mpom(V)r —
VecGr e soit un foncteur conservatif. Le probléme vient des idempotents.
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3) pour tout r < d, I’homomorphisme injectif
T 2d—
Zhom(XQ)Q - ZhomT(Xz)Q

induit par ng’;‘” 2" est bijectif.

Démonstration. — Compte tenu de ce que B(X ) = B{X™), 1} = 2) = 3) est clair.

Pour 3) = 1), on applique 5.2.2.1 avec V = H*(X), (=, h) comme en 5.2.3, A =
ZH*(X)q vue comme sous-Q- -algébre (et comme sous-alggbre de Lie) de Endg V
En fait, la graduation de V' (resp. End V') correspond & Vaction de h (resp. ad(h)), e

le fait que A = >~ A" soit graduée signifie qu’elle est stable sous ad(h) (A" est I’ espace
propre pour la valeur propre r). D’autre part ad(z) = ad(L) envoie 2" dans A2,

et la condition 3) se traduit par : %" induit un isomorphisme 24~" - AT, ce qui
montre que Gry = 2", L’hypothese ii) de 5.2.2.1 est donc satisfaite, et 'implication
ii) = v) nous donne que #;, € A, c’est-a-dire B(X). : O
5.2.4.4. Remarque. — La condition 3) implique que dim 27 (X?)x = dim Z2A-T (X2

(mais la réciproque n'est pas claire, ¢f. 5.2.2.2 1)). Elle implique aussi I'assertion
analogue avec Z,,m. L _

5.2.4.5. Statut. — La conjecture B est vraie en dimension < 2, et pour les variétés
abéliennes [K168], cas connus de Grothendieck (avant la rédaction de [Gro69a]). Il
n'y a eu quasiment aucun progrés sur cette conjecture depuis. Le cas des variétés
fibrées en variétés abéliennes sur une courbe projective lisse pose déja probleéme (et
aurait d’intéressantes conséquences, cf. ch. 10).

5.2.4.6. Exemple. — Si X est une variété abélienne de dimension d, A est 'opérateur
produit de Pontriagin avec D! / ((d—1)! deg(Dd)) (Lzeberman [Lie68]).

5.2.5. « Théorémes de Lefschetz fort et faible » au niveau des motifs

Soient X une k-variété projective lisse de dimension d, ¢ : Y — X l'inclusion d’une
section hyperplane lisse dans un plongement prOJectlf fixé, n la polarisation de X
associée.,

5.2.5.1. Proposition. — On suppose C(X). Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) B(X),

2) pour tout ¢ < d, L% induit un isomorphisme bgom(X) & p24-8 X (d — 4),

hom
3) pour tout i < d, L9~ induit un isomorphisme (X) & p22-H(X)(d - 1).

num num

Elles impliquent B(Y) ainsi que

4) blom(X) == bi__(Y) est un isomorphisme pour 1 < d — 1, et un monomor-
phisme scindé (i.e. inversible & gauche) pour i = d — 1,
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qui implique que
5) bium(X) > b

L um (Y) est un isomorphisme pour i < d — 1, el un monomor-

num
phisme pour i =d — 1.

Démonstration. — 1) < 2) = 3), de méme que 4) = 5), sont immédiats. Pour
3) = 2) sous C(X), utiliser 5.1.3.3.

Notons, comme il est d'usage, Ax = * x Lx *1,x. On a encore Q[Lx,Ax] =
Q[Lx,*r x]. Dée méme pour Y ; en outre Lx = t.t* et Ly = t*1.. On a la formule
Ay = *Axe,, K168, 1.4.7], d’ou Pimplication B(X) = B(Y). -

B(X)+B(Y) = 4) : compte tenu de 5.2.4.2, Lefschetz faible implique alors que
bl om(X) — B (Y) est un isomorphisme pour i < d — 1. Par allleurs, pour tout

Ld 3 :
¢ < d, I'isomorphisme hhom( ) = bfﬁ;

¢* est inversible & gauche. ' £

(X)(d—1) n’est autre que L*Lg, 1= donc

5.3. Polarisations IT (Hodge)

5.3.1. Le théoreme de I’indice de Hodge. — Soit {X, 1} une k-variété projective
lisse polarisée. La représentation de sl sur H(X) associée & L = L,, par le théoréme
de Lefschetz fort s’intégre en une représentation du groupe algébrique SL,.

On définit linvolution de Hodge gy = =y x en modifiant %7, par un facteur
(=1)i+h/2. ﬁﬁ sur chaque composante L*P?(X) de la décomposition primitive
[A96a, 1.1].

L’intérét de cette modification est que si k& C C, 'opérateur star de la théorie de
Hodge (cf. [GHT8], [W68], [Gre94, p. 11]) s’identifie au conjugué complexe de *f, &
un facteur (v/-—1)77P prés sur chaque composante H?¢ de la décomposition de Hodge.

L'une des formulations du théoréme de I'indice de Hodge est que si £ € C, .on
a (v, *xgv) > 0 pour tout v € H"" N H?"(X,R). Cela s’applique en particulier a:u'x
classes de cycles algébriques (3.4.5). |

5.3.11. Remarque. — A Daide des formules de [Bou, VIIL.1.5], on vérifie aisément
que Pélément de Weyl wg(x) (voir 5.2.2.2 2)) agit sur chaque composante L*P?(X)
comme *z multipliée par le signe (—1)70+1)/2,

-1l suit de 1a que Q[L, x| = Q[L, *]; en particulier; on peut formuler la conjecture
standard de type Lefschetz en remplacant x; par xg. Par ailleurs, on a la formule
‘A= * L *pr.

5.3.2. Conjecture standard de type Hodge. — (A ne pas confondre avec la
conjecture de Hodge, qui sera considérée au chapitre suivant).

5.3.2.1. Conjecture (I(X,n)). — Sur 2} .(X)q, la forme quadratique
a— (o, % x (@)

est o valeurs dans Q et définie positive.
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5.3.2.2. Remarques

1) Par la remarque précédente, cette forme s'éerit aussi o — (=)o, wrrxy (@)
sur Zi (X)q. Sous la conjecture standard de type Lefschetz, elle est & valeurs
dans Q, et non-dégénérée.

2) En se limitant aux cohomologies classiques, il n’est pas difficile de voir par
spécialisation que la conjecture standard de type Hodge est vraie sur touf corps k si

elle 'est sur tout corps fini.

5.3.2.3. Statut

— Pour k de caractéristique nulle et H* classique, la conjecture standard de type
Hodge découle du théoréme de ’indice de Hodge via les isomorphismes de comparai-
son. o
— En toute caractéristique, I(X, n) est vraie sur ZI'  (X)q, pourr =0,1,d—1,d.
Cela se ramene par Lefschetz faible au cas des surfaces. Pour les surfaces, [(X,n) est
un théoréme de Segre-Grothendieck [Gro58].

— Pour les variétés abéliennes sur les corps finis, il y a un résultat conditionnel dans
[Mi3].

5.4. Equivalences homologique et numérique, et relations entre les conjec-
tures standard ' '

5.4.1. Conjecture standard ~1,, — ~num

5.4.1.1. Conjecture (D(X)). — 2} _(X)q = 2*

(X )q ¢ Véquivalence homologique

coincide avec I'équivalence numérique.
C’est & bien des égards la conjecture standard principale.

5.4.1.2. Remarque. — Elle implique I'énoncé analogue & coefficients dans une Q-
algebre quelconque F, du fait que I’homomorphisme composé

Zhom(X)Q @ F — 2} (X)p —> Z5 o (X)p 2 25 (X)q®F

est bijectif.

En revanche, ~yom # ~pum si F est un corps fini Fy et si on prend pour cohomologie
de Weil la cohomologie étale & coefficients dans Fy (par exemple si A est une courbe
elliptique sans multiplication complexe sur C et si £ = 2, h1__(A) = 0).

5.4.1.3. Proposition. — Sous D(X?), lalgébre des correspondances sur X (modulo
équivalence homologz'que) est semi-simple ; de méme pour la sous-algébre des corres-
pondances de degré 0. Par ailleurs, la semi-simplicité de (Zﬁii (X x X)q, o) implique
B(X).

Démonstration. — Sous D(X?), I'algebre en question est aussi Valgebre des corres-
pondances modulo équivalence numérique sur X. Sa sous-algebre des correspondances
de degré 0 s’identifie & NM(k)q(h(X), 5(X)). D’aprés le théoreme de Jannsen 4.5.1.1,
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c’est donc une algebre semi-simple. On peut traiter de méme le cas des correspon-
dances de degré quelconque, en appliquant le théoréme 4.5.1.2 & la catégorie ayant
mémes objets que NM(k)q et dont les morphismes sont définis de méme par des
correspondances mais sans condition de degré.

Nous renvoyons & [Sm98] pour la seconde assertion, que nous n'utiliserons pas{!t).
[

5.4.1.4. Statut

— En toute caractéristique, D(X) est vraile en codimension » = 0,d (trivial) et
r =1 (3.4.6.1); en caractéristique nulle, elle ’est aussi en codimension r = 2,d — 1
[Lie68]. |

— D(X) est vraie pour les variétés abéliennes, du moins si k est de caractéristique
nulle {Lie68] ou bien si k est un corps fini et H* = la cohomologie étale £-adique pour
certains £ (dépendant de la variété abélienne), [Clo99]. |

Compte tenu de ce que les motifs numériques forment une catégorie abélienne
semi-simple, il est facile de voir que :
5.4.1.5. Lemme. — Si D(X) vaut pour tout X € V, la réalisation
H* 1 Myom(V)p — VecGryg
est un foncteur conservatif et exact.

5.4.2. Relations entre les conjectures standard. — On suppose que H* est
une cohomologie classique. Le résultat suivant était connu de Grothendieck.

5.4.2.1. Théoréme. — On a
D(X?*) = B(X)=> C(X) et B(X)+I(X)= D(X).
(Rappelons aussi que B(X) = B(X"™) pour tout n).

Démonstration

— La premiére implication suit de 5.4.1.3. La seconde résulte de v) = 4v) dans
5.2.2.1 appliqué comme en 5.2.4.3.

- B(X) entraine que linvolution de Hodge xy € Q[L,*;] est donnée par une
correspondance algébrique (5.3.1.1}. La non-dégénérescence de l'accouplement

(=) Zom(X)q X Ziom(X)a — Q

hom

équivaut donc a celle de
(“? *Hﬁ> : Z}Zom(X)Q X Zﬁom(X)Q —Q
qui découle de (X}, et donne D(X). O]

(1Wsignalons que [Sm98], citant incorrectement Jannsen, remplace & tort (X ?) par D(X) dans la
premiére assertion. : ‘
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5.4.2.2. Corollaire. — En caractéristique nulle (et pour une cohomologie de Weil H*
classique), les conjectures standard se raménent & la seule congecture de type Lefschetz.

En effet, I(X) est alors un théoreme.

Par 5.4.2.1 et 5.4.1.3, B(X) + D(X?) impliquent la semi-simplicité de 'algébre des
correspondances sur X ; cela découle aussi du résultat plus précis suivant :

5.4.2.3. Lemme (sous B(X) + I(X?)). — L’algébre des correspondances sur X a une
tnvolution positive ’.

L’involution positive (i.e. telle que tr(aa’) > 0 si a # 0) n’est autre que la trans-
position relativement & la forme bilinéaire {(—, g —) sur H*(X) (qui est alternée si
est impair, symétrique si 4 est pair). ' '

9.4.3. Quelques conséquences des conjectures standard. — L’application
« standard » des conjectures standard concerne la théorie de Galois motivique, et
sera développée au chapitre suivant. Voici péle-méle quelques autres applications.

— Commengons par Iapplication « historique », c’est-a-dire par Pargument de Serre-
Grothendieck pour en déduire la conjecture de Weil (prouvée ensuite et par une autre
voie par Deligne) : soit X € P(F,) de dimension d, muni d’une polarisation. Posons
o = (g Fry € 25 (X x X)q(,g)- Ses valeurs propres sur Hy(X) sont
des nombres algébriques (qu’on identifie & des nombres complexes), ¢f. 5.1.1.3. Par
ailleurs, ¢ commute & *g, et on a ¢’ = ' = 71, cf [KI68, 4.2]. Par le lemme
précédent, on voit que la composition par ¢ est une transformation unitaire sur la
Q(/9)-algebre engendrée par ¢. Ses valeurs propres sont donc de module 1, et on en
déduit qu'il en est de méme des valeurs propres sur Hy(X ).

— Les conjectures standard impliquent la « conjecture de monodromie-poids » de
Deligne : étant donné une fibration projective semi-stable en caractéristique mixte, la
suite spectrale des poids (qui dégénere en ) aboutit & la cohomologie £-adique de la
fibre géométrique générique qu’elle munit de la filtration canonique (cf. 5.2.2) attachée
att logarithme de la monodromie locale ; la conjecture est que cette filtration coincide
avec la filtration par le poids (définie en termes de valeurs propres de Frobenius), &
un décalage pres, ¢f. [mSai].

- La conjecture Nhom; ~num IMplique aussi la conjecture (due & Grothendieck)
de déformation des cycles algébriques par transport paralléle, que nous évoquerons
au chapitre 10.

Elle aurait aussi des applications aux variétés non nécessairement projectives.
Par exemple, elle fournirait la clé pour de nombreux problémes du type « indépen-
dance en £ » en cohomologie ¢-adique. Par ailleurs, elle impliquerait (sous la réso-
lution des singularités) que la suite exacte usuelle de localisation pour les groupes
de Chow vaudrait aussi pour les groupes de cycles modulo équivalence homologique,
¢f. [CHa00, 6.7].
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Tableau synoptique

conjecture standard de type Lefschetz = conjecture standard de type Kiinneth

conjecture standard de type Lefschetz N toutes les conjectures standard,
+ conjecture standard de typé Hodge notamment la Canecture ~hom ; ~pum

l

conservativité des réalisations
des motifs homologiques

si cark=0:
conjecture standard de type Lefschetz — toutes les conjectures standard.
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CHAPITRE 6

GROUPES DE GALOIS MOTIVIQUES

Nous appliquons la théorie tannakienne générale aux motifs, en présence des conjec-
tures standard, et présentons la notion de groupe de Galois motivique, selon la voie
esquissée dans 'infroduction (1.3), et quelques-unes des propriétés de ces groupes.

6.1. Conjecture des signes et modification de la contrainte de commutati-
vité

6.1.1. Soit V une sous-catégorie pleine de P(k) stable par somme disjointe et pro-
duit. Soit F' un corps de caractéristique nulle. Comme précédemment {4.1.6), on note
M..(V)r la sous-®@-catégorie rigide pleine de M. (k)r formée des motifs découpés sur
les objets de V.

Toute cohomologie de Weil H* & coefficients dans une extension K/F définit un
®@-foncteur fidele

H* : Mpom(V)r — sVeck

a valeurs dans les super-espaces vectoriels.

Si la conjecture (standard) des signes C (X'} vaut pour tout X € V, la ®-catégorie
rigide Mypom(V)F est Z/2-graduée et H* est compatible aux Z/2-graduations. La ®-
catégorie rigide Muum(V)r hérite alors de cette Z/ 2-graduation),

6.1.2. Il est parfois plus commode, notamment en vue d’appliquer la théorie tan-
nakienne, de disposer d’'un ®-foncteur a valeurs dans Vecg plutdt que dans sVeck .
On est ainsi amené, pour pouvoir considérer H* comme un tel foncteur, & modifier
la contrainte de commutativité naturelle®) de Myom(V)r suivant la régle de Koszul
mettre un signe (—)% devant I’isomorphisme naturel

Gr;(M) ® Gr;(N) = Gr;(N) ® Gri(M), i, € Z/2Z.

(M qui ne dépend pas de la cohomologie H*, cf. [AKO02a, app. BJ.
(2 celle, rappelons-le, qui provient de la simple interversion des deux facteurs X x ¥V 2V &~ X.



62 CHAPITRE 6. GROUPES DE GALOIS MOTIVIQUES

Pour ~ = ropom Ol ~pum, NOUS noterons M ~(V)r la ®-catégorie rigide qui se déduit
de M..(V)r aprés ce changement de contrainte de commutativité. On a donc un ®-
foncteur fidele

H* Mhom(V)F — VCCK.
6.1.2.1. Théoreme. — M awm V) F est tannakienne semi-simple.

Démonstration. — Le rang de tout objet de M nom(V)p est celui de son image
par H*, donc un entier naturel®. C’est aussi celui de son image dans Myum(V)p.
Comme M hom(V)p — M num( V) F est essentiellement surjectif, le rang de tout objet
de Moum(V)p est donc un entier naturel. Par ailleurs, Mpum(V)F est abélienne
semi-simple (4.5.1.1). On conclut par le critére de Deligne 2.3.1.1. O

6.1.2.2. Remarque. — Cette facon de forcer les motifs numériques a former une catégo-
rie tannakienne est assez artificielle(* {voir ci-dessous 6.2.3 pour une formulation qui
retient les aspects tannakiens sans forcer la contrainte naturelle de commutativité).

Un tel changement de contrainte de commutativité ne serait d’ailleurs pas possible
pour les motifs modulo une équivalence adéquate plus fine que I'équivalence homolo-
gique : s’il est raisonnable de supposer que les projecteurs de Kiinneth pairs se relévent
(¢f. 11.2.1.2, 12.1.2.1), on ne peut supposer que ces relevés soient centraux. -

En fait, 'obstruction & relever la contrainte modifiée (celle de M hom(V)F) &
Mot (V)r se manifeste déja si V contient une courbe X de genre > 2 (disons
sur C). En effet, il existe alors un O-cycle « de degré 0 sur X tel que o®? # 0 dans
CH*(X x X)p. Interprétons o comme morphisme hL (X) — 1. Si ¢ relevait dans
M2t (V)F la contrainte de commutativité de Mpom(V)r, on aurait o®? o vy = o®2
par fonctorialité, en posant v = c.h%m(X),h%ag(X.)‘ bi T X x X — X x X désigne
I'interversion des facteurs, on a aussi a®? o 7* = a®2, donc 7 — « ne serait pas
inversible sur hp,,(X)®%. Comme nous le verrons en 12.1.2.3, 12.1.3.4, il en serait de

rat

méme sur by, (X)®2 Or 7* —y = —2id sur Al _(X)®? : contradiction.

hom

Le théoreme 6.1.2.1 affirme 'existence de fonéteurs fibres. D’apres 2.3.4, on dispose
donc d’un groupe tannakien interne m{ M yum (V) 7). Mais pour définir de vrais groupes
de Galois motiviques, il manque encore I'interprétation des réalisations comme fonc-

teurs fibres explicites.

(3)En termes des nombres de Betti introduits en 4.2.5, le rang de M € Mpom (V) r est S(—1)ib; (M),
tandis que le rang de M vu comme objet de Myom(V)r est 3 b; (M).

M) pour cette raison, nous avons utilisé la notation avec un point de maniére exactement opposée a
celle qui avait cours, jusqu’au début des années 80 (ol on réservait le point pour les catégories de
motifs avec la contrainte de commutativité naturelle). Ce changement de contrainte peut toutefois
se justifier, quelque peu paradoxalement, dans la perspective des motifs mixtes, cf. 21.1.
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6.1.2.3. Remarque. — Dans ce qui préceéde, car F' = 0. Si on suppose au contraire
car F' > 0, alors Mpum(V)r n'est pas tannakienne en général; ceci est & rapprocher
de la remarque 5.4.1.2. Qu’en est-il de Mpom(V)r?

6.2. Réalisation de Betti et groupes de Galois motiviques

6.2.1. Supposons & présent que les objets de V vérifient D(X) (ce qui est plus fort
que CT(X)). On a alors un ®-foncteur fidéle et exact

H* . Mnum(V)p e Mhom(V)F — VeCK:

c’est-a-dire un foncteur fibre sur la ®-catégorie rigide abélienne M pum (V) p
Le groupe de Galois motivique attaché & V et H* est le K-schéma en groupes affine
] *
Aut® H W (V)r”
C’est I'image par H* du groupe tannakien interne (M pum(V)F).
Du fait que Myum(V)F est semi-simple, ¢’est un groupe pro-réductif (2.3.2).

6.2.2. Le cas le plus intéressant est sans doute celui ot k C C, F' = Q et H™ est
classique. Puisque V est stable par produit, dire que tout X € V vérifie D(X) revient &
dire que tout X € V vérifie la conjecture standard de type Lefschetz B(X), ¢f. 5.4.2.1.

En vertu des isomorphismes entre cohomologies classiques, la conjecture D(X)
(pour X € V) ne dépend pas de H*. Pour Hg, on obtient un foncteur fibre

H* : Mpyum(V)q — Vecq.

En particulier, M num(V)q est tannakienne neutre.

C’est le Q-groupe pro-réductif

Gmot(V) = Aut@(HE)]Mnum(V)Q
qu’on appelle généralement groupe de Galois motivigue attaché a V.

Si V est formée des sommes de puissances de X, il est aussi noté Gmoet(X). Plus
généralernent, pour tout M € M um{V)q, on définit Grot(M) comme le quotient de
Gmot (V) correspondant & la sous-catégorie tannakienne engendrée par M. Ce sont des
groupes réductifs (de type fini sur Q, cf. 2.3.2).

En utilisant Pordre partiel d’inclusion des objets de V, on obtient une description
de Gumot (V) comme limite inductive filirante (& fleches de transition fidelement plates)
de groupes réductifs

Gmot(V) s h;n Gmot(X)'
Xevy

La conjecture standard Nhom:?:’\’num permettrait de prendre ¥V = P(k) et de
construire le groupe de Galois motivique pur absolu Gmot,k = Guot(P(k)).
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6.2.3. D’apres la théorie tannakienne, la catégorie tannakienne M num (V) q est équi-
valente & RepqGmot (V). On peut se dispenser de tordre la contrainte de commutativité
pour traduire ce résultat. Le fait que la réalisation H* préserve la 7 /2-graduation se
traduit par un homomorphisme central

Hz — Gmot (V)

L’image de —1 est un élément central d’ordre 1 ou 2 dans Gmot (V), que nous noterons
—id. Avec la contrainte de commutativité naturelle des motifs numeériques, on a :

Mnum(V.)Q = RepQ(Gmot(V); - }d)

(rappelons  que Repg(Gumei(V), —id) désigne la ®-catégorie rigide  des super-
représentations de Guet (V) dont la parité est définie par 'action de —id, cf 2 2.2.1,
ex. 3).

6.2.4. En fait, la réalisation H* préserve la Z-graduation toute entitre, d’oll un
cocaractere central

w: Gy — Gror(V)

appelé cocaractére des poids. On a bien stir Gupet(1(1)) = G- Si Mpom(V)q contient
1(1), on a donc un épimorphisme dans autre sens

t: Guot(V) — G,

lié au précédent par la relation o w = —2 (dans EndG,,, = Z), puisque 1(1) est de
poids 2.

6.2.5. On peut bien entendu prendre pour V la catégorie des k-schémas étales finis
(i.e. les objets de P(k) de:dimension 0); Muum(V)q = Mnum(V)Q n’est alors autre
que la catégorie AM (k)q des motifs d’Artin, et le groupe de Galois motivique corres-
pondant n’est autre que Gal(k/k), vu comme schéma, en groupes constant profini. Plus
généralement, si V contient tous les k-schémas étales finis, on a done un épimorphisme

a: Gmct (V) — Gal(k/k).

6.2.5.1. Exercice. — Soit k' une extension finie ga10131enne de k. Montrer que
Aut®(H B)|(h(Speck')) €st Gal(k'/ k) vu comme schéma en groupes fini constant sur
Q. Montrer que si 'extension &’ /k est non abélienne, Aut (HDR)|th(Spec &)y est un
schéma en groupes étale fini non constant sur k et le décrire.

6.2.6. Le théoréme de l'indice de Hodge permet d’appliquer le lemme 5.4.2.3, qui
exprime que Mpow(V)q est polarisée. Nous ne rappelons pas la définition génédrale
de ce terme (voir [Saa72], et [Mi94] pour un résume), nous contentant d’en signaler
quelques conséquences :
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~ tout motif M € Myom(V)q purement de poids n est isomorphe & MY (—n). En
particulier, toute représentation (de dimension finie) de tout quotient semi-simple de
Gmot (V) est auto-duale cela restreint énormément les possibilités pour les facteurs
simples intervenant dans Get (V).

— Gmot(V) se déploie sur Q°™, le sous-corps maximal de Q tel que la conjugaison
complexe soit centrale dans Gal(Q®™/Q).

— I'action de Gal{(Q/Q) sur le diagramme de Dynkin de tout quotient semi-simple
G de Gmot (V) se factorise donc & travers Gal(Q®*/Q). La conjugaison complexe agit
par Uinvolution d’opposition, cf. [Se94, 8.6]. En outre, il existe une involution dans
G(R) dont le centralisateur est un sous-groupe compact maximal.

6.2.6.1. Remarque. — Si le corps de base k est de caractéristique > 0, il n’est plus vrai
en général que les catégories tannakiennes de motifs numériques soient neutres. En
effet (d’aprés Serre), si k O Fp2 (le cas ot k = Fy, est moins clair!) et si V contient une
courbe elliptique supersinguliere A sur k, alors D = End h'(A) est une Q-algébre de
quaternions non déployée & linfini et en p, qui ne peut donc agir non trivialement sur
le K-espace de dimension deux H!(A) que si K déploie D; cela exclut par exemple
K = Q,R, et Q,. Rappelons qu’on dispose tout de méme d’un schéma. en groupes
affine « interne », cf. 2.3.4.

6.3. Groupes de Galois motiviques et invariants

6.3.1. Rappelons d’abord quelques faits élémentaires sur les représentations de
groupes réductifs. Soit G un groupe algébrique linéaire sur un corps K de ca-
ractéristique nulle, et soit V' une représentation fidéle de G. Alors toute repré-
sentation (de dimension finie) est sous-quotient d'un espace de tenseurs mixtes
W =@ (VO™ @ V®™). Si G est réductif, on peut remplacer « sous-quotient » par
« facteur direct ». :
D’apres Chevalley, il existe un telrespace de tenseurs mixtes W et une droite L C W
tels que G soit exactement le stabilisateur de L dans W (en termes classiques, G est
« défini par ses semi-invariants ») [Wat79, 16.1]. Si G est réductif, il existe méme un
vecteur £ d’un espace de tenseurs W convenable tel que G soit exactement le fixateur
de £ dans W (G est « défini par ses invariants »)®) 1l en découle que si T est une
cétégorie tannakienne semi-simple engendrée par un objet M, et munie d’un foncteur
fibre w : T — Veck, Aut® w est le sous-groupe réductif (fermé) de GL(w(M)) qui
fixe les tenseurs mixtes de la forme w(f), avec f €T(1, M®" ® M®™), m,n € Z.

6.3.1.1. Exercice. — Montrer qu’on ne peut pas distinguer GL, et son sous-groupe
B,, des matrices triangulaires par leurs invariants tensoriels.

(5)relever LY en une droite I G-stable dans WV ct prendre pour £ un générateur de L @ L dans
WY W,
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6.3.2. On suppose encore k& C C. Pour tout X € P(k) pour lequel B(X) vaut,
la catégorie de motifs homologiques (h(X))® est alors semi-simple. I découle de
ce qui précede que le Q-groupe Gno(X) = Aut®(H B)ip(x)e est le sous-groupe
réductif de GL(Hp(X)) qui fixe les tenseurs mixtes de la forme w(f), avec f €
BXNEA, BX)E™ @ (H(X)Y)®™), m,n € Z.

Donnons un interprétation plus concréte de ces derniéres. Si 'on écarte le cas ol
la dimension d de X est 0 (Got(X) est alors un groupe de Galois usuel), (h(X))®
contient 1(1) (toute polarisation homogéne découpe un facteur 1(—1) de h2(X)); il est
alors plus commode de voir Gt (X) comme sous-groupe réductif de GL(H (X)) x G,y
(en identifiant le facteur G, & GL(Q(1))), ce qui permet de remplacer h(X)®™ @
(h(X)¥)®™ par H(X™*")(dn). Donc Gmet(X) s’identifie au sous-groupe réductif de
GL(H(X)) x Gy, qui fixe les classes des cycles algébriques sur les puissances de X.

En particulier, le centre de Gmei (X ) — ou plutdt le groupe des Q-points du centre
— est contenu dans le groupe des unités de End h(X).

Notons par ailleurs que sous la conjecture B(X), les projecteurs de Kiinneth sont
invariants par Gmet(X), de sorte que Gmot(X) C [[; GL{HY (X)) x G-

6.3.3. L’intérét des groupes de Galois motiviques tient

— d’une part a ce que la donnée d’un petit nombre de classes de cycles algébriques
suffit pour calculer ces groupes réductifs, et qu’une fois calculés, ils permettent en
principe — grace & la théorie classique des invariants — de décrire toutes les classes
de cycles algébriques sur toutes les puissances de X (voir plus loin 7.6),

— d’autre part & ce que de nombreuses questioné sur les correspondances algébriques
modulo équivalence homologique se traduisent en termes (et souvent, se résolvent au
moyen) de considérations sur les représentations de groupes réductifs — ou de leurs
algebres de Lie. '

Nous reportons les exemples non triviaux de groupes de Galois motiviques, faute
de disposer encore de techniques de calcul efficaces de ces groupes (voir 7.6).
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CHAPITRE 7

LES CONJECTURES DE PLENITUDE ET DE
SEMI-SIMPLICITE DES REALISA’I‘IONS ENRICHIES

Les diverses réalisations des motifs sont naturellement munies de diverses struc-
tures « linéaires » supplémentaires (bigraduation, efc.). Les foncteurs de réalisation
s’enrichissent ainsi en des foncteurs & valeurs dans des catégories tannakiennes tres
simples décrites en termes d’algebre linéaire. Nous allons étudier quatre de ces réa-
lisations enrichies, dont on conjecture la plénitude (i.e. la surjectivité au niveau des
morphismes}).

Ces conjectures trés profondes (dont celles de Hodge et de Tate), qui se présentent
techniquement comme des critéres hypothétiques d’existence de cycles algébriques,
proposent diverses « signatures » permettant de reconnaitre un motif homologique.

Le chapitre se termine par I’évocation de quelques techniques de calcul des groupes
de Galois motiviques.

7.1. Foncteurs de réalisation enrichis

7.1.1. Principe. — Nous nous intéressons & diverses structures supplémentaires
portées par les espaces de cohomologie classiques, par exemple 'action de Galois sur
les espaces de cohomologie étale.

De telles structures supplémentaires sont les objets d’une catégorie tannakienne
A sur un corps de caractéristique nulle K, munie de twists de Tate ® K(r)4 (voir
[Saa72] pour la formalisation de cette notion; en pratique, il s’agira des twists vus
en 3.4.4). En nous limitant au cas des variétés projectives lisses(M), la situation que
nous avons en vue est celle d'une cohomologie de Weil, vue comme ®-foncteur

H*: CHM(k)g — VecGry,
qui s’enrichit en (7.e. qui se factorise & travers) un ®-foncteur

HY : CHM (k) — A-GT,

(D]e cas général sera considéré en 22.1.
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ot A-Gr désigne la ®-catégorie rigide des objets Z-gradués de A {avec contrainte de
commutativité donnée par la régle des signes de Koszul, suivant le degré) — cette
graduation est bien entendue censée refléter le poids. On suppose que 1(1) s’envoie
sur ® K (1) 4 placé en degré —2. Un tel foncteur est appelé « réalisation enrichie » des
motifs de Chow. Il se factorise & travers Myom(k) k.

Sous la conjecture standard des signes 5.1.3.1, on peut oublier la graduation et
modifier la contrainte de commutativité naturelle de Myom(k)x comme en 6.1 pour
obtenir un ®-foncteur

Hy Mhom(k)K — A
(« réalisation enrichie » des motifs homologiques).

Dans certaines situations que nous allons détailler, on conjecture que H est un
foncteur plein, et que les objets dans I'image de H* sont semi-simples. En fait :

7.1.1.1. Proposition. — Supposons H plein. Sont équivalents :
i) les objets dans image de H sont semi-simples, :
ii) ~hom="num, €t le ®-foncteur

HA : Mhom(k)K = NM(k)K B .A
fait de NM (k) une sous-catégorie tannakienne de A (cf. 2.3.5).

Démonstration. — La plénitude de H% équivaut & la pleine fidélité de Mypom (k) x — A.
Sous 1), Mupom (k) x est alors semi-simple, donc ~y,om=rsnum d’aprés 4.5.1.1. A fortiori,
on a la conjecture des signes 5.1.3.1, et H% induit un ®-foncteur pleinement fidele
Ha: Muom(k)e = NM(K) g — A. Comme NM (k) est semi-simple, que tout objet
dans 'image soit semi-simple équivaut alors & ce que ce ®-foncteur pleinement fidele
fasse de NM (k)x une sous-catégorie tannakienne de A, i.e. que NM (k)x soit stable
par sous-quotients pris dans A. La réciproque est immédiate. O

En particulier, sous ces conditions, les groupes de Galois motiviques sont les mémes
que les groupes tannakiens correspondants calculés dans A. Au demeurant, la question
de montrer que les groupes tannakiens attachés aux réalisations de Tate f-adiques pour
divers £ proviennent de groupes définis sur Q est en partie & l'origine des idées de
Grothendieck sur les groupes de Galois motiviques(®.

(2)« ... essayer de saisir le « motif » commun, la quintessence commune, dont les nombreuses théories
cohomologiques connues alors étailent autant d’incarnations différentes, nous parlant chacune dans
son propre langage sur la nature du « motif » dont elle était 'une des manifestations directement
tangibles. Sans doute je réve encore, en me souvenant de la forte impression que m’avait faite telle
intuition de Serre, qui avait été amené & voir un groupe de Galois profini, un objet donc qui sem-
blait de nature essentiellement discréte (ou, du moins, se réduisant tautologiquement & de simples
systémes de groupes finis), comme donnant naissance & un immense systéme projectif de groupes
f-adiques analytiques, voire de groupes algébriques sur Qg (en passant & des enveloppes algébriques
convenables), qui avaient méme une tendance & &tre réductifs — avec du coup lintroduction de
tout Parsenal des intuitions et méthodes (& la Lie) des groupes analytiques et algébriques. Cette
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7.1.2. Réalisation de Hodge. — On suppose que le corps de base k est un sous-
corps de C. Soit X € P(k). La théorie de Hodge décompose canoniquement, pour
tout 7 = 0, Pespace de cohomologie de De Rham complexe H, (X(C)) de la variété
différentiable compacte X (C) en composantes de type (p,q), avec p = 0, ¢ = 0,
p+g=1.

Par le théoréme de comparaison de De Rham, et torsion a la Tate, cela fournit des
décompositions canoniques

Hp(X)(r)@qC= @ H»
p+g=i—2r

ou les p, ¢ ne sont plus astreints a étre positifs, et on a la relation de conjugaison H?9 =
H9P relativement & la structure réelle H5(X)(r) ®q R ; autrement dit, HS(X)(r)
porte une Q-structure de Hodge de poids ¢ — 2r.

Notons HSq la catégorie des Q-structures de Hodge (rappelons que les objets sont
les Q-espaces V' de dimension finie dont le complexifié est muni d’une bigraduation
vérifiant VP? = V4P, la graduation totale, appelée poids, étant définie sur Q). C’est
une catégorie tannakienne neutre sur Q.

7.1.2.1. Exercices

1) Soit V € HSq. La bigraduation de V¢ se décrit par un homomorphisme g :
G2, — GL(Vg). Montrer que le groupe tannakien associé & la sous-catégorie tanna-
kienne de HSq engendrée par V est le groupe de Mumford-Tate de V', i.e. le plus petit
sous-groupe fermé MT(V) C GL(V) tel que MT(V)(C) contienne 'image de p.

2) On dit que V, de poids n, est polarisable 8’il existe un morphisme ¢ : V®2 —
Q(—n) (polarisation) dans HSq tel que la forme

VE R, vew— )¢ e (u(i i) w))
soit symétrique définie positive. Montrer que toute structure polarisable V' est semi-
simple (ce qui revient & dire que MT'(V) est réductif).

3) Montrer que toute polarisation de X donne naissance & une polarisation de la

structure de Hodge V = HYL(X)(r).

Notons HSGrq la ®-catégorie rigide des objets Z-gradués de HSq (avec la
contrainte de commutativité induite par celle de VecGrqg). Le foncteur de réalisation
de Betti s’enrichit en un ®-foncteur '

Hiiodge : CHM (k)q — HS5Grq,

construction avait un sens pour tout nombre premier £, et je sentais (ou.je réve que j'ai senti) qu’it
y avait un mysteére & sonder, sur la relation de ces groupes algébriques pour des nombres premiers
différents ; qu’ils devalent tous provenir d'un méme systéme projectif de groupes algébriques sur le
seul sous-corps commun naturel & tous ces corps de base, savoir le corps Q... » [A. Grothendieck,
Récoltes et semailles p. 206].
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appelé réalisalion de Hodge des motifs de Chow. 11 se factorise & travers Myom(k)q-
Sous la conjecture des signes, on obtient, en modifiant la contrainte de commutativité
naturelle de Mpom(k)q comme en 6.1 et en oubliant la graduation, un ®-foncteur
fidele

HHodge : Mhom(k)Q - HSQ

appelé réalisation de H. odge des motifs homologiques. La réalisation de Hodge de tout
motif (pur) est polarisable, donc semi-simple.

7.1.3. Réalisation de Tate. — Ici, le corps de base k est arbitraire, et on en fixe
une cldture séparable k. Par fonctorialité de la cohomologie étale, He?’t (X%, Qe) est
ipso facto une représentation continue de Gal(k/k).

Notons Rep, Gal(k/k) la catégorie des Q-représentations continues (de dimension
finie) de Gal(k/k). C'est une catégorie tannakienne neutre sur Q. Le groupe tanna-
kien G¢(V') associé & la sous-catégorie tannakienne de Rep, Gal(k/k) engendrée par
un objet V' est l'adhérence de Zariski de 'image de Gal(k/k) dans GL(V).

Notons RepGr, Gal(k/k) la @-catégorie rigide des objets Z-gradués de Rep, Gal(k/k)
(avec la contrainte de commutativité induite par celle de VecGrgq,). Le foncteur de
réalisation Z-adique s’enrichit en un ®-foncteur

Hiore : CHM (k)q, — RepGr,Gal(k/k),

appelé réalisation de Tate des motifs de Chow. Il se factorise & travers Myom(k)q,
(si cark # 0, il convient de préciser qu’on travaille avec I’équivalence homologique
étale f-adique). Sous la conjecture des signes, on obtient, en modifiant la contrainte
de commutativité naturelle de Myom(k)q, comme en 6.1 et en oubliant la graduation,
un ®-foncteur fideéle '

Heuge : Myom(k)q, — Rep, Gal(k/k)

appelé réalisation de Tute des motifs homologiques.

7.1.4. Interlude sur les fonctions L. — Pour k un corps fini ou un corps de
nombres, on s’attend & ce que les repré_se'ntations galoisiennes ainsi obtenues soient
semi-simples (voir ci-dessous). Elles seraient alors déterminées par les polynémes ca-
ractéristiques des images des éléments de Gal(k/k). D’apres Cebotarev, il suffirait
d’ailleurs de considérer les images des Frobenius. D’olt I'idée de « coder » ces repré-
sentations par des fonctions L.

Commengons par le cas ol k est un corps fini F,. Soit M = eh(X)(r) un motif
sur k & coefficients dans Q, Frps son Frobenius. Pour £t ¢, la représentation galoisienne
Hy(M) est non ramifiée, et Frps agit comme le Frobenius géométrique Fr € Gal(k/k),
i.e. 'inverse du Frobenius arithmétique (le générateur topologique usuel). On pose

L(M> 5) = det(ider q—° I HE(M))wl,
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Cette fonction rationnelle en ¢~° est a coefficients dans Q indépendants du nombre
premier £ auxiliaire choisi : en effet, grace a la formule des traces de Lefschetz, on a

(et
10g L(M, 8) — Z M q_n(T"i's)'
n>0 "
Pour M = h(X), L(M, s) n’est autre que la fonction zéta ((X,s) = Z(X,q¢7°) de X
(voir [Se65, 1.6]).

Passons au cas ol k est un corps de nombres. Définissons pour commencer les
facteurs L locaux, attachés & chaque place finie v de k. On note g, le cardinal du
corps résiduel de v, I, le groupe d’inertie en une place T de k au-dessus de v, Fr, un
relevé du Frobenius géométrique en ¥ dans Gal(k/k).

Soit M un motif & coefficients dans Q découpé sur X € P(k). On pose

Ly(M,s) = det(id — Fr, -q;° | Ho(M)™)™ 1.

Cette expression ne dépend pas du choix de T et Fr,.

Si X a bonne réduction en v (ce qui arrive pour presque toute place v), on peut
définir un motif M, sur F,, réduction de M en v, et alors L, (M, s) = L(M,, s) (I, agit
trivialement) ; en particulier, c’est une fonction rationnelle en ¢7* et a coefficients
dans Q indépendants du nombre premier £ auxiliaire.

On conjecture qu’il en est de méme pour les places v de mauvaise réduction. S'il
en est ainsi, on peut alors former le produit

L(M: 5) = H Lv(Ma 3)7

qui est une série de Dirichlet a coefficients rationnels et qui converge pour
Res >14w/2 ot w est le plus grand poids de M. On conjecture qu’elle se
prolonge en une fonction méromorphe sur C tout entier.

7.1.4.1. Exemples

~ L(1, s) n’est autre que la fonction zéta de Dedekind (x(s).

—~ Si M est un motif d’Artin correspondant & un caractere rationnel y du groupe
de Galois d’une extension finie galoisienne &'/k, L{M, 5) n’est autre que la fonction L
non abélienne d’Artin L(k'/k,x,s) {voir [Se65, 2.2]). On peut d’ailleurs définir la
fonction I d’un motif & coefficients dans un corps de nombres F' (c’est une série de
Dirichlet & coefficients dans F' sous le méme proviso concernant les places de mauvaise
réduction), ce qui permet, dans le cas de AM (k)r lorsque F varie, de retrouver toutes
les fonctions L non abéliennes d’Artin (attachées & des caractéres quelconques, non
nécessairement, rationnels).

Tant sur un corps fini que sur un corps de nombres, on a les formules

L(M(r),s) = L(M,r+s), L(M®N,s)=L(M,s) - L(N,s)

(toute décomposition de motifs se reflete en une factorisation de fonctions L).
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7.1.5. Reéalisation d’Ogus. — On suppose ici que k est un corps de nombres.
Soient v une place non ramifiée de k ot X a bonne réduction et k, le complété
de k en v. Par le théoreme de comparaison avec la cohomologie cristalline (3.4.2),
Hpr(X) @y, k, est alors munie d’une action semi-linéairet® bijective du Frobenius
cristallin en w.

Notons Og(k) la catégorie Q-linéaire dont les objets sont formés d’un k-espace
vectoriel V' de dimension finie, dont le complété v-adique V ®j k, est muni, pour
presque tout v, d'un endomorphisme semi-linéaire bijectif F,. Les morphismes sont
les applications k-linéaires compatibles aux F, pour presque tout .

C’est une catégorie abélienne. Munie de la ®-structure induite par ®g, c’est méme
une catégorie tannakienne sur Q.

Notons OgGr(k) la ®-catégorie rigide des objets Z-gradués de Og(k) (avec la
contrainte de commutativité induite par celle de VecGry). Le foncteur de réalisation
de De Rham s’enrichit en un ®-foncteur

Hgys + CHM (k) — OgGr(k),

que nous appellerons réalisation d’Ogus des motifs de Chow. Il se factorise & travers
Mhyom (k)q. Sous la conjecture des signes, on obtient, en modifiant la contrainte de
commutativité naturelle de Myom(k)q comme en 6.1 et en oubliant la graduation, un
®-foncteur fidele

Hogus : Myom(k)q — Og(k)

que nous appellerons réalisation d’Ogus des motifs homologiques.

7.1.6. Réalisation de De Rham-Betti. — Soient k, k' deux sous-corps de C. No-
tons Veck g la catégorie k'-linéaire dont les objets sont formés des triplets (W, V, w),
ouV e Vecyr, W € Vecg, et w: W R, C — V ® C est un isomorphisme.

Nous nous intéressons au cas k' = Q. Vecy g/ est alors une catégorie tannakienne
neutre sur Q (un foncteur fibre est donné par (W, V,w) — V). |

L’isomorphisme de comparaison entre les foncteurs de réalisation de De Rham et
de Betti complexifiés (isomorphisme des périodes (3.4.2)) fournit un foncteur

Hpgp: CHM (k) — Vecr.q,

que nous appellerons réalisation De Rham-Betti ou réalisation des périodes des motifs
de Chow. Il se factorise & travers Mpom(k)q. Sous la conjecture des signes, on obtienf,
en modifiant la contrainte de commutativité naturelle de Mhiom{k)q comme en 6.1 et
en oubliant a graduation, un ®-foncteur fidele

HprE : Mpom(k)q — Vecr.q

Brelativement a Pautomorphisme de Frobenius canonique de k.

®on a Endpgyy 1 = Endm( gy 1= Q d’aprds le théoréme de Kronecker-Cebotarev : tout élément
de k£ dont I'image dans k,, est dans Q,,, pour presque tout v, est en fait dans Q. Par ailleurs, le dual
de (V, (F)) est (VV, (FF; 1Y),
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que nous appellerons réalisation De Rham-Belli ou réalisation des périodes des motifs
homologiques. : _

Nous consacrerons la troisiéme partie de cette ouvrage a 1’étude de cette réalisation
et de ses généralisations.

L’isomorphisme des périodes s’écrit
wx . HDR(X) ®k C — HB(X) ®Q C

Prenant des bases de Hpgr(X) et Hg(X) (sur ket Q respectivement), w s’exprime
par une matrice x € GLn(C), la matrice des périodes® de X. La donnée de
(Hpr(X), Hp(X),wx) est essentiellement équivalente a celle de la double classe
de Qx dans GLy(Q\GLN(C)/GLN(E).

7.1.6.1. Exemple. — Si X est une courbe de genre g, les périodes de X, i.e. les co-
efficients de Qx, sont des invariants classiques : ce sont essentiellement les périodes
des formes de premiére ou deuxiéme espéce de X. De 13 vient du reste le nom « pé-
riode » : pour w € F'HLp (X) et v € H1(X(C),Z), les nombres [ w (qui sont parmi
les coeflicients de Q2x ) apparaissent comme périodes — au sens usuel — des fonctions
abéliennes (de g variables complexes) attachées & X. Pour une courbe elliptique, « la»
matrice de périodes s’écrit '

1 0 0 0
0 f’hw f’Yl n 0
0 f’mw f’an 0
0 0 0 2ni

7.1.7. Les conjectures de plénitude et de semi-simplicité. _

« ... Dix choses soupconnées seulement, dont aucune {la conjecture de Hodge disons) n’en-
trainent conviction, mais qui mutuellement s’éclairent et se complétent et semblent concourir
& une méme harmonie encore mystérieuse, dcquiérent dans cette harmonie force de vision... »
[A. Grothendieck, Récoltes et semailles p.211]” ’
7.1.7.1, Conjecture. — Si k est algébm'qu_emeni fermé dans C,' la réalisation de Hodge
est un foncteur plein. ' o '

Rappelons que la réalisation de Hodge de tout motif pur est semi-simple.

7.1.7.2. Conjecture. — 51 k est de type fini sur son sous—comﬁs prémz’e_r, alors
i) la réalisation de Tate est un foncteur plein,
i1) la réalisation de Tale de tout motif pur est semi-simple.

7.1.7.3. Conjecture. — Si k est un corps de nombres, alors

i} la réalisation d’Ogus est un foncteur plewn,
ii) la réalisation d’Ogus de tout motif pur est semi-simple.

(®)prendre garde & ce que plusieurs auteurs appellent matrice des périodes l'inverse de Qx ; pour
eux, 27 est période de 1{1) et non de 1{—1).
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7.1.7.4. Conjecture. — Si k est un corps de nombres (ou Q), alors

i) la réalisation de De Rham-Betti est un foncteur plein,
ii) la réalisation de De Rham-Betti de tout motif pur est semi-simple.

Comme expliqué en préambule, chacune de ces conjectures (i)+ii)) équivaut & af-
firmer a la fois la conjecture standard ~pom = ~num €t que la catégorie des motifs
numériques est une sous-catégorie tannakienne de la catégorie des structures enri-
chies considérée (structures de Hodge, etc.)

Avant de détailler chacune de ces conjectures, citons d’emblée un résultat qui ré-
sume beaucoup(® de ce qu’on connait & leur sujet :

7.1.7.5. Théoreme. — Ces conjectures de plénitude et de semi-simplicité sont vmzes
pour la sous-catégorie formée des motifs du type h'. '

Par le truchement de 4.3.4 (1), c’est en fait un résultat sur les variétés abéliennes.
Par exemple, 7.1.7.1 pour les h! se raméne au fait bien connu suivant(”) : si A et B
sont deux variétés abéliennes, tout homomorphisme H*(B) — H'(A) qui respecte la
structure de Hodge admet un multiple de la forme f*, ofi f est un homomorphisme
A — B. Voir ci-dessous pour 7.1.7.2, 7.1.7.3, 7.1.7.4 (résultats dus & Tate, Zarhin,
Faltings, Bost, Wiistholz).

7.1.7.6. Exercice. — La partie i) de chacune de ces conjectures de plénitude implique
que tout motif ayant un groupe de Galois motivique fini est un motif d’Artin, et que
tout motif de rang un devient isomorphe & un 1(r) aprés extension finie de k.

7.2. La conjecture de Hodge

7.2.1. Enoncé. — Un élément de @, HZ(X)(r) qui est purement de type (0,0)
dans la décomposition de Hodge du complexifié est appelé cycle de Hodge sur X .

7.2.1.1. Remarque. — Pour un élément de la cohomologie (tordue & la Tate) & coeffi-
cients complexes, étre un cycle de Hodge est donc une double condition : rationalité,
et type (0,0). Par ailleurs, si H5(X)(r) possede un élément non nul de type (0,0),
alors 4 = 2r pour raison de poids.

La conjecture de Hodge s’énonce :

7.2.1.2. Conjecture. — Si k est algébriquement fermé dans C, tout cycle de Hodge est
algébrique (i.e. est la classe d’un cycle algébrique).

On se ramene d’ailleurs immédiatement au cas k& = C, puisque Zhom (X)q =
Zhom(XC7 Q): cf- 3.2.4.

(6)ou plutés : le peu?
(Mqui remonte essentiellement 4 Ricmann.
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7.2.1.3. Proposition

1) La conjecture de Hodge équivaut a 7.1.7.1. Elle implique les conjectures stan-
dard®. |
2) La conjecture de Hodge est universellement vraie en degré cohomologique < 2r
si et seulement si pour tout entier pair d < 2r, elle est vraie pour la partie primitive
P*(X) de la cohomologie de toute variété projective lisse, polarisée, de dimension d.

Démonstration

1) La premiére assertion est immédiate, par définition des morphismes de
Mhom(k)q. Pour la seconde, il suffit de montrer: la conjecture de type Lefschetz
5.4.2.2; or il est clair que I'involution de Lefschetz associée & une polarisation de X
est un cycle de Hodge sur X x X.

2)(® Soit £ € HE (Y') un cycle de Hodge. Pour montrer son aigebrlclte le théoreme
de Lefschetz fort (5.2.1) raméne immédiatement au cas 2r < dimY', et en fait au cas
oll & € PZ(Y). On procéde alors par récurrence sur d = dimY (n étant fixé), le cas
initial d = 2r étant acquis par hypothese.

Considérons alors un pinceau de Lefschetz X — P! balayant X (e : X — X est
un éclatement convenable de X ). Notons que pour tout € PHC), & € Hy (Xt) est
une classe algébrique. Supposons trouvée une classe algébrique 1 € HE ()ni: ) telle que
m = &. Il découle alors du théoréme de Lefschetz faible que e*(§) = n, d’on aussi
£ = e,(n), qui est algébrique comme souhaité.

Pour construire 7, on utilise une technique standard d’épaississement : on choisit
t € C transcendant sur un corps de définition k de X. £; est alors la classe d'un cycle
algébrique défini sur une extension finie de k(t) Par spécialisation de ¢, on en déduib
un cycle algébrique dont la classe 1 € H% (X ) convient. £l

7.2.1.4. Statut

— Tout élément de la sous-Q-algébre engendrée par les cycles de Hodge dans
HE(X)(L) est algébrique, d’aprés un théoreme de Lefschetz bien connu, cf. [GHTS,
1.2, p. 163]. Une abondante littérature est consacrée a dresser des listes de variétés X,
notamment parmi les variétés abéliennes, telles que tout cycle de Hodge sur X soit
de cette forme — donc algébrique — cf. [Lew91]; la méthode consiste & déterminer
le groupe de Mumford-Tate, ou du moins une liste de cas possibles pour ce groupe,
et de vérifier ensuite 5 I'aide de la théorie classique des invariants que dans chacun
de ces cas, les invariants sont engendrés par ceux dans H 2 (¢f. ci-dessous 7.6).

Il n’y a que quelques exemples sporadiques de variétés X ne vérifiant pas cette
condition et pour lesquelles la conjecture de Hodge soit connue.

_ Un résultat en direction de la conjecture de Hodge pour les variétés abéliennes
sera discuté plus loin (ch. 10).

(&) pour un corps k de caractéristique nulle arbitraire, et pour toute cohomologie classique.
{9 1'énoncé fait partie du folklore. Voir [Th, 2.1] pour un énoncé un peu plus précis.
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— On trouve dans [Th] une approche originale de la conjecture générale.

7.2.2. Implications sur les groupes de Galois motiviques. — FEn termes tan-
nakiens et suivant le principe indiqué en 7.1.1, on a la traduction suivante (k étant
encore suppos¢ algébriquement fermé) :

7.2.2.1. Lemme. — Les conditions suivantes sont €quivalentes :

i} toute puissance de X vérifie la conjecture de Hodge,
ii) X wérifie la conjecture standard de type Lefschetz (donc toutes les conjectures
standard), et Gmot(X) = MT(Hp(X)).

7.2.3. Par ces techniques « hodgiennes », on peut calculer par exemple ce qui de-
vrait étre — modulo la conjecture de Hodge — Vabélianisé du Q-groupe de Galois
motivique pur absolu Gt @ C'est le pro-tore de Serre Tgerre. Il est indépendant de
k =k C C. Ses caractéres sont les types CM sur Q°, i.e. les fonctions localement
constantes
f:Gal(Q™/Q) — Z

telles que f{o)+ f(coo) soit indépendant de ¢ (¢ désignant la conjugaison complexe).
On fait de ce groupe de caractéres un Gal(Q/Q)-module en posant 7f(c) = f(To o),
et ce Gal(Q/Q)-module détermine complétement Tserre [Se94, 7. _

Ce quotient de Gt n'est autre (toujours sous la conjecture de Hodge) que le
groupe de Galois motivique attaché a la sous-catégorie tannakiennes engendrée par
les variétés abéliennes & multiplication complexe.

7.3. La conjecture de Tate

7.3.1. Enoncé. — Un élément de &, H2" (X%, Qo) (r) qui est invariant sous Gal(k/k)
est appelé cycle de Tate f-adique sur X. :

7.3.1.1. Remarque. — Si H}, (X, Qe¢)(r) possede un élément non nul qui est un cycle
de Tate, alors ¢ = 27 pour raison de poids. ' '

La conjecture de Tate s’énonce :

7.3.1.2. Conjecture. — Si k est de type fini sur son sous-corps premier, toul cycle de
Tate est combinaison Qg-linéaire de cycles algébrigques.

7.3.1.3. Proposition

1) La conjecture de Tate équivaut ¢ 7.1.7.2 1). Elle implique la conjecture standard

de type LefschetX'?) (donc toutes les conjectures standard, si k est de caractéristique
nulle). |

(19 pour un corps k arbitraire, et pour les cohomologies étales.
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2) La conjecture de Tate est vraie en tout degré cohomologique < 2r, et en carac-
téristique p fizée (= 0), si et seulement si, pour tout entier pair d < 2r, elle est vraie
pour la partie primitive P2(X) de la cohomologie de toute variété projective lisse,
polarisée, de dimension d en caractéristique p.

Démonstration

1) La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, il est clair que I'involution
de Lefschetz associée A une polarisation de X est un cycle de Tate sur X x X, donc
est combinaison Qg-linéaire de correspondances algébriques. En perturbant un peu ses
coefficients, on trouve des correspondances algébriques §; telles que §; o Lff(_’; soit un
automorphisme de HZ (X3, Q). Par 5.1.1.3 et le commentaire qui le suit, son inverse
(Bi o L;’J‘(_i)_l- est algébrique, et en multipliant & droite par [;, on trouve un inverse
algébrique pour L*)i{_i, ce qui implique la conjecture standard de type Lefschetz.

2) Comme en 7.2.1.3 (on ne fixe pas k mais seulement la caractéristique, car des
extensions de type fini interviennent dans la preuve). O

7.3.1.4. Statut

— On en sait moins que sur la conjecture de Hodge : méme I'analogue du théoréme
de Lefschetz en degré cohomologique 2 n’est pas connu. Dans le cas particulier des
variétés abéliennes sur k, cet analogue se traduit en un énoncé sur les homomorphismes
entre H' compatibles 3 Galois, et c’est un théoréme de Tate-Zarhin en caractéristique
non nulle, et de Faltings en caractéristique nulle; il équivaut & la validité de 7.1.7.2 i)
pour les §!. Ces auteurs ont aussi établi la semi-simplicité des représentations £-
adiques attachées aux variétés abéliennes sur k, d’ott la validité de 7.1.7.2 ii) dans ce
cas.

— Pour les motifs des variétés abéliennes sur un corps fini (pas seulement h'),
il y a un résultat conditionnel de Milne [Mi2], ainsi que le théoréme de M. Spiefl
[Sp99] pour les produits de courbes elliptiques, et quelques autres cas particuliers.
Des travaux de Serre et d’autres réglent le cas de certaines variétés abéliennes sur les
corps de nombres. Voir aussi [Pi98] pour un arsenal de techniques en direction de la
conjecture de Tate.

7.3.1.5. Remargue. — Supposons que k soit un corps de nombres. Les représentations
¢-adiques continues V de Gal(k/k) qui sont dans I'image essentielle de la réalisation
de Tate vérifient les propriétés suivantes :

i) V est non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places finies de K (les places
de mauvaise réduction);

ii) V est potentiellement semi-stable en toute place A | £: il existe un sous-groupe
ouvert H du groupe de Galois absolu du complété de ken A tel que (V ® Bpst)HA
soit de Q,-dimension égale & la Qg-dimension de V' (cela découle de l'existence et des
propriétés de Iisomorphisme des périodes p-adiques 3.4.2) ;

iii) (conjecturalement) V est semi-simple.
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Une conjecture de Fontaine-Mazur [FoM95] prédit que ces conditions caractérisent
I'image essentielle de la réalisation de Tate.

7.3.2. Implications sur les groupes de Galois motiviques (cark = 0)

Supposons k plongé dans C; on dispose alors de I'isomorphisme Hp (X) ®q Q¢ =
et(X L QE )

En termes tannakiens, on a la traduction Sulvante de la conjecture de Tate :

7.3.2.1. Proposition. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) toute puissance de X wérifie la conjecture de Tate, et la représentation de
Gal(k/k) dans He (Xz, Qo) est semi-simple,

ii) X wvérifie les conjectures standard, et Gumot(X)q, est l'adhérence de Zariski de
image de Gal(k/k), : <

iii) X wvérifie les conjectures standard, et limage de Gal(k/k) est ouverte dans
Gmot (X)(Qy) et rencontre chacune de ses composantes conneres.

L’équivalence de ii) et iii) suit du principe indiqué en 7.1.1. Pour I'équivalence de
ii) et iii), voir [Se94].

7.3.2.2. Remarques

1) Ces conditions se reformulent encore en termes de finitude de classes d’isomor-
phie de « motifs & coefficients entiers » dans une « classe d’isogénie », voir [Se94, 10},
[A96a, 8.2]. |

2) L’homomorphisme @ : Gmot, . — Gal(k/k) vu plus haut fournissait déja un lien
entre groupes de Galois motiviques et groupes de Galois ordinaires. La proposition
ci-dessus esquisse un autre lien, beaucoup plus profond. En fait, les homomorphismes
Gal(k/k) — Guot{X)(Qe) mis ensemble fournissent (indépendamment de la conjec-
ture de Tate) une section continue £-adique non algébrique Gal(k/k) — Gmotk(Qe)
de a.

7.3.3. Le cas des corps finis. ~— Supposons maintenant que k soit un corps fini
an qg=7p™"
7.3.3.1. Proposition ([Ta%94]). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) X vérifie la conjecture de Tuate, et la représentation de Gal(k/k) dans
He( Xz, Qe) est semi-simple(?) |

i) pour tout j, Uordre du péle de la fonction ((X,s) = Z(X,q %) en s = j est
dim 27, (X)q,

L . : ?
et impliquent que X wvérifie la conjecture ~nom = ~num- -

”
(11) semi-simplicité de Frobenius, qui résulterait aussi de la conjecture standard ~yom =~npum €N
vertu de 5.4.1.3.
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Ce résultat montre que la conjecture de Tate f-adique {jointe a la semi-simplicité
de Frobenius) est indépendante de £, et implique 'analogue p-adique suivant [Mi94,
1.17] -

iii) tout élément de HZ,
son Qp-linéaire de cycles algébriques.

(X)(r) invariant sous le Frobenius cristallin est combinai-

Si cet énoncé vaut pour tout X € P(k), il se traduit en un nouvel énoncé de pleine
fidélité (en notant K, le corps des fractions de 'annean de Witt de F, et F-Crisg,
la catégorie tannakienne sur Q, des F-isocristaux sur Ky, cf. [Ch98]) :

7.3.3.2. Conjecture. — Le ®-foncteur M vom(K)q, — F-Crisk, induit par la réalisa-
tion cristalline est pleinement fidéle.

Rappelons que nous avons noté M. (VAb(k))q la « sous-®-catégorie rigide » de
M..(k)q engendrée par les motifs d’Artin et les variétés abéliennes (4.3.3). Les théo-
rémes de Honda-Tate sur les variétés abéliennes et de Deligne sur la conjecture de
Weil entrament

7.3.3.3. Proposition. — Sous la conjecture de Tate, Mhom(VAb(k))Q = Mupom(k)q =
NM (k)q

11 suit que Frobenius agit de fagon semi-simple en cohomologie, et que le groupe
tannakien interne m(NM (k)q) est un pro-tore sur @Q, le pro-tore de Weil Tieil. Son
groupe des caractéres est le groupe multiplicatif des p-nombres de Weil modulo la
torsion, muni de action évidente de Gal(Q/Q) [SaaT72], [Mi94].

Enfin, on a les reformulations suivantes de la conjecture de Tate en termes de motifs
numériques :

7.3.3.4. Proposition ([Ge98]). — Les énoncés suivants sont équivalents :
i) la conjecture de Tate est vraie pour tout X € P(k),
ii) pour tout motif irréductible M € NM(k)q, M =1 & I'ry =1,
iii) pour tout motif M € NM(k)q, Q[Fra] est le centre de NM(k)q(M, M).

Notons que le Frobenius Frp; d’un motif irréductible s’identifie & un élément de
Q™ (un nombre de Weil) modulo I'action de Gal(Q/Q).

7.4. La conjecture d’Ogus

7.4.1. Enoncé. — On suppose maintenant que k est un corps de nombres. Nous
appelons cycle d’Ogus 12 sur X tout élément de @, HAR (X)(r) qui est invariant sous
le Frobenius cristallin pour presque toute place finie v de k non ramifiée sur Q.

(12)1a terminologie « cycle de Tate absolu » proposée par Ogus nous semble préter & confusion avec
les cycles de Tate £-adiques.
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7.4.1.1. Remarques

1) Tout cycle d’Ogus est dans le cran F° de la filtration de Hodge; cela se voit
par réduction modulo une infinité de places v, en appliquant le théoréme de Mazur-
Ogus caractérisant la filtration de Hodge modulo v par les propriétés de divisibilité
du Frobenius cristallin [082, 4.15]. Par ailleurs, si- Hi, (X)(r) posséde un élément
non nul qui est un cycle d’Ogus, alors 7 = 2r pour raison de poids (via [KM74]).

2) De ce que Endogry) 1 = Q, on déduit que le polynéme caractéristique de toute
« correspondance d’Ogus » agissant sur Hjyg (X) est & coefficients rationnels.

La conjecture d’Ogus [O82, Introd. et §4] s’énonce(?) :
7.4.1.2. Conjecture. — Tout cycle d’Ogus est algébrigue.

7.4.1.3. Lemme. — La conjecture d’Ogus équivaut & 7.1.7.8 i). Elle implique les conjec-
14)

tures standard’

La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, il suffit de traiter de la
conjecture de type Lefschetz. Or, on remarque que l'involution de Lefschetz associée
& une polarisation de X est un cycle d’Ogus sur X x X.

7.4.1.4. Statut. — Le seul résultat dans cette direction semble &tre 7.1.7.3 (plénitude et
semi-simplicité de la réalisation d’Ogus pour les h'). Nous expliquons ci-dessous com-
ment, ainsi que nous 'a suggéré J.-B. Bost, cet énoncé inédit découle de ses résultats
sur les groupes commutatifs connexes sur les corps de nombres.

7.4.2. Réalisation de Bost-Ogus des motifs effectifs. — Soit 0g°(k) la sous-
catégorie pleine de Og(k) formée des (V, (F,)) tels que les F, respectent un O4-résean
de V pour presque tout v. (Vest une ®-catégorie abélienne non rigide.

Soit d’autre part BOg(k) la catégorie dont les objets sont formés d’un k-espace
vectoriel V' de dimension finie, dont la réduction modulo modulo idéal maximal P
de O, est munie, pour presque tout v, d’un endomorphisme py-linéaire I, (cette
catégorie est considérée par J.-B. Bost dans [Bos01](%)). C’est une ®-catégorie abé-
lienne non rigide, avec End1 = Q, et on a un ®-foncteur 09 (k) — BOg(k) (non
plein, mais fidéle, exact, conservatif) obtenu en réduisant F, mod. p, pour presque
tout v.

La réalisation d’Ogus induit un foncteur

CHM ™ (k)q — Og°" (k)

(13) cette conjectur(? peut étre étendue & un corps k£ de caractéristique nulle arbitraire, mais la for-
mulation est moins agréable, cf. loc. cit.

(4 pour les cohomologies classiques lorsque la base est un corps de nombres.

(15) avec la notation Frobge(k).
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d’ol1, en composant avec le foncteur précédent, un foncteur (réalisation de Bost-Ogus)

HBOg : OHMeﬁ(k)Q — BOg(k)

7.4.3. Le cas des h'. — Dans le cas des h! des variétés abéliennes, ce foncteur
apparait dans [Bos01] sous une autre forme : considérons la catégorie GCC(k)q
(resp. VAb(k)q) des groupes algébriques commutatifs connexes (resp. variétés abé-
liennes) sur k& & isogénie prés. Notons Lie : GCC(k)q — BOg(k) le foncteur qui
associe & (G son algébre de Lie munie des opérateurs de puissances p,-iémes sur les
réductions modulo p, pour presque tout v. On a alors un diagramme commutatif
(& isomorphisme naturel pres)

1
VAb(k)gq » 0, CHM®® (k)q

j jHBOg
Lie

GCClk)q —=— BOg(k)

ott le foncteur vertical gauche est A E (121\) (I'extension vectorielle universelle de la
duale de A).

Pour le voir, on utilise lidentification canonique de Lie E(A) & Hbp(A)
(c¢f. [MMT4]). Notons A, la réduction de A modulo p, pour p, assez grand.
Alors le complété v-adique de HDR(A) s'identifie & H!, (A,)[1/p.]. Le point est que
sa réduction modulo p,, est Lie E‘(A ) = Hjr(Ay) et s’identifie & 1'espace des éléments
primitifs de 1'algébre de Hopf O(A,), de sorte que 'opérateur puissance p,-iéme sur
Lie E(;i\v) est celle induite par le Frobenius absolu de A mod p,, c¢f [Mum70,

p. 138], c’est-a-dire aussi la réduction modulo v du Frobenius cristallin sur Hl(A,).

D’aprés Bost [Bos01, 2.3, 2.6}, le foncteur Lie est pleinement fidele, et tout sous-
objet de Lie(G) est de la forme Lie(H) pour un sous-objet H de G i

Compte tenu de ce qui précéde, et de 4.3.4.1, on en déduit que la réalisation de Bost-
Ogus — et a fortiori la reahsamon d’Ogus — de la sous-catégorie pleine (abélienne
semi-simple)) de M., (k)q formée des h1(X), X € P(k), est pleinement fidele, et que
tout objet de 'image essentielle est semi-simple. Ce qui prouve 7.1.7.3. O

7.4.3.1. Exercice. — Soit A une courbe elliptique sur Q sans multiplication complexe
(sur Q). Montrer que le groupe tannakien Gog(A) attaché a Hpy(A) € Og(Q) est
égal & GLo q (par ce qui précede, ¢’est un sous-groupe réductif de GLs q ; il suflit de
montrer qu'il contient le groupe Ba q des matrices triangulaires. Observer que la réali-
sation d’Ogus de tout motif sur QQ définit, pour p > 0, un objet de Rep, Gal(Q Q,/Qp)
via I'isomorphisme des périodes p-adiques (c¢f. 3.4.2). Or pour p un premier de reduc~
tion ordinaire, un résultat de Serre [Se68, A.2.4] montre que le groupe tannakien de
Pimage de h'(A) dans Rep, Gal(Q,/Qp) contient By q,)-
En déduire la plénitude de la réalisation d’Ogus sur (h(A))®.
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7.5. La conjecture des périodes de Grothendieck

7.5.1. Cycles de De Rham-Betti. — On suppose de nouveau que k est un corps
de nombres, ou bien Q C C. Nous appelons cycle de De Rham-Betti sur X tout
élément de @, H¥ (X)(r) qui correspond & un élément de &, HEL (X )(r) par I'isomor-
phisme des périodes

Wy . HDR(X) ®r C — HB(X) KQ C.
Parallélement aux conjectures de Hodge, de Tate, et d’Ogus, on a :
7.53.1.1. Conjecture. — Tout cycle de De Rham-Betli est algébrique.

Comme ci-dessus :

7.5.1.2. Lemme. — Cette conjecture équivaut ¢ 7.1.7. 4 1). Flle implique les conjectures
standard*6),

La conjecture 7.1.7.4 i) est donc une conjecture d’« irrationalité » portant sur les
périodes-de X ; I'appliquant aux puissances de X (wia Kiinneth), on voit qu'il s’agit
en fait d’une conjecture de « transcendance », qu’on va dériver d’une conjecture de
transcendance plus forte.

7.5.1.3. Exemple. — La pleine fidélité de la réalisation de Dé Rham-Betti restreinte &
la catégorie tannakienne engendrée par le motif de Tate équivaut a la transcendance
de 7 (la période de 1(—1) étant 2mi dans les bases canoniques).

7.5.2. Enoncé. — Tout cycle algébrique sur X™ fournit des relations polynomiales
homogenes de degré n entre les coeflicients de « la » matrice des périodes 2x (matrice
carrée d’ordre N disons). L.’énoncé de la conjecture des périodes de Grothendieck, tel
qu’il figure dans [L66] (essentiellernent), est le suivant :

7.5.2.1. Conjecture. — L’idéal définissant la plus petite sous-k-variété fermée de la k-
variété affine GLy i contenant le point complexe Qx est engendre par les relations
provenant des cycles algébriques sur les puissances de X.

Cette conjecture est indépendante du choix des bases.

Pour la formuler sous forme plus intrinséque, supposons que X vérifie la conjecture
standard de type Lefschetz (de sorte que toute puissance de X vérifie les conjectures
standard), ce qui permet de parler de groupe de Galois motivique Gmot (X) (relatif &
la réalisation de Betti). '

Le torseur des périodes P(X) est le Gor (X )g-torseur défini comme schéma d’iso-
morphismes Iso® (Hpgr, Hp & k), ces foncteurs fibres étant restreints & la catégorie

(16)jorsque la base est un corps de nombres, et pour les cohomologies classiques.
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tannakienne ((X)® de Muom(k)q = NM(k)q engendrée par h(X). Clest un k-
schéma affine, sur lequel Gmot (X )x agit & gauche. L'isomorphisme wx s’identifie & un
point complexe de P(X) :

wx : Spec C — P(X).

On note k(Qx) lextension de k dans C engendrée par les coefficients de Qx (elle ne
dépend pas du choix des bases; c’est le corps de rationalité du « point » wx).

7.5.2.2. Proposition. — Supposons que X wvérifie la conjecture standard de type Lef-
schetz. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

) 7.5.2.1x,

ii) Uimage de wx dans le torseur des périodes P(X ) est le point générique.

iii) degtranscq k(Qx) = dim Gmot(X), et P(X) est conneze.

Elles impliquent la pleine fidélité de la réalisation de De Rham-Belli sur (h(X))®,
et la semi-simplicité de tout objet de l'image essentielle.

Démonstration

i) <> ii) : la plus petite sous-k-variété fermée de la k-variété affine GLy ; contenant
Qx n’est autre (via le choix de bases) que la plus petite sous-k-variété fermée de B(X)
contenant wy.

ii) < iii) : ii) implique évidemment que PB(X) est connexe, et sous cette hypothese
se ramene & D'égalité des dimensions de B(X) et de la k-adhérence de Zariski Wx"
de wx dans B(X). Or dimP(X) = dim Gmet(X) puisque P(X) est un torseur sous
Guot (X )k, et dim%x"* = degtranscq k(2x ).

Soit ¢ € Hpr(X) tel que ¢ := wx (§) € Hp(X). Pour toute spécialisation w de wx
au-dessus de k, on a ¢ = w(¢). En d’autre termes, on a wf € Hp(X) pour tout point
complexe w de Tx". Supposons que wTx® = PB(X), on en déduit que ¢ est stable
s0US Gimot (X), donc est algébrique. D’ott la plénitude de la réalisation (fidele) de De
Rham-Betti sur (h(X))®.

Enfin, la semi-simplicité des réalisations de De Rham—Bétti des motifs (disons ho-
mologiques, ou numérigues, ce qui est la méme chose sous la. conjecture standard)
dans (5(X))® vient de la semi-simplicité de (§(X))® et du fait que la groupe tanna-
kien Gprp(X) associé Hpre(h(X)) € Veck,q, a prior: contenu dans Gt (X), est en
fait égal & Gmot(X) sous iii) : en effet, le schéma d’automorphismes des deux fonc-
teurs fibres évidents & valeurs dans k sur (Hprs(h(X)))® (induits par les premiére
composante, et la deuxiéme composante & k respectivement) est un torseur sous
Gpra(X)k. 11 est contenu dans P(X) et contient le point complexe correspondant a
wx. Ce torseur est donc égal & PB(X) sous iii), d’ott Gpr(X) = Gmot(X)- O

7.5.2.3. Statut

— Le seul cas, au deld de I'exemple 7.5.1.3, ot 7.5.2.1x soit connu, est celui des
courbes elliptiques & multiplication complexe (Chudnovsky [Chu7 8]).
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— Le cas des relations linéaires & coefficients dans k entre périodes associées au H'
est réglé par (un cas particulier du) théoréme de Wiistholz sur les groupes commutatifs
connexes sur les corps de nombres [Wu84]. Nous expliquons ci-dessous comment en
découle 7.1.7.4 (plénitude et semi-simplicité de la réalisation de De Rham-Betti pour
les ht).

— Une approche par déformation, basée sur la théorie des G-fonctions (voir [A95]),
donne des résultats partiels pour des relations de degré arbitrairement grand. Dans
le cas des courbes elliptiques, cette approche redonne le théoréme de Chudnovsky
[A96¢].

En revanche, le cas d’une courbe elliptique sans multiplication complexe est ou-
vert : la conjecture prédit dans ce cas que les quatre périodes (de premiere et seconde
especes) sont algébriquement indépendantes sur Q.

7.5.3. Le cas des h'. — Dans le cas des b* des variétés abéliennes, la réalisation
de De Rham-Betti apparait dans [Wu84] sous une autre forme (disons pour & = Q,
qui « contient » le cas des corps de nombres). Etant donné k, k" deux sous-corps de
C, notons Vec;€ k' la catégorie formée des triplets (W, V,w) ou W € Vecy, V € Vecy,

et w: W@, C— V@ C est un homomorphisme non nécessairement bijectif.

Notons w: GOC(Q)F — T/EEQ,Q, resp. @: GCC(Q)y — ’VEEQ*’Q,
le foncteur qui associe & G € GCC(Q)q le triplet

((Kerexpg) ®z Q, LieG, g : Kerexpg ®zC — Lie G Q4 C),
resp. ((Lie )Y, Hom(Kerexpg, Q), ‘).

On a alors un diagramme commutatif (& isomorphisme naturel prés) bien connu

1
VAN Q)Y J’—e CHM*¥(Q)q

| o

GCOQ)F —— Vecg q
ot le foncteur vertical gauche est A — E(A) (I'extension vectorielle universelle de A).

D’aprés Wiistholz [Wu84], le foncteur w est pleinement fidele, et tout sous-objet
de w(Lie(G)) est de la forme w(Lie(H)) pour un sous- -objet I de . Il en est donc de
méme en remplacant w par @.

Compte tenu de ce qui précede, et de 4.3.4. 1, on en déduit que la réalisation de De
Rham-Betti de la sous-catégorie pleine (abehenne semi-simple) de M.(Q)q formée
des h'(X), X € P(Q) est pleinement fidele, et que tout objet de I'image essentielle
est semi-simple. . 1
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7.6. Techniques de calcul de groupes de Galois motiviques

On suppose £ C C. Pour X € P(k) vérifiant la conjecture standard (de type
Lefschetz), on se propose d’esquisser la démarche générale pour déterminer le groupe
de Galois motivique Gmot(X) C GL(Hp(X)).

7.6.1. Supposons d’abord k = C. Par leur définition « linéaire » et leur connexité(*7),
les groupes de Mumford-Tate sont a priori plus faciles & calculer quie les groupes de
Galois motiviques. On commence donc généralement par déterminer le sous-groupe
réductif conmexe MT(X) = MT(Hg(X)) de GL(Hgp(X)), ou, ce qui revient au
méme, son algebre de Lie. Nous nous bornons ici a quelques indications, renvoyant a
[KuM90| et [Mo] pour plus d’informations. ‘

Ecrivons MT(X) = Z - (MT(X))%, ol Z est le centre. Il regoit le cocaractere de
poids w : G,,, — Z. La polarisabilité implique que Z/w(G,,) est un tore compact. Le
groupe Z(Q) est formé d’automorphismes de la structure de Hodge Hp(X).

7.6.2. Il est bien connu qu’un groupe linéaire (en l'occurrence GL(Hp(X))) n'a
qu'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes semi-simples. La partie
semi-simple MT'(X)9®" est donc en principe déterminable par la connaissance de ten-
seurs invariants de degrés bornés o priori (et méme seulement par des dimensions
d’espaces invariants, ¢f. [LP90]).

En pratique, pour calculer Palgdbre de Lie semi-simple Lie MT(X)%, on com-
mence par évaluer une « borne supérieure » en considérant le commutant, et quelques
tenseurs de petit degré. Parfois la liste des possibilités est si courte (¢f. exemple 7.6.4.1
ci-dessous) qu'il est facile de conclure que cette « borne supérieure » est atteinte. Le
cas des produits se traite grace au lemme de Goursat-Kolchin-Ribet.

En général, il faut analyser en détail les représentations irréductibles de
Lie MT(X)¥™ qui interviennent dans H (X, C), en combinant la théorie des poids (au
sens des représentations) et la théorie de Hodge. A cet égard, les résultats de Y. Zarhin
[Zar85] sont trés utiles : ils bornent explicitement les poids qui interviennent en
termes du niveau de Hodge max{p — g | H?9 # 0}.

7.6.3. Une fois MT(X) déterminé, la théorie classique des invariants entre en action.
Les tenseurs mixtes invariants sous MT(X) sont les cycles de Hodge sur les puissances
de X. La théorie des invariants permet en principe de déterminer des générateurs en
nombre fini, choisis de petit degré cohomologique possible. Si d’aventure, on trouve un
systéme de générateurs dans un H?, le théoréme de Lefschetz permet de conclure que
la conjecture de Hodge vaut pour les puissance de X. On a alors Gmet (X ) = MT(X).

Sinon, on peut essayer d’appliquer des techniques de déformation : faire varier X
dans une famille projective lisse dont une fibre vérifie la conjecture de Hodge, ainsi que

(1715 connexité des groupes de Galois motiviques sur C n’est que conjecturale.
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ses puissances, c¢f. 10.1. On aboutit & la méme conclusion, du moins sous la conjecture
standard.

7.6.4. Pour un sous-corps k quelconque de C, de fermeture algébrique k, on a
Gmot(X3) = Gmot{X @), qui est d’indice fini dans Gt (X ). Pour passer de la connais-
sance de Gmot{X ) & celle de Goi(X), on peut alors employer des arguments galoi-
siens, appliqués & la réalisation de Tate, ¢f. [LP97]. '

7.6.4.1. Exemples

1) Soit A une courbe elliptique sur k. Elle vérifie les conjectures standard. Aprés
modification de la contrainte de commutativité de (h(A))®, on a K(4) = ApI(A),
et h'(A) est de rang 2. On peut donc voir Gpe(A) comme un sous-groupe fermé
réductif de GLg,q (ce groupe, tout comme h(A) lui-méme, ne dépend que de la cfasse
d’isogénie de A). La liste des possibilités n’est pas trés longue, mais & ce stade, il n’est
‘pas commode par exemple d’6liminer Jes groupes finis.

I est donc plus efficace de commencer par MT(Ac). C’est un sous-groupe réductif
connexe de GG L2 contenant les homothéties (I'image du cocaractére de poids). Cela ne
laisse que trois possibilités : G,,, G L2, ou un tore de Cartan. Ces groupes se distinguent
par leur commutant. On a Endy ey Hp(A) = End Ac ® Q.

Si Ac est sans multiplication complexe, on trouve donc MT(Ac) = Guot(4) =
G Ls.

Si Ag est a multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire F, on a.
MT(Ac) = Tg = Resg /QGm- On laisse au lecteur le soin de vérifier, & partir de 14,
que Gmet(A) = Tg si les multiplications complexes sont définies sur k, et que Gt (A4)
est le normalisateur de Tr dans G L, sinon.

2) Soient Ay, ..., A, des courbes elliptiques deux & deux non-isogeénes sur k supposé
algébriquement clos pour simplifier. On a Gmet(A) C [] Gmos(4i). De ce que les
courbes elliptiques sont deux a deux non-isogenes, on déduit via le lemme de Goursat
que la projection de Gmot(A) sur les facteurs doubles Gmot(A4;) X Gmot(A;) est donné
par une seule équation : 'égalité des déterminants. On déduit alors du lemme de
Kolchin-Ribet que Gumot{A) C ] Gimot(4;) est défini par Iégalité des déterminants de
chaque facteur, ¢f. [KuMB90] pour plus de détails(1®).

Pour un tel groupe, la théorie des invariants donne des générateurs tensoriels inva-
riants de degré 2, et le théoreme de Lefschetz permet alors de conclure que tout cycle
de Hodge sur un produit de courbes elliptiques est algébrique.

7.6.5. Revenons au cas général d’'une k-variété projective lisse X. Si k est transcen-
dant sur Q), on peut voir X comme fibre « générale » d'une famille projective lisse et

(18) cette référence doit tre légérement complétée, car il y est implicitemment supposé que les corps
quadratiques End A; ® Q attachés aux facteurs A; & multiplication complexe sont linéairement dis-
Jjoints sur Q.
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appliquer des techniques monodromiques, qui montrent en particulier (du moins sous
la, conjecture standard de type Lefschetz) que Gpot(X)(Q) contient un sous-groupe

d’indice fini du groupe de monodromie, ¢f. 10.3.2.1.
Par exemple, si X = A est une courbe elliptique d’invariant 7 transcendant, sachant

que la monodromie d’'un pinceau elliptique non isotrivial est d’indice fini dans G Ly(Z)
et que Gmet(A) contient les homothéties, on conclut que Gt (A) = GL q.
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CHAPITRE 8

EFFECTIVITE

La ®-catégorie semi-simple NM (k)q des motifs numériques admet une structure
supplémentaire, due & la présence de la sous-®-catégorie pleine NM <! (k)q des motifs
effectifs (dont se déduisent tous les motifs par torsion & la Tate). Grothendieck I'a
exprimée en termes de graduation par le coniveau. Nous discutons le reflet de cette
structure dans les réalisations de Hodge et de Tate.

8.1. Effectivité et coniveau

8.1.1. Motifs effectifs. — Par définition, un motif numérique M = eh(X)(r) €
NM(k)q est effectif si et seulement si r = 0. En revanche, il s’avére tres difficile en
général de déterminer si M est essenticllement effectif, ¢’est-a-dire isomorphe & un
motif effectif). Cest & cette question qu’est dévolu ce court chapitre.

Supposons vérifiée la conjecture standard de type Kiinneth, ce qui permet de parler

de poids dans la catégorie NM (k)q (cf. 5.1.2).

8.1.2. Graduation par le coniveau

8.1.2.1. Définition. — Soit v € Z. On dit que M € NM(k)q est de coniveau > v si
M (v) est essentiellement effectif (en particulier, M est de coniveau > 0 si et seulement
si M est essentiellement effectif)(®).

On définit alors la filtration (décroissante) par le coniveau

NYM = plus grand sous-objet de M de coniveau 2 v.

(Den vertu de quoi, il semblerait 1égitime d’appeler simplement « effectifs » {resp. « visiblement effec-
tifs ») les motifs appelés ici essentiellement effectifs (resp. effectifs) ; nous nous en abstiendrons pour
éviter toute confusion, notamment avec la terminologie dans la cas mixte.

(2)cette notion est voisine de celle de niveau apparaissant chez Saavedra [Saa72, V1.4.3]) : un motif M
de poids 7 est de niveou < psi M ({3—:’;*—1}) est essentiellement effectif.
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Si M est essentiellement effectif, la filtration par le coniveau s’arréte au cran 0 :
NoM = M.

8.1.2.2. Lemme. — Cette filtration admet un scindage canonique : M = @, GriyM.

En effet, NM (Grly ' M, NV M")= NM(Gr’}’V'lM( ), N¥M'(v)) =0 puisque N*M'(v)
est essentiellement effectif et Gri ' M (v) n’a aucun facteur essentiellement effectif.

8.1.2.3. Lernme

i) NMM; @ N"2My C N2 (M ® Ma).
i) Supposons vemﬁee la conjecture standard de type Lefschetz. Si M est purement
de poids i, (Griy M)Y = Griy "MV,

Démonstration. — 1) est clair. ii) vient de ce que M (V) est essentiellement effectif <
MY (v — i) lest (observer que le dual d’un h*(X) est isomorphe & h*(X)(3)). O

8.1.2.4. Remarques

1) On ne peut espérer en général que Gry soit  compatible avec ®, i.e. que
Griy(Mi®@Ma) =3, 1., Griy M1 ® Griy M2 : ce serait incompatible avec ii) dans
le cas des morphismes d’évaluatlon et de coévaluation de la dualité. Pour cette raison,
la théorie de Galois motivique ne « voit pas » en général cette structure d’effectivité.

2) La graduation par le coniveau est « invariante par extension du corps de base & ».

8.1.3. Coniveau et poids. — Supposons vérifiée la conjecture standard de type
Kiinneth pour les cohomologies classiques (ce qui est le cas, rappelons-le, si &k est
algébrique sur un corps fini). Supposons que M € NM (k)q soit purement de poids 7.
Si i est pair, elle commence au cran /2, et N; /oM est le plus grand sous-motif d’Artin
de M. Si ¢ est impair, elle commence au cran (i —1)/2, et Ny;_1y/2M est le plus grand
sous-motif isomorphe au h*(X) d’une variété abélienne. '

Comme tout motif essentiellement effectif de poids ¢ est isomorphe & un motif de
la forme eh*(X), calculons N* M dans ce cas :

8.1.3.1. Lemme. — NV (eh*(X)) = > Tm (g. : hi—2(d-d)(y) — eht (X)), ou la somme
porte sur les morphismes g : Y — X dans P(k) avec dimY =d' < d—v.

On retrouve ainsi une variante motivique de la notion usuelle de filtration par le
coniveau sur la cohomologie. La démonstration est directe et laissée au lecteur.

8.2. Conjectures de Hodge et Tate généralisées

Pour tester si un motif est essentiellement effectif, on peut examiner ses diverses
réalisations enrichies. Nous considérons ici le cas des réalisations de Hodge et de Tate.
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8.2.1. Coniveau de Hodge. — Comme en 7.1, HSq désigne la catégorie tanna-
kienne des Q-structures de Hodge.

8.2.1.1. Définition. — On dit que V € HSq est de coniveau {de Hodge) > v si V(v)
est & bidegrés positifs(®),

On définit de maniére évidente la filtration par le coniveau Ny, de tout objet de
HSq, et on montre qu’elle est canoniquement scindée.
On suppose k& C C. La conjecture de Hodge généralisée ™ est :

8.2.1.2. Conjecture. — NY_,(Hs(X)) = L Im (g, : Hy () - HL(X)), ot la
somme porte sur les morphismes g1 Y — X dans P(k) avec dimY =d' <d—v.

Pour ¢ pair, v = /2, et k algébriquement fermé dans C, on retrouve la conjecture
de Hodge (qui implique, rappelons-le, les conjectures standard). En présence de la

conjecture standard ~pom . ~num, il est clair que 8.2.1.2 équivaut & :

la réalisation de Hodge préserve la fillration par le coniveau :
. Hp(N"M) = Nf q(Hg(M)).

(’inclusion C est immédiate.)

8.2.1.3. Remarque. — Grothendieck a indiqué un principe de récurrence (pas 2 sur
le poids, pas 1 sur le coniveau) qui permet de démontrer la conjecture de Hodge
généralisée dans quelques cas, notamment pour des variétés de Fano, cf. {St87}

Le lemme suivant, dit & C. Schoen [Scho89], fournit une technique de démonstra-
tion de la conjecture de Hodge generallsee utile dans de nombreux cas concrets :

8.2.1.4. Lemme. — Soient X,Y deuz vametes progectwes lzsses dont le produzt vETI-
fie la conjecture de Hodge (usuelle). Soit V. C Hp(X) N FYHL(X, C) une sous-
structure de Hodge( telle que V(v) soit zsomomhe o une sous-structure de Hodge
de Hi 2 (Y). Alors V € Hg(N"h(X)).

8.2.2. Coniveau de Tate. — Nous ne considérerons que le cas le plus simple(®)
ot £ est un corps fini Fym. Soit £ un nombre premier # p.

On considére la sous-catégorie pleine Rep) *" Gal(k/k) de Rep, Gal(k/k) formée
des représentations telles que les valeurs propres de Frobenius (géométrique(”) soient

8)dans ce contexte, la notion voisine de niveay est peut-étre plus familiere : une structure de Hodge
V de poids ¢ est de niveau < p si est elle de coniveau = [t‘;'—l] ; 1l revient au méme de dire que
max{|p — q|, VP9 # 0} < .

(4)corrigée par Grothendieck [Gro69b).

(&) pv désignant le cran v de la filtration de Hodge.

(®)celui considéré par Grothendieck dans {GroﬁS} Voir [J89, p. 172] pour le cas d’un corps de type
fini sur son sous-corps premier.

(Minverse de ’élément de Frobenius au sens de la théorie de Galois.
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des g-nombres de Weil, i.e. des nombres algébriques dont les valeurs absolues archi-
médiennes sont égales entre elles et & une puissance entiére (le poids) de p™2 et dont
le dénominateur divise une puissance de p. D’apres Deligne, le foncteur de réalisation
de Tate est & valeurs dans Rep"®" Gal(k/k).

8.2.2.1. Définition. — On dit que V; € Rep, " Gal(k/k) est de coniveau (de Tate) >
si les valeurs propres des Frobenius sur V;(v) sont des entiers algébriques, ou, ce qui
revient au méme, sont v-entiers pour toute place v au-dessus de p.

8.2.2.2, Exercice. — Montrer que si V; est de poids ¢, elle est de coniveau = v si et
seulement si V¥ est de coniveau > v - i.

On définit de maniere évidente la filtration par le coniveau Ny, de tout objet de
Rep,’® Gal(k/k), et on montre qu’elle est canoniquement scindée. Par analogie avec
la conjecture de Hodge généralisée, la conjecture de Tate généralisée () s’énonce :

8.2.2.3. Conjecture
]\r'%auteﬁrZ Xk;? QE Zlm gx ¢ % 2d—d )( Ea Qf) - Hgt(XEJ Qf))’
ot la somme porte sur les morphismes g 1 Y — X dans P(k) avec dimY =d' < d—v.

Pour i pair et v = /2, on retrouve la conjecture de Tate. En présence de la
conjecture standard ~pom 2 ~num, 1 €st clair que 8.2.2.3 équivaut & :

la réalisation de Tate préserve la filtration par le coniveau :

Hy(NY M) = Nipggo(He(M)).

. . ? . .
En fait, sous la conjecture ~pom = ~pum (0Ou méme seulement sous son corollaire,

la semi-simplicité de Frobenius), la conjecture de Tate généralisée se raméne ¢ la
conjecture de Tate classique 7.3.1.2. Cela découle directement!® de ce que, d’aprés
Honda, toute Gal(Q/Q)-orbite de nombres de Weil de valeur absolue archimédienne
p™/2 est Pensemble des valeurs propres de Frobenius sur H ! . (A%, Q) pour une variété
abélienne convenable A sur k = Fym. '

Nous laissons au lecteur le plaisir d’imaginer une version « a la Ogus » et une version
« & la De Rham-Betti » de ces conjectures généralisées, en s’inspirant du chapltre
précédent. : _

(8) proposée par Grothendieck [Gro66, 10.3].
(9 comme nous I'a fait observer B. Kahn, ¢f. [Ka’, Th. 2].
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CHAPITRE 9

COMMENT CONTOURNER
LES CONJECTURES STANDARD

Au chapitre 6, nous avons vu comment, en admettant les conjectures standard,
la catégorie semi-simple des motifs numériques devient une catégorie tannakienne
graduée polarisée, munie de la batterie des ®-foncteurs de réalisation induits par les
cohomologies de Weil classiques. Nous avons aussi vu comment construire les groupes
de Galois motiviques et en avons dressé une liste de propriétés.

Faute de savoir prouver les conjectures standard, notamment ~pom ;Nnum, com-
ment utiliser ces idées pour aboutir & des applications inconditionnelles de la philoso-
phie des motifs purs? |

Dans ce chapitre, nous décrivons deux réponses différentes & cette question, suivant
[A96a] et [AKO02b] respectivement(®).

9.1. Deux maniéres de contourner les conjectures standard (apergus)

9.1.1. L’idée est de partir de la catégorie des motifs homologiqués (relativement &
une cohomologie classique), de fagon & disposer au moins d’un ®-foncteur fidéle H vers
les vectoriels Z/2-gradués, et de modifier cette catégorie de maniére minimale pour
la rendre abélienne semi-simple, tout en veillant & ce que H « s'étende » & cette nou-
velle catégorie. Deux voies sont possibles : 'une consiste & remplacer Mnom(k)q par
une « sur-catégorie » semi-simple dont tout objet est facteur d'un objet de Myom(k)q
(modification par ezcés), Pautre par une sous-catégorie non pleine semi-simple ayant
méme objets (modification par défeut). Bien siir, les conjectures standard implique-
ralent que ces « modifications » n’en sont pas.

(Mrappelons tout de méme que le premier succes dans cette direction a été le théoréme de Jannsen
qui démontre la semi-simplicité des anneaux de correspondances numériques en « contournant » les
conjectures standard. ' ‘ '
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9.1.2. Avant de décrire ces modifications minimales, commencons par considérer,
plutdt que Miom(k)q, le cas plus simple de la catégorie RepqG, des représentations
du groupe additif G,. Les endomorphismes d'un objet indécomposable de rang n
forment ’algébre triangulaire 7,, des endomorphismes polynomiaux en l'image de
1€ G.(Q).

La modification par exces consiste & plonger RepqG, dans Vecq, cest-a-dire 7,
dans l'algebre semi-simple des matrices n-n.

La modification par défaut consiste & plonger G, dans SLy (1 — (}1)). Par
Jacobson-Morozov, le foncteur RepgSLy — RepgG, est essentiellement surjectif (et
évidemment fidéle). On prend alors « image de ce foncteur », ce qui revient & rem-
placer T;, par la sous-algebre semi-simple Q - Id. :

Pour donner un sens précis & cette image, on peut remarquer que le fonctei‘;r en
question admet un inverse & droite, car le quotient de RepqG, par son plus grand
®-idéal N (cf. 4.4.2) est équivalent & RepqySLy cf. [AKO2a, 19].

9.1.3. Revenons a Mpom(k)q, et supposons d’abord & de caractéristique 0. On a vu
en 5.4.2.2 que la seule obstruction aux conjectures standard est alors le probléme de
I'algébricité des involutions de Lefschetz. Cela suggere de les adjoindre formellement
aux morphismes de Myom(k)q pour obtenir la catégorie modifiée par excés recherchée.
On obtient bien ainsi une catégorie abélienne semi-simple, dont les morphismes sont
appelés « correspondances motivées » dans [A96a]. Sous la conjecture standard de
type Kiinneth, on pourrait d’ailleurs décrire cette modification comme une localisation
abstraite (inversion des isomorphismes de Lefschetz).

Voici une autre fagon, en fait équivalente, de comprendre cette modification. Consi-
dérons tout d’abord la sous-catégorie pleine de Mpom(k)q formée des sommes de mo-
tifs découpés sur une puissance de X € P(k). On peut refaire la construction de 6.2
des groupes de Galois motiviques : si dim X > 0, (h(X)}® contient 1(1), et on peut
définir le groupe de Galois motivique « par exces » Gt X) comme le sous-groupe
fermé de [, GL(H*(X)) x G, qui fixe les classes des cycles algébriques sur les puis-
sances de X (via Kiinneth). Les invariants sous ce groupe sont les cycles motivés(®
sur les puissances de X (sous la conjecture standard, ce sont bien sfir les cycles al-
gébriques). Un corollaire de la théorie est que ce groupe est réductif et vérifie les
propriétés mentionnées en 6.2.6.

Silon s’intéresse a de plus « grosses » catégories de motifs, voire & Mpom(k)q tout
entiere, il est nécessaire de « stabiliser » cette construction : remplacer G ot (X) par
Vintersection G'met, (X)) des images de Giot(X X V) — Grot(X) pour Y parcourant
une sous-catégorie pleine 1 de P(k) stable par somme et produit. Les cycles motivés
«modelés » sur V sont en fait les invariants sous ce groupe « stabilisé ».

(2« modelés » sur la sous-catégorie de P(k) formée des sommes de puissances de X.
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9.1.4. Passons maintenant a la modification par défaut, valide sur un corps k£ quel-
conque. Elle requiert la conjecture des signes (& savoir ’algébricité des projecteurs de
Kiinneth pairs W} =>" 7@}(3) ; comme on a vu en 6.1, cette condition permet de mo-
difier la contrainte de commutativité de NM (k)q = Mnum(k)q de maniére a obtenir
une catégorie tannakienne NM (k)q.

La ®-catégorie rigide NM (k)q n’est autre que le quotient de Mpom{k)q par son
plus grand ®-idéal NV (cf. 4.4.2, (¢f. 5.1.3.3). L’idée est alors de construire une ®-
section du ®@-foncteur de projection canonique Myom(k)q — Mpum(k)qg = NM(k)q.
Il s’avere que c’est possible, et qu'une telle ®-section est méme unique a isomor-
phisme prés [AKO02a]. La catégorie modifiée par défaut est NM(k)q vue comme
sous-catégorie de Mpom(k)q au moyen de cette ®-section. Autrement dit, il s’agit de
relever « maniére cohérente » chaque correspondance modulo I’équivalence numérique
en une correspondance modulo ’équivalence homologique (la « cohérence » incluant
la. compatibilité & la composition, aux produits tensoriels, etc.).

Une facon équivalente de comprendre cette modification consiste & attacher a la
cohomologie classique de départ H* une cohomologie de Weil *H* (¢ priori non clas-
sique), ayant méme corps de coefficients que H*, et telle que I’équivalence numérique
coincide avec ’équivalence *H *-homologique. Cette nouvelle cohomologie définit un
foncteur fibre sur NM (k)q.

9.1.5. Si cark = 0, les groupes de Galois motiviques « par défaut » qu'on obtient
ainsi contiennent (sic!) les groupes de Galois motiviques « par exces » obtenus par
Pautre méthode; ils coincident si et seulement si I’équivalence homologique coincide
avec I'équivalence numérique. ’

9.2. Par excés : cycles et correspondances motivés

Dans ce paragraphe, on suppose car k = 0. On choisit une cohomologie classique H*
sur P(k).

9.2.1. On fixe une sous-catégorie pleine V de P(k), stable par produit et somme
disjointe. Soit X € V.

9.2.1.1. Définition ([A96a, def. 1]). — Un cycle motivé de degré r sur X, modelé sur V,
est un élément de H2(X)(r) de la forme priY (a - *5(3)), ol Y € V (arbitraire), o
et 3 sont des cycles algébriques sur X X Y, et %, est I'inverse de l'isomorphisme de
Lefschetz attaché & des polarisations arbitraires de X et Y.

(Brappelons que cela est vérifié si k est algébrique sur un corps fini.
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9.2.1.2. Lemme ([A96a, 2.11). — Les cycles motivés forment une sous-Q-algébre gra-
duée 2% (X)) de &, H*"(X)(r), qui contient Z;, . (X)q. Elle ne dépend pas, d iso-
morphisme canonique prés, de H*. Elle est stable par image tnverse et image directe
par tout morphisme de P(k). '

Par le jeu de représentations de SLs évoqué en 5.2.2, on a :

9.2.1.3. Lemme ([A%6a, 2.2]). — Z} (X x X) contient Iinvolution de Lefschetz et ['in-
volution de Hodge attachée ¢ toute polarisation de X. Elle contient les 5.

En imitant 3.1.3, on définit alors les correspondances motivées et leur composition.

9.2.2. Les propriétés cohomologiques des cycles motivés se déduisent formellelbent
de celles des cycles algébriques 3.4.5 :

~si H* = H}, ils sont invariants sous Gal(k/k),
— 81 H* = HJg, ils sont dans le cran 0 de la filtration de Hodge,
- si H* = H} (cas ot k C C), ils sont de bidegré de Hodge (0, 0),

En outre, ils se correspondent par les isomorphismes de comparaison canoniques.

9.2.2.1. Remarque. — La collection des « réalisations » d’un cycle motivé est donc
un cycle de Hodge absolu au sens de Deligne [D80b, D82|. En pratique, lorsqu’on
sait montrer qu'un cycle de Hodge l’est absolument, un raffinement de 'argument
montrera qu’il est motivé. Nous en verrons des exemples au chapitre suivant. La
notion (essentiellement algébrique) de cycle motivé semble donc pouvoir se substituer
avantageusement a celle (transcendante) de cycle de Hodge absolu.

Par ailleurs, si K est un corps de nombres et si v est une place de bonne ré-
duction pour X, les cycles motivés sont invariants sous le Frobenius cristallin via
I'isomorphisme de comparaison de Berthelot-Ogus 3.4.2 (c’est non trivial si la variété
auxiliaire Y intervenant dans la définition du cycle motivé a mauvaise reductlon en v,
cf. [A96a, 2.5]4D). |

Il'y a toutefois une propriété des correspondanceé algébriques plus subtile qui pose
probleéme lorsqu’on cherche & I'étendre aux correspondances motivées : c’est celle,
pour les idempotents, de découper une famille compatible de réalisations f-adiques
(on se heurte au probléme de savoir si pour tout cycle algébrique a sur une variété
Z € P(F,), le cup-produit {a. x, (o)) calculé en cohomologic f-adique est un nombre
rationnel indépendant de £4 ¢).

Mla démonstration de loe. cit. utilise la théoric de Fontaine. On peut s’en passer cn aatilisant le
théoréme d’altération de De Joug [dJ96] ponr se ramener an cas d’une fibration semi-stable en
meégales caractéristiques, puis en considérant la version logarithmique de Pisomorphisime de Berthelot-
Ogus, due A Hyodo-Kato.
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9.2.3. En remplagant correspondances algébriques par correspondances motivées
modelées sur V dans la construction de la catégorie des motifs 4.1 (et en se limitant
aux variétés X € V), on construit une ®-catégorie rigide My sur Q, pseudo-abélienne.
Comme les projecteurs de Kiinneth sont motivés, cette catégorie est graduée (par le
poids). On peut changer la contrainte de commutativité selon la régle des signes de
Koszul comme en 6.1. Indiquons de nouveau par un point ce changement. On a [A96a,
4.4] -

9.2.3.1. Théoréme. — La catégorie My, est tannakienne sur Q, semi-simple, graduée,
polarisable. En outre, les réalisations sont des foncteurs conservatifs (i.e. reflétent les
isomorphismes) sur My .

La discussion du chapitre 6 des groupes de Galois motiviques (attachés, disons, & la
réalisation de Betti) est alors valable pour My, inconditionnellement ; on note ceux-
ci Gmot,v(X), car ils pourraient dépendre a priori de V, pas seulement de I'objet X
de V.

On verra au chapitre suivant quelques calculs concrets de groupes de Galois moti-
viques. ‘

9.2.3.2. Exercices

1) Montrer que L'algébre de Lie de Gmot, (X ) est la réalisation de Betti d’un sous-

motif de poids 0 de End h(X) dans My
2} Justifier la seconde description des correspondances motivées en 9. 1. 3.

9.3. Par défaut : ®-scindage du passage au numérique

9.3.1. Catégories semi-primaires. — “Tout annean — commutatif ou non —
peut étre vu comme une catégorie (pré- Jadditive ayant un seul objet. B. Mitchell a
popularisé I'idée suivant laquelle il est-utile, & rebours, de voir les catégories addltlves
comme des anneaux & plusieurs objets. Cela motive par exemple la notion d’idéal
rappelée en 4.4, et suggere de définir le radical (de Kelly) R d’une catégorie additive A
comme suit : ' |

R(A,B) ={f e A(A,B) |Vg e A(B,A),14 — gf est inversible}.

On démontre que c’est le plus grand idéal tel que la projection 4 — A/R soit conser-
vative, i.e. refléte les isomorphismes; elle refléte alors aussi les morphismes inversibles
a gauche (resp. a droite).

Rappelons qu'un anncau est dit semi-primaire s'il est extension d’un anneau semi-
simple par un idéal nilpotent (son radical). Pour plusicurs objets, cela conduit a la
définition suivante :
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9.3.1.1. Définition ([AK02a, 2.3.1]). — A est dite semi-primaire si pour tout
Ae A, R(A,A) est un idéal nilpotent de 'anneau A(A, A) et Panneau quotient
A(A, A)/R(A, A) est un anneau semi-simple.

Le classique théoréme de Wedderburn-Malcev dit que si F est parfait, la flache
quotient d’une F-algebre semi-primaire par son radical admet une section, unique &
conjugaison pres. L’analogue & plusieurs objets est :

9.3.1.2. Théoréme ([AKO02a, 12.1.1]). — On suppose F parfait. Soit A une catégorie
F-linéaire semi-primaire (essentiellement petite). Alors le foncteur de projection A —
A/R admet une section, unique d isomorphisme pres.

9.3.1.3. Remarque. — Dans une catégorie pseudo-abélienne semi-primaire, le « thé0~
reme de Krull-Schmidt-Remak » est valide : tout objet est somme directe finie de
facteurs indécomposables, bien définis & isomorphisme prés.

9.3.2. Le théoréme de ®-scindage. — Soit maintenant 7" une ®-catégorie rigide
sur . On peut se demander si son radical R est un ®-idéal. Il s’avére qu'il n’en est
rien en général, méme dans le cas ot F = Q, 7 est semi-primaire, et tout objet est
de rang un entier [AKO02a, 10.1.1].

En fait R est un ®-idéal si et seulement s'il coincide avec le plus grand ®-idéal A/
(distinct de 7') [AKO2a, 7.1.6]. Supposons que ce soit le cas, de sorte que 7 — T /R
est un ®-foncteur. On peut alors se demander s’il admet une ®-section.

9.3.2.1. Théoreme ([AKO02a, 13.1.1, 15.3.5]). — Soit T une ®-catégorie rigide semi-
primaire (essentiellement petite), sur End(1) = F parfait de caractéristique £ 2. On
suppose R = N. Alors le ®-foncteur de projection T — T /N admet une ®-section
(compatible auz contraintes), unique & isomorphisme preés.

9.3.3. Application aux motifs. — On choisit une cohomologie classique H* sur
P(k) (on ne fait plus d’hypothése sur la caractéristique de k), & coefficients dans
un corps de caractéristique nulle K. Soit M une sous-catégorie Q-linéaire pleine de
Mhyom(k)q, stable par sommes et facteurs directs, ®, et passage au dual.

9.3.3.1. Théoréme
1) [AKO2b, prop. 5] M est une ®@-catégorie rigide semi-primaire sur Q, et R C N,
2) R =N sile projecteur de Kinneth pair de tout M € M est algébrique (i.e. est
dans MM, M) ).

(Sicark = 0, la premidre assertion est facile a vérifier, car on sait alors via les

isomorphisines de comparaison que dimg MM, M) < oo.) Pour la scconde assertion,
sc rappelant que A est Pidéal des correspondances ~ 0, il suffit de montrer le
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9.3.3.2. Lemme. — Pour tout objet M de M, notons 73, (resp. my;) le projecteur de
Kiinneth sur la partie paire (resp. impaire) de la H-réalisation de M. On a la formule :

R(MlaME) = {f € M(MlaMZ);Vg € M(M27M1): (f7 W?\_/jgtg> = <f7 ﬂ;gzt.(,ﬁ - O}

11 suit du point 1) du théoréme que f appartient & R{Mi, Mz) si et seulement si
fg est nilpotent pour tout g € M(Ma, My). Ceci se traduit encore par : pour tout g €
MM, My), Te(fog | H{M3)) = 0. En appliquant la formule des traces de Lefschetz
3.3.3 au couple (f, gr%,, ) pour tout %, ceci se rééerit (f, WR;Iztg) = (f, 7t = 0, ce
qui prouve le lemme. \ : L]

Rappelons qu’aprés modification de la contrainte de commutativité modifiée sui-

vant la régle des signes de Koszul, M/N devient tannakienne semi-simple sur Q.

En appliquant le théoréme de ®-scindage, on parvient au résultat suivant :

9.3.3.3. Théoréme ([AKO02b, prop. 9, cor. 10]). — Supposons que le projecteur de Kiin-
neth pair de tout objet de M soit algébrique. Alors il existe une ®-section s de la
projection M — M/N C NM(k)q, unique & ®@-isomorphisme preés.

Prenons M = NM(k)q et supposons la conjecture standard de type Kinneth. Alors
le foncteur *H* : P(k) — VecGr?{O composé du foncteur canonique P(k) — NM (k)q
et de H* o s est une cohomologie de Weil, et l'équivalence homologique associée est
léquivalence numérique. Cette cohomologie vérifie le « théoréme de Lefschetz fort » si
et seulement si la conjecture standard de type Lefschelz est vraie.

9.3.3.4. Corollaire. — Supposons que k soit un corps fini. Alors le « théoréme de Lef-
schetz faible au niveau des motifs numériques » { 5.2.5.1, point 5)) implique la conjec-
ture standard de type Lefschelz.

En effet, la conjecture de standard de type Kiinneth est vraie sur & ([KMT74)), et
*H* est alors une cohomologie vérifiant le « théoréme de Lefschetz faible ». Oy, d’aprés
[KMT74], toute cohomologie de Weil sur & qui vérifie le « théoréme de Lefschetz faible »
vérifie aussi le « théoréme de Lefschetz fort ». L

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004






CHAPITRE 10

APPLICATIONS DE LA THEORIE
DES CYCLES MOTIVES

Jusqu’a présent, nous avons étudié comment des propriétés connues ou conjectu-
rales des cycles algébriques se traduisent en termes de motifs. Dans ce chapifre, nous
voudrions montrer qu’inversement, la théorie des motifs fournit un puissant instru-
ment pour établir I'existence de cycles algébriques (sans les construire effectivernent).

Pour ne faire appel & aucune conjecture, nous exprimerons les résultats en termes de
cycles motivés (définis au chapitre précédent) ; si I'on est prét a admettre la conjecture
standard de type Lefschetz, on peut évidemment remplacer cycles motivés par cycles
algébriques dans tout ce chapitre.

Nous verrons d’autres applications en 23.1.4 et 24.3 de la théorie des cycles motivés.

10.1. Transport paralléle de cycles motivés

10.1.1. Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de but une k-variété S lisse
connexe. :

Supposons d’abord que k soit un sous-corps de C. La cohomologie des fibres de f
forme un systeme local sur S(C) : étant donné deux points s,t € S(C), il y a une
action canonique de m1(S(C),s) sur H5(X,) (la monodromie), et un isomorphisme
HE(X,) 2 Hy(X:) (le transport parallele), bien défini a I'action de la monodromie
preés. Ce transport paralléle induit donc un isomorphisme canonique

I, . : HE(XS)TH(S(C),S) ~ 1%, (Xt)m(S(C),t)
entre sous-espaces invariants sous la monodromie.

Sans hypothese sur k, on dispose de la variante « étale » de cela : remplacer Hp
par Hp, s et t par des k-points de S, et m; par le groupe fondamental géométrique
71(Sg, 8) défini par Grothendieck (groupe profini). Celui-ci a formulé la conjecture
suivante [Gro66, note 13].
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10.1.1.1. Conjecture. — Le transport paralléle I1; s respecte les classes de cycles algé-
briques. '

Si k C C, et en cohomologie de De Rham plutdt qu’en cohomologie f-adique, cette
conjecture découle de la conjecture de Hodge™) et est parfois appelée « conjecture de
Hodge variationnelle » (cf. [St87)).

10.1.2. Dans [A96a, A04a], nous avons démontré que la conjecture de déformation
10.1.1.1 découle des conjectures standard. Plus précisément :

10.1.2.1. Théoréme (sous la conjecture standard ~y,,, Z ~pum)

Le transport paralléle est la réalisation (de Betti ou ¢-adique) d’un iéomorphz’sme
de sous-motifs (de Grothendieck) de h(X,) et de h(X,) respectivement.

10.1.3. Considérer des cycles motivés plutot que des cycles algébriques permet d’ob-
tenir des résultats inconditionnels.
Placons-nous pour simplifier(?) dans le cas oit k est un sous-corps de C.

10.1.3.1. Théoréme ([A96a, 5.11). — Le transport paralléle est motivé : c’est la réalisa-
tion de Betti d’un isomorphisme de sous-motifs de §(X,;) et de h(Xs) respectivement.

Ce résultat est & interpréter dans la catégorie (tannakienne semi-simple) My de
9.2.3, béatie en termes de cycles motivés modelés sur une sous-catégorie pleine ¥V conve-
nable de P(k), stable par somme disjointe et produit (1 doit étre assez grande; il est
n’est pas suffisant, a priori, qu'elle contienne X et Xe).

10.1.3.2. Corollaire. — Le transport paralléle de tout cycle motivé invariant sous la
monodromie est encore un cycle motivé.

Démonstration. — Quitte & introduire des points intermédiaires, on peut supposer
S afline, donc X quasi-projectif. D’aprés Hironaka, X admet une compactification
projective lisse X. On note z, : X s X, Tt : X; = X les inclusions. Par le « théoréme
de la partie fixe » de Deligne [D71, 4.1.1], Papplication composée

u: Hp(X) — Hp(X) — T(S(C), R'f2"Q)
est surjective. Il s’ensuit que les applications
It Hp(X) — Hp(X,), 17 : Hp(X) — HE(Xy)
ont méme noyau, a savoir Ker u, e.t que
Im(57) = Hp (X,)™ 59, Tin(5;) = Hp (X,)™ @),

Notons par ailleurs que pourvu que V contienne X, X; et X, 7% et 7} sont des corres-
pondances motivées (et méme algébriques).

D yia le théoréme de la partie fixe de Deligne [D71] : II; ; respecte le type de Hodge.
@ voir [A04a)] pour I'étude du cas général.
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Puisque My est une catégorie abélienne, et que Hp définit un foncteur exact, il
existe un motif M dont la réalisation est la co-image de u (i.e. le quotient de Hg(X)
par le noyau de u); en outre ¢ (resp.7;) induit un isomorphisme de M sur son
image, dont la réalisation n’est autre que Hy(X,)™5(©)) (resp. HE (X )m(5(Ch8)y,
En composant I'inverse du premier isomorphisme avec le second, on obtient une cor-
respondance motivée : c’est I; ;. l

10.1.3.3. Corollaire. — La conjécture ~hom L ~mm iMplique la conjecture sur le trans-
port paralléle 10.1.1.1. '

Quitte & remplacer Hp par Hy, ceci vaut aussi en caractéristique p, cf. [A04a].

10.2. Cycles de Hodge et cycles de Tate sur les variétés abéliennes

10.2.1. Cycles de Hodge sur les variétés abéliennes complexes. — On sup-
pose encore que k est un sous-corps algébriquement fermé de C.

10.2.1.1. Théoréme ([A96a, 0.6.2] pour V assez grand). — Soit A une variété abélienne
sur k. Tout cycle de Hodge sur A est motivé.

Comme I’énoncé vaut pour les puissances de A, on obtient, en termes de groupe
de Mumford-Tate (¢f. 7.1.2.1) :

10.2.1.2. Corollaire. — Gpo v(A) = MT(A).

Il s’agit Ia d’une version affaiblie de la conjecture de Hodge pour les variétés abé-
liennes. Bien que la conjecture standard de type Lefschetz soit vraie pour les variétés
abéliennes, 10.2.1.1 n’entraine pas que tout cycle de Hodge sur A soit algébrique,
car V peut ne pas contenir que des variétés abéliennes. En fait :

10.2.1.3. Scolie. — Tout cycle de Hodge ¢ € HZ(A)(r) est somme de classes de la
forme praY (a N *1(B)), ot Y €V est Uespace total d’un schéma abélien de base une
courbe projective lisse, o et 3 sont des cycles algébm'cjues sur AxXY, et xy est l'inverse
de l'isomorphisme de Lefschetz attaché a des polarisations arbitraires de A et Y.

La conjecture de Hodge pour les variétés abéliennes se rameéne donc a la conjecture
standard de type Lefschetz pour les pinceaux abéliens compacts.

Le théoréme 10.2.1.1 implique que £ a toutes les propriétés énumérées dans 9.2.2.03)
On verra dans la troisieme partie (24.3.4) une application arithmétique de ce théoreme.

Le théoréme 10.2.1.1 se déduit du théoréme de déformation 10.1.3.1, en s’inspirant
de [D82] qui utilise les familles « de type de Hodge » de Mumford-Shimura [Mum69aj.
Indiquons bricvement les trois étapes (voir [A96a] pour les détails) :

(3311 impligue notamment les théorémes de Deligne [D80b, D82], Ogus [090], Blasius, Wintenberger
sur les propriétés des cycles de Hodge sur les variétés abéliennes.
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Pas 1. — On-construit un pinceau abélien Y — S dont une fibre Y, est isogene a
A x A, une autre X; a multiplication complexe, et 'image inverse de (€,€) sur Y, est
invariant sous la monodromie. Par 10.1.3.2, on est ramené au cas ol A a multiplication
complexe.

Pas 2. — On montre qu'’il existe un corps CM (c’est-a-dire une extension totalement
imaginaire d’un corps de nombres totalement réel) F, des variétés abéliennes A; de
dimension r[E : Q] telles que End A; ® Q contienne E, des homomorphismes fitA—
Aj, et des cycles de Hodge &; € (/\2}3T HE(AN)(r) tels que € = > f1.

Pas 3. — On construit un pinceau abélien Y’ — S’ dont certaines fibres Y. sont
isogenes aux Aj;, dont une fibre est isogéne & la puissance d’une courbe elhpthue
et l'image inverse de &; sur Ysj est invariant sous la monodromie et de Hodge.g Par
10.1.3.2, on est alors ramené au cas, facile, ol1 A est puissance d’une courbe elliptique.

10.2.2. Groupe de Galois motivique d’une variété abélienne & multiplica-
tion complexe. — Le théoréme 10.2.1.1 implique que le groupe de Galois moti-
vique d’une variété abélienne complexe (au sens de 9.2.3) coincide avec son groupe
de Mumford-Tate, ¢f. 7.1.2.1. Le calcul de ce dernier dans le cas de multiplication
complexe est bien connu depuis les années 70 (cf. [D79]). Le voici.

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k C C, & multiplication
complexe par un corps CM E (on suppose que £ = End A® Q =End Ac® Q). Alors
Q1 (A) est un k ®q E-module.

Considérons I’homomorphisme déterminant :

dety (107 | QY1 (A)) : Ty — Ty,
olt T'r et Ty, désignent les Q-tores définis par E et k respectivement. On a en fait

detx (1@ | Q1A) = [[ s()®,
s: B C

ou 7 est un type CM de poids 1 attaché & E (7(s) 4+ 7(3) = 1).
Corrélativement, considérons I’homomorphisme déterminant :
dete(?® 1| QYA)) : T}, — Tg.

1l existe un plus petit sousmcorps CM E de k, appelé reflex de F, tel que cet homo-
morphisme se factorise & travers 1'é épimorphisme N, B : T — Tg. On a en fait

7(%)
detu(yo 1124 (4) = [T ((V,sw)
5:E—C
olt 7 st un type CM de poids 1 attaché b E appelé reflex de 7.
On a done par définition un homomorphisme T 5 — Tp dont Pimage n’est autre
que le groupe de Mumford-Tate cherché. CPest un quoticnt du pro-tore de Serre Tserre
introduit en 7.2.3. Voir 24.3 pour plus de détails et d’autres développements.
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10.2.3. Cycles de Tate sur les variétés abéliennes sur un corps fini

Bien que la définition des cycles motivés n’ait été donnée ci-dessus (9.2.1.1) qu’en
caractéristique nulle, elle garde un sens sur tout corps k (en remplagant Hp par Hp).
Dans [A04b], on démontre Panalogue f-adique suivant de 10.2.1.1 sur un corps fini
de caractéristique # £ (en s’appuyant sur des idées de J. Milne [Mi2]) :

10.2.3.1. Théoréme (pour V assez grand)). — Soient A une variété abélienne sur un
corps fini k, et v un entier naturel. Tout élément de HZ, (Ag, Qe)(r) invariant sous
Gal(k/k) est combinaison Qe-linéaire de cycles motivés. :

La conjecture de Tate pour les k-variétés abéliennes découle donc de la conjecture
standard de type Lefschetz sur k.

10.2.4. Variétés apparentées. — Le théoréme de déformation 10.1.3.1 joint & une
construction de Kuga et Satake ou & des constructions de jacobiennes intermédiaires
permet aussi de montrer

10.2.4.1. Théoréme (pour )V assez grand et car k = 0). — Le motif de toute surface K3
et de toute hypersurface cubique de dimension < 5 est isomorphe @ un motif découpé
sur une variété abélienne. '

En particulier, tout cycle de Hodge sur un produit de telles variétés est motivé. On
peut d’ailleurs déterminer, sur la base de calculs hodgiens dus & Zarhin (cf. [Zar85]),
le groupe de Galois motivique de ces variétés ([A96b, A96a]). Soit t le motif attaché
3 la partie « transcendante » de H? (resp. de H*) d’une surface K3 (resp. hypersurface
cubique de dimension 4). Alors F := Endt est soit un corps totalement réel, soit un
corps de nombres. La réalisation de Betti Hp(t) est un E-espace muni (via le choix
d’une polarisation) d’une forme hermitienne dans le premier cas, bilinéaire dans le
second cas. Le groupe de Galois motivique est alors le groupe unitaire ou orthogonal
associé, vu comme Q-groupe réductif par restriction des scalaires a la Weil.

10.3. Variation du groupe de Galois motivique dans une famille

10.3.1. Dans une famille de variétés projectives lisses complexes, les groupes de Ga-
lois motiviques varient de maniére apparemment « chaotique ». Néanmoins, nous allons
voir que pour les fibres « suffisamment générales », ils sont maximaux et contiennent
un sous-groupe d’indice fini de la monodromie. Ce dernier fait fournit souvent un
puissant outil de calcul des groupes de Galois motiviques.

Avant d’énoncer des résultats précis, considérons le cas simple d'un pinceau non-
isotrivial de courbes clliptiques X — S. La monodromic cst alors un sous-groupe

(D5l suffit que V contienne les variétés abdliennes et Pespace total de tout schéina abélien de basc

une courbe projective lisse.
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d’indice fini de GL3(Z). Si X, est sans multiplication complexe, Guoi(X;) = GLs.
Par ailleurs, pour une infinité dénombrable de valeurs de s, X, a multiplication com-
plexe, et Gmot(Xs) est isomorphe au tore associé au corps quadratique imaginaire de
multiplication complexe.

10.3.2. Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de but une k-variété S lisse
connexe.

Soit s € S(C). On note Guono(f, s) 'adhérence de Zariski de la représentation de
monodromie (rationnelle) en s :

7T1(S(C),S) - GL(HB(XS)) = GL(H(XS, Q))
0

Sa composante neutre G, (f, s) est un groupe semi-simple [D71, 4.4].

10.3.2.1. Théoreme ([A96a, 5.2]). — Supposons k algébriqguement fermé dans C. Quz’ite
a agrandir la classe V, il existe un systéme local (I's)ses(cy de sous-groupes algébriques
réductifs de GL{Hp(X5)), tel que

a) pour tout s, GO . (f,8) est un sous-groupe normal de T,

b) pour tout s, I's contient Gmor,v(Xs),

c) pour tout s hors d’une partie maigre de S(C) (réunion dénombrable de sous-
variétés algébriques fermées de S distinetes de S), T's = Gpos 1 (Xs),

d) il existe une infinité de points s € S(k) tel que Ts = Guop1(Xs).

Hormis d), c’est une élaboration de 10.1.3.1. Pour la propriété d) (le cas difficile est
lorsque % est dénombrable), on se rameéne par spécialisation au cas oit £ = Q; on
démontre alors, a 'aide d’une version du théoréme de Hilbert due & Serre, une va-
riante de ¢) ol la propriété topologique de « maigreur » est remplacée par la propriété
arithmétique de « minceur », ¢f. [A96a, 5.2]. ’

10.3.2.2. Corollaire. — Pour tout s € S(C), Lie Gnono(f,s) est normalisée par
Guot,v(Xs), donc est lao réalisation de Betti d'un facteur direct LG, du motif
End h(X,). Ce motif LG, est une algébre de Lie dans la catégorie tannakienne M.

Pour des résultats analogues en caractéristique p, voir [A04a].

10.3.2.3. Exemple. — Calculons le groupe de Galois motivique Gt v(Y) d’une hy-
persurface « générale » dans P?” de degré fixé.

On fait bouger Y dans un pinceau de Lefschetz f : X ¢ P?* x P! - PL Y =
f7Hs) = X N (P* x {s}). La polarisation naturelle sur ¥ induit une forme sym-
plectique non dégénérée ¢ sur Hy* ' (V) & valeurs dans Q(—2n — 1) ; Gumor,v(Y) est
donc contenu dans le groupe des similitudes symplectiques Gp(v)), et la composée avec
Phomomorphisme Gp(v)) — G, est surjective.

Montrons G, v(Y) = Gp() (pour Y assez générale). Par e corollaire précédent
(¢t compte tenu du cocaractere de poids), il suffit de montrer que Lie Guiono(f, 8) =
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sp(1). Or la théorie des pinceaux de Lefschetz montre que la représentation de mo-
nodromie sur Hz*~*(Y) est irréductible, et engendrée par un nombre fini d’endomor-
phismes de la forme z + (271)"(xz, 6)d. Le résultat découle alors d’un lemme de

Kazhdan-Margulis sur les algébres de Lie symplectiques, cf. [D74a, 5.11].

10.3.3. En combinant le théoréme précédent (notamment le point d}) et 10.2.1.1,
on obtient :

10.3.3.1. Corollaire. — Si un groupe réductif donné est le groupe de Mumjford-Tate
d’une variété abélienne complexe, c’est aussi le groupe de Mumford-Tate d’une variété
abélienne définie sur Q.

Tableau synoplique

conjecture de Grothendieck
conjecture standard de type Lefschetz/C = sur le transport parallele
des cycles algébriques

conjecture de Hodge
pour les variétés abéliennes/C

conjecture de Tate
conjecture standard de type Lefschetz/F, = pour les variétés abéliennes sur
les corps finis de caractéristique p.
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CHAPITRE 11

FILTRATIONS SUR LES ANNEAUX DE CHOW
ET NILPOTENCE

Les chapitres précédents étaient dévolus aux motifs pour I’équivalence homologique
ou numérique. Nous abordons ici I’étude plus fine des motifs pour une équivalence
adéquate quelconque — des motifs de Chow notamment.

Dans ce chapitre, nous présentons trois conjectures fondamentales sur les propriétés
de « nilpotence » des anneaux de Chow. Ces conjectures admettent plusieurs inter-
prétations. Nous nous bornons ici aux aspects « géométriques », laissant les aspects
« catégoriques » pour le chapitre suivant (12.2.3), et les interprétations en termes de
motifs mixtes pour un chapitre ultérieur (21.3).

11.1. Introduction : application d’Abel-Jacobi pour les O-cycles

11.1.1. Soit X une variété projective lisse connexe de dimension d sur C. On lui
associe sa variété d’Albanese Albx, qui est une variété abélienne. A tout point x € X
est attaché un morphisme X — Albx, universel parmi les morphismes de X vers une
variété abélienne; il ne dépend de z que par une translation.

11 induit donc un homomorphisme de groupes, indépendant de z, du groupe Z4H X))o
des O-cycles de degré 0 sur X vers Albx (C). Cet homomorphisme se factorise & travers
I’équivalence rationnelle, donnant lieu & 'homomorphisme d’Abel-Jacobi

AJx : CHY(X)g — Albx{C).

Conerétement, Albx (C) = QM (X)V/(H1(X (C), Z)/tors) et 'homomorphisme d’Abel-
Jacobi est donné par la recette

]

an(a:j —z) — (w e Q(X) — an] w modulo périodes).

Le théoréme classique d’Abel-Jacobi dit que c’est un isomorphisme si X est une
courbe. Plus récemment, A. Roitman a démontré [Ro72] que AJx est un isomor-
phisme si et seulement si 'application différence

SV(X) % SY(X) — CHYX)o, mny-anh @ gy ) — > Ta— D> T,

est surjective pour N > 0, et que AJx est toujours un isomorphisme sur la torsion.
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On sait depuis longtemps que AJx n’est pas toujours un isomorphisme : D. Mum-
ford [Mum69b] a démontré en 1969 que si X est une surface avec py # 0, alors
Vapplication d’Abel-Jacobi n’est pas injective (rappelons que p, = dim H?(X, Ox), de
sorte que 'hypothese revient & dire que Z;  (X)q ne remplit pas tout H3(X)(1)).

11.1.1.1. Exemple ([GreG03]). — On prend pour X le carré dune courbe €' de genre
> 2, et on note § : C' < X Dapplication diagonale. Pour tout diviseur D sur C,
le O-cycle [(D, D)] — deg D - 4,[D] € CH*(X) est dans le noyau de AJx. Green et
Grifliths montrent qu’il n’est pas nul, pour D « assez général ».

11.1.2. Les efforts pour comprendre le noyau de AJx et son lien mystérieux avec
la partie « transcendante » de la cohomologie sont & la source des développements
esquissés dans ce chapitre. La « réciproque » du theoreme de Mumford, conjecturée
par S. Bloch, a joué un réle moteur :

11.1.2.1. Conjecture (Bloch [B175, BI80]). — Si X est une surface avec pg = 0, alors
UPhomomorphisme d’Abel-Jacobi est un isomorphisme.

11.1.2.2. Statut. — C’est vérifié si X n’est pas de type général (Bloch-Kas-Lieberman
(BIKLT76]), et pour quelques surfaces de type général.

11.1.3. Analysons cette conjecture & la lumigre des travaux de Murre sur les surfaces
4.3.4 : on a une décomposition de motifs de Chow

H(X) = &b (X) 2 1@ h' (Albx) @ h*(X) @ b1 (Pick)(—1) ® 1(—2).
Murre définit une filtration & 3 crans de CH*(X)q :
=CH’(X)o®Q, F’=KerdJx®Q, F®=0,
et montre que
F* CH*(X)q = CH?(§*(X)), Gry CH2(X) = CH2(h*(X)) = CH' (b} (Pick)),
CH' (h*(X)) & 2,1, (X) (en posant CH' (eh(X)) := CHM (k)q(1;eh(X)(r))).

L’hypothése que py = 0 se traduit par hZ, (X) = 1(=1)?, oi1 p est le rang du groupe
de Néron-Severi. On en déduit que 1{—1)* est facteur direct de h2(X). Choisissons un
supplémentaire t*(X) dans h?(X). L'image de t*(X) dans NM (k)q est donc nulle (1,
et on a

CH*(£*(X)) = F2 CH*(X)q = Ker AJx ® Q, CH'(£(X)) = 0.

Compte tenu du résultat de Roitman sur la torsion, la conclusion est que Phomomor-
phisme d’Abel-Jacobi est un isomorphisme si et seulement si t2(X) = 0.

M de méme que l'image dans My, (k)q, puisque ’équivalence numérique coincide avec I"équivalence
homologique sur la surface X.
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11.1.3.1. Remargue. — Sous la conjecture de Bloch, le motif de Chow d’une surface
avec p, = 0 serait essentiellement trivial (somme de motifs de Tate). Pourtant, il existe
des familles non constantes de telles surfaces (surfaces de Godeaux, de Campedelli,
etc.).

11.1.3.2. Exercice. — Voici une version un peu plus générale de la conjecture de Bloch
sur les surfaces : si & est une correspondance de degré 0 entre deux surfaces X et YV
qui induit un isomorphisme H2(X,0?) &2 H*(Y,Q?), alors « induit un isomorphisme
Ker AJx = Ker AJy. L'interpréter comme ci-dessus en termes de {#(X) et t*(Y)
(remarquer que Hp(t*(X)) C Hp(X) est la plus petite sous-structure de Hodge dont
le complexifié contient H2(X, Q%)).

11.2. Conjectures de Bloch-Beilinson-Murre

11.2.1. On se place de nouveau sur un corps de base k quelconque. On fixe une
cohomologie de Weil H*. Les deux conjectures suivantes postulent Pexistence d’une
filtration remarquable sur les anneaux de Chow CH*(X)q = 2},,(X)q, dans 'esprit
de Pexemple précédent. L’idée dune telle filtration remonte & Particle de Bloch [B176].
La justification philosophique, ainsi que des interprétations conjecturales, apparaissent
dans le contexte des motifs mixtes (nous y reviendrons en 14.3.5, 21.3). Nous en
verrons aussi dés le chapitre suivant une interprétation conceptuelle {12.2.2).

11.2.1.1. Conjecture (Bloch-Beilinson). — Pour tout X € P(k), |

a) les projecteurs de Kinneth w% de X relatifs a H* sont algébriques (C'(X)).

b) Pour tout entier r > 0, il eziste une fillration (F* CH"(X)q)uzo sur CH (X)q
telle que : .
i) FOCH (X)q = CH(X)q, F' CH"(X)q = Ker(CH"(X)q — Zr (X))
i) F*CH (X)q.FY CH*(X)q C FHtY CH ™ (X)q- o

iii) I est stable par image directe et image réciproque.
(Les propriétés ci-dessus impliquent que les correspondances modulo | ’équivalence ho-
mologique agissent sur les gradués Gr, CH*(X)q). |

iv) (%) iar onr (x)q = 1d 51 @ = 2r — v, 0 sinon.
v) F* CH"(X)q = 0 pour v > 0.

11.2.1.2. Conjecture (Murre). — Pour tout X € P(k),

a) les projecteurs de Kinneth m de X relatifs o H* sont algébriques (C(X)).
b) Il existe des relevés 1Ty des m & CHY™ ¥ (X x X)q tels que :
i) les I sont des idempotents orthogonauz de somme 1,
ii) 1% agit par 0 sur CH"(X)q st i > 27,
i) la filtration F¥ CH(X)q = Nis2r_, Kerlly est indépendante du choiz
des relevés ITYy,
iv) F1CH (X)q = Ker(CH'(X)q = Zim(X)a).
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11.2.1.3. Théoréme (Jannsen). — Ces conjectures sont équivalentes. En outre, les fil-
trations qu’elles postulent coincident.

Cette équivalence vaut encore si on se limite & prendre X dans une sous-catégorie
pleine V de P(k), stable par somme disjointe et produit, voir [J94, 5].

Dans la suite, nous appellerons ces conjectures les « conjectures BBM » (pour V).

11.2.1.4. Remarques

1) Sous la conjecture standard de type Lefschetz et sous les conditions i) & iv) de
11.2.1.1, on a : v) & F™ CH"(X)q = 0 < Ik agit par 0 sur CH"(X)q si i < r,
of. [794, 2.2). | - =

2) De nombreux travaux ont été consacrés aux relations subtiles entre la filtration
BBM (conjecturale) des groupes de Chow et la filtration par le coniveau des motifs
(8.1), voir par exemple [J94], [J0O, 6].

La conjecture de Murre, qui ne fait pas intervenir de fonctorialité, a d’ailleurs un
sens pour un X fixé (nous écrirons 11.2.1.2x).

11.2.1.5. Proposition (Corti-Hanamura [CHa00]). — Dans la conjecture de Murre
11.2.1.2x , il revient au méme de remplacer les points ii) ef iii) par

v) soit e un idempotent de CHY™ X (X x X)q tel que e H' (X)) = 0 pour tout i < 2r.
Alors e CH™(X) = 0.

11.2.1.6. Statut. — 11.2.1.2x i) est vrai en dimension < 2 [Mur90], pour les varié-
tés de Kuga-Sato de dimension 3 (Gordon-Hanamura-Murre), et pour des variétés
abéliennes de petite dimension, ¢f. [Mur04].

11.2.2. Pour les variétés abéliennes, la situation est la suivante (revoir aussi 4.3.3).
Soit A une variété abélienne de dimension d sur k. Notons [m] 'endomorphisme de
multiplication par m € Z sur A. Il existe alors un systéme canonique d’idempotents
orthogonaux ITy de CHY™“(4 x A)q relevant les projecteurs de Kiinneth, tels que
pour tout entier m, II%[m]* = [m]*II, = m’ - id. En outre, on a une décomposition
canonique, due 3 A. Beauville, - | ' '

| iz=rd

CH'(A)q= @ CH,(4),

ou
CH{;(4) := {a € CH"(A)q | [m]*a = m'a, Vm € Z},
et il est facile de voir que : :
ITy CH™(A)q = CH;(A).

Beauville conjecture que CH{;y(A) = 0 pour 4 > 2r. Ceci équivaut & ce que les IT%,
verifient les points ii) et iii) de la conjecture de Murre.
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Si le point iv) valait aussi, autrement dit, si A vérifiait la conjecture de Murre, on
aurait alors

i=2r—v
FYCH " (A)g = Z@ CH{;y (A)-
11.2.2.1. Remarque. — Pour une variété abélienne, la filtration BBEM de I'anneau de

Chow serait donc scindée. Des exemples simples de Beauville et C. Voisin montrent
qu’il n’en est pas de méme en général, méme si on se limite aux variétés « de type
abélien », i.e. dont le motif est dans M..(VAb(k))q.

11.3. Filtration de Saito et équivalences séparées

11.3.1. Il existe plusieurs constructions de filtrations censées coincider avec la. filtra-
tion BBM conjecturale. Voici la plus élémentaire d’entre elles, proposée par S. Saito
[sSai00]. |

Soient V une sous-catégorie pleine de P(k), stable par somme disjointe et produit,
et X € V. On procéde par récurrence : FOCH™(X)q = CH"(X)q, et

F*"1CH (X)q= Y Im(y.: F¥*CH *(Y)q — CH'(X)q),
Y,v,s

ouY € V, s € Z, et v est une correspondance de degré s de Y vers X telle que
I’homomorphisme :
X oy HY) — H (X))

induit par v soit nul.

11.3.1.1. Lemme. — La filtration de Saito vérifie les conditions 1) ¢ i) de 11.2.1.1 b).
Elle est minimale pour cette propriété. Chaque cran définit une équivalence adéquate.

Cela se vérifie directement. La difficulté des conjectures BBM pour V consiste &
montrer que la filtration de Saito est séparée (il est facile de voir qu’elle est stationnaire
a partir du cran 2r).

11.3.2. T! est donc naturel d’introduire 1'équivalence « séparante » suivante {(qui
dépend a priori de H* et de V) : soit & € CH"(X)q ; alors

@ ~sep 0 = o € [ | F¥ CH* (X)q.
v
Il est facile de voir qu'il s’agit bien d'une équivalence adéquate.
11.3.2.1. Définition. — Une équivalence adéquate ~ est séparée sur ) si
~gép 7~ ™ 7 “~hom -

Sous la conjecture standard de type Kiinneth, les conjectures BBM pour V équivalent
donc & dire que ~ .4 est séparée sur V.
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11.3.3. Dans la suite de ce paragraphe, nous supposons que les projecteurs de Kiin-
neth de tout X €V sont algébrigues. On fixe une équivalence ~ séparée sur V, et on
note comme d’habitude M. (V)q la ®-catégorie rigide pseudo-abélienne des motifs
découpés sur les objets de V, modulo Péquivalence ~.

D’apres le lemme précédent, toutes les conditions des conjectures BBM sont rem-
plies a condition de se limiter aux X € V, de remplacer CH"(X)q = Zrat(X)q par
Z..(X)q, et de prendre pour F* la filtration de Saito.

11.3.4. Voici quelques propriétés de M. (V)q pour une équivalence séparée ~.

11.3.4.1. Lemme. — La filtration de Saito sur M..(V)q(X,X) est une filtration d’al-
gebre (pour la composition des correspondances), et F'M..(V)q(X,X) est un idéal
nilpotent. :

Démonstration. — La premiére assertion découle des points ii) et iii) de 11.2.1.1, la
seconde de v). ]

11.3.4.2. Corollaire. — Deuz motifs M, M' € M..(V)q sont isomorphes si et seule-
ment st leurs images dans Myom(V)q sont isomorphes. De méme M" est facteur
direct de M si et seulement s’il en est ainsi de leurs images dans Myom(V)q.

Le lemme 11.3.4.1 entraine que F! est contenu dans le radical R de M.(V)q
(¢f. 9.3.1). On déduit 11.3.4.2 du fait que le foncteur « quotient par le radical » refléte
isomorphismes et morphismes inversibles & droite ou & gauche.

11.3.4.3. Corollaire. — Soit I1** LT, : K (X) — §24*(X){(d — 1) le morphisme in-
duit par le cup-produit itéré avec une polarisation. Si limage L}, de TI>* 'L dans
Mpom(V)q est un isomorphisme (comme le prédit la conjecture standard de type Lef-

schetz), alors 12417 est lui-méme un isomorphisme.

11.3.4.4. Corollaire. — Les conjectures BBM impliquent la conjecture de Bloch sur les
surfaces.

Démonstration. — En effet, prenons pour ) les sommes de puissances d’une surface
complexe X avec p; = 0. Reprenons les notations de 11.1.3. I s’agit de montrer que
t2(X) est nul dans M..(V)q. Comme son image est nulle dans Mpom (V)q, cela découle
du corollaire précédent. | L]

11.3.5. Supposons encore ~ séparée. Dans M..(V)q, on peut décomposer le motif
de X

h(X) =DH'(X), h(X):= Ty (h(X)).

Cette décomposition reléve la décomposition par le poids du motif homologique de X.
Elle n’est pas canonique, mais unique 3 isomorphisme prés (fait standard d’algébre
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non-commutative, compte tenu de 11.3.4.1). Cela rend raisonnable la définition sui-
vante :

11.3.5.1. Définition. — On dit qu'un motif de M. (V)q est (purement) de poids ¢ s'il
est isomorphe 4 un motif de la forme eh® T (X )(r).

Le motif homologique associé est bien siir de poids i. Par la condition 11.2.1.2 b. 1),
tout motif de M..(V)q est somme directe de motifs de divers poids.

On vérifie facilement que si M et M’ sont de poids i et j respectivement, M & M’
est de poids 7 + 7, et M"Y de poids —i. '

11.3.5.2. Proposition. — Soient M, M’ deux motifs de M..(V)q de méme poids i. Alors
M.(k)q(M, M') = Mhom(k)Q(Ma M').
Soit M un autre motif, de poids > i. Alors M..{(k)q(M,M") = 0.

Démonstration. — En utilisant le Hom interne, on se raméne au cas M =1, M’ =
eh? (X)(r), M" = &b (X)(+') avec 7" > 2r'. La premiére assertion se ramene a
montrer linjectivité de Z7(X)q — Z,.(X)q. De la condition 11.2.1.1 b.iv), il
découle que si @ € Z7,(X)q est dans F?, alors Grp(a) = 0 pour tout v. Par définition
de ~, on a donc o = 0. La seconde assertion se raméne a HTXH Zr(X Jq = 0, ce qui est
la condition 11.2.1.2 b. ii). O

11.3.5.3. Corollaire. — La filtration (croissante) par le poids des motifs modulo une
équivalence séparée est canonique.

11.3.5.4. Remarque. — Par 14, on n’entend pas, bien siir, qu’il y a une fagon canonique
de choisir les TIS™ := )7, II* — c’est déja faux pour n = 0® —, mais que si (IT'%)

est un autre systéme de projecteurs de Murre, alors (id —HIS”)IIS” = 0 pour tout n
(cf. 4.3.2.1).

Dans I'énoncé suivant, on suppose de plus que V est stable par sections hyperplanes
lisses. | |

11.3.5.5. Théoreme ([J00, 4.1] ~ séparée). — Sous la conjecture standard de type Lef-
schetz pour V, on a F¥ = (F1)¥.

Autrement dit, Uéquivalence adéquate surV définie par le cran F¥ de la filiration de
Saito n'est autre que la « somme » de ~ et de la « puissance v-iéme » de ['équivalence
homologique (somme et puissance étant entendues au sens des ®-idéaux, cf. 4.4.1).

(Det cela reviendrait & dire que les II* sont eux-mémes canoniques : T = (id ~IIS-HIst,
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11.4. Le cas d’un corps de base fini

11.4.1. Lerésultat suivant est essentiellement di a Beilinson (voir aussi [J00, 4.16]) :

11.4.1.1. Théoreme. — Si k est un corps fini Fy, ~nom est la seule équivalence adé-
quate séparée.

Démonstration. — On sait que la conjecture standard de type Kiinneth est véri-
fiée : plus précisément, 7% est un polynéme P;(Fr%) en Frobenius. Comme Frx agit
par multiplication par g" sur CH"(X), il découle de la condition 11.2.1.1 b.iv) que
Grip(F1ZT 2p(X)) = 0 pour tout v. Par définition de ~g4p, on a donc F* Zr,(X) =0

1

11.4.1.2. Corollaire. — Si k est un corps fini, les conjectures BBM et la conjeétur@

standard ~pom = ~num tmpliquent que toutes les équivalences adéquates (mon triviales)
coincident @~ = ~num.

11.4.1.3. Statut. — Les conjectures BBM sont vraies pour les 0-cycles griace & un ré-
sultat de K. Kato et S. Saito [KS83].

D’apres B. Kahn [Ka03, 1.10], elles sont vraies pour les variétés abéliennes vérifiant
la conjecture de Tate (en particulier pour les produits de courbes elliptiques). Il montre
par ailleurs que la conjonction de la conjecture ~ra3 = ~num et de la conjecture de Tate
sur un corps fini de caractéristique p implique les conjectures BBM pour tout corps
de caractéristique p [Kal].

11.5. Comnjecture de nilpotence de Voevodsky

11.5.1. Elle concerne I"équivalence de smash-nilpotence, vue en 3.2. Voici quelques
compléments.

11.5.1.1. Lemme (Voevodsky ; Kimura). — L’idéal des correspondances ~gny 0 dans
CH™ (X x X)q est un nil-idéal, et chacun de ses éléments est contenu dans un idéal
nilpotent.

Démonstration. — Pour tous f,go,...,gm € CH*(X x X)q, goo fogio---0 fogn
se calcule en composant g, ® f® -+ ® f ® go avec la permutation cyclique des 2m + 1
facteurs, et en appliquant p., oltp: X x -+- x X — X x X est la projection sur les
deux facteurs extrémes. Cette composée est donc nulle si f&™ = (. L

Par le méme argument que pour 11.3.4.2, on a

11.5.1.2. Corollaire. — Deux motifs de Chow M, M’ sont isomorphes si et seulement
st leurs images dans Mgnn(k)q sont isomorphes. De méme, M' est facteur direct
de M si et seulement s’il en est ainsi de leurs images dans Mgnit(k)q.-
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11.5.2. La conjecture suivante apparait dans [Vo95].
11.5.2.1. Conjecture (Voevodsky). —  ~gnil = ~num-

Comme ~gnj est plus fine que ~pom, cette conjecture implique la conjecture stan-
dard ~hom z ~pum (POur toute cohomologie de Weil).

11.5.2.2. Remarque. — Pour tout X € P(k) ayant mémes nombres de Betti que P",
on a ho(X) = ho(P™) si ~=r~pom OU ~pum. On ignore s'il en est de méme pour
toute équivalence adéquate, méme pour les surfaces (n = 2). Cela découlerait de
la conjecture de Voevodsky (et dans le cas des surfaces, de la conjecture de Bloch
11.1.2.1).

11.5.2.3. Statut. — La conjecture de nilpotence de Voevodsky vaut pour CH" (X)q si
r =d ou < 1, en vertu de 3.2.4.1 et du théoréme de Matsusaka 3.2.7 (pour r = 0 c’est
trivial). Elle est donc vraie sur les surfaces.

Par le méme argument que pour 11.3.4.4, en remplagant Me,(k)q par Mgni(k)q,
sa validité pour le carré d’une surface X impliquerait la conjecture de Bloch 11.1.2.1
pour X.

11.5.3. Lien entre conjectures BBM et conjecture de nilpotence

11.5.3.1. Théoreme (O’Sullivan). — Supposons vraie la conjecture standard Nhom;

~pum (Pour une cohomologie classique fizée H* ). Alors ~gnil est une égquivalence
séparée si et seulement $1 ~gnil = ~num-

En particulier, les conjectures BBM impliquent la conjecture de nilpotence de Voe-
vodsky.
Démonstration. — Le point & démontrer est que si o € F 1Z§ép (X), alors il existe
m > 0 tel que a®™ ~gp 0. On interpréte o comme morphisme 1 — beep (X)(r). Par
11.2.1.2 b. i), on a un relévement hgep (X) = &5 gép(X) dans Mep(k)q de la décom-
position suivant les poids (dans Mpom(k)q). Raisonnant composante par composante,
on peut supposer o : 1 — b (X)(r) pour i convenable. Par 11.2.1.2 b. ii), on peut
méme supposer < 2r (sinon a = 0).

On raisonne par récurrence sur la dimension d de X (le cas d = 0 étant trivial). On
‘?
peut par ailleurs supposer k infini. On a supposé la conjecture standard ~nom = ~num,

done la conjecture standard de type Lefschetz. Cela implique (par Lefschetz fort) que
bi A X)(r) = f)ig;i (X)(d — i+ r), et (par Lefschetz faible) que pour toute section
hyperplane lisse Y de X, hi__(X) est facteur direct de i (Y) si ¢ < d. Par le
corollaire 11.3.4.2, on a les mémes propriétés au niveau des motifs modulo ~g,. Cela

permet de supposer 7 < d, et méme i = d. Donc r > d/2. Distinguons trois cas.

— Sir =d/2, on déduit de la premiére assertion de 11.3.5.2 que o ~ggp 0.
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— Sir={(d+1)/2, d est impair. Soit m le d-itme nombre de Betti de X augmenté
de 1. Alors la puissance symétrique m-ieme de b (X) est nulle. Donc celle de I)gép(X )
Pest aussi par 11.3.4.2. Comme o®™ : 1 — (h%_(X))®™ est invariant par permutation
des facteurs b, (X), on en déduit que a®™ ~gqp 0.

- Sir > (d+ 1)/2, on applique le lemme suivant (Kleiman-Nori-Jannsen [J0O,
4.8]) : Si k est infini, et si v > d/2, il existe une section hyperplane lisse 1 : Y — X
et € CH Y (Y)q tel que o = 1.5.

Comme 7 > (d+ 1)/2, on a H*~*(Y)(r — 1) 2 H*(X)(r) par Lefschetz faible, et

on conclut que 8 € F!'CH™ '(Y)q. Par récurrence, on a donc %™ = 0 pour m
convenable, d’olt a®" ~gg, 0. O

11.5.4. Universalité des motifs numériques. — Reprenons la problématique
de 4.2.4, ot 'on considérait des quadruplets (7,1, (trx }, cy) et un foncteur monoidal

H:PE)® — T

soumis a certains axiomes. Dans loc. cit., 7 était seulement supposée rigide, et la
catégorie 7 universelle était CHM (k)q.

Considérons maintenant le cas ott 7 est comme en 7.1.1 de la forme A- Gr (catégorie
des objets Z-gradués d’une catégorie tannakienne A sur un corps de caractéristique
nulle K, munie de twists de Tate ® K(r).4). On suppose que 1(1) s’envoie ® K(1)4
placé en degré —2. La conjecture de Voevodsky(® implique que la catégorie A uni-
verselle est alors NM (k)q. En effet, H se factorise & travers CHM (k)q, et il est clair
que I'idéal ®+/0 de CHM (k)q s’envoie sur 0 dans la catégorie tannakienne 7. Ainsi le
foncteur canonique CHM (k)q — NM (k)q-Gr de passage modulo ’équivalence numé-
rique, en tenant compte des poids, apparalt comme la réalisation enrichie universelle
des motifs purs (sous la conjecture de Voevodsky).

(3)qui implique la conjecture des signes.
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CHAPITRE 12

STRUCTURE DE LA CATEGORIE DES MOTIFS PURS
POUR UNE EQUIVALENCE ADEQUATE QUELCONQUE

D’apres Jannsen, la catégorie des motifs numériques est abélienne semi-simple.
Que peut-on dire de la structure de la catégorie des motifs pour d’autres équivalences
adéquates, notamment pour I’éguivalence rationnelle 7

Ces catégories n’étant plus abéliennes en général, il faut des outils catégoriques
appropriés pour étudier la question, abordée dans [Ki04], [AKO02a], [O’S]. I’analyse
la plus poussée est due a P. O’Sullivan.

Le lecteur trouvera dans [A04c] un exposé plus développé de ces questions.

12.1. Catégories de Kimura-0O’Sullivan

12.1.1. Cette notion a été introduite indépendamment dans [AK02a, 9.1.16] (sous
le nom de « catégorie de Kimura », suite au travail de S. Kimura [Ki04]), et dans
[0’S] (sous le nom de « catégorie semi-positive »).

Soit F un corps de caractéristique nulle.

12.1.1.1. Définition. — Une catégorie de Kimura-O’Sullivan sur F est une ®-catégorie
rigide 7 sur F' = End(1), pseudo-abélienne, et telle que tout objet M de 7 se décom-
poseen M+ @ M~ ou A"M*T = 8" M~ =0 pour n > 0.

Les symboles S™ et A™ désignent bien entendu les puissances symétriques et exté-
rieures (cf. 2.2.2.2).

12.1.1.2, Exemple. — Toute catégorie tannakienne sur F' est de Kimura-O’Sullivan.
En particulier, sous la conjecture des signes, NM (V)q est de ce type, donc
aussi NM(V)q. Cest d’ailleurs aussi le cas des ®-catégories rigides Mpom(V)q
et Muyom (V)Q .

12.1.2. La conjecture suivante a été proposée par Kimura et O’Suihvan indépen-
damment P'un de autre, au milieu des années 90 : -
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12.1.2.1. Conjecture (Kimura, O’Sullivan). — Pour toute équivalence adéquate ~,
M..(k)q est une catégorie de Kimura-O’Sullivan.

La motivation de Kimura venait principalement de 1'étude du noyau de ’application
d’Abel-Jacobi sur les O-cycles. La pertinence de la conjecture dans ce domaine est
illustrée par le résultat suivant :

12.1.2.2. Théoréme (Kimura [Ki04], Guletskii, Pedrini [GuP03])

Soit X une surface compleze projective lisse avec py = 0. Les énoncés suivants sont
équivalents : '

1) X wvérifie la conjecture de Bloch 11.1.2.1,

it} « la» composante §2(X) du motif de Chow de X (cf. 4.3.4) vérifie.

AR (X) = 0,

iii) la ®-catégorie rigide pseudo-abélienne des motifs de Chow engendrée par h(X)
est de Kimura-O’Sullivan.

12.1.2.3. Statut. — La conjecture est connue pour les motifs « de type abélien », en
particulier les courbes. Plus précisément, rappelons (4.3.3) que M. (VAb(k))q désigne
la plus petite sous-catégorie pleine de M..(k)q contenant les motifs d’Artin et les iR
des variétés abéliennes, et stable par isomorphisme, sommes et facteurs directs, &, et
passage au dual. C’est une catégorie de Kimura-O’Sullivan (comme ’ont remarqué ces
deux auteurs). Le point — cf. 12.1.3 — est qu’on peut prendre pour ®-générateurs
les motifs d’Artin (leur carré extérieur est nul) et les h de variétés abéliennes (leurs
puissances symétriques assez grandes sont nulles d’aprés Shermenev, cf. 4.3.3).

12.1.3. Quelques propriétés des catégories de Kimura-O’Sullivan. — Nous
renvoyons & [AKO02a] ou [A04c] pour une étude détaillée des catégories de Kimura-
O’Sullivan. Nous nous contenterons d’en mentionner ici quelques propriétés saillantes.

En voici une trés utile : que 7 soit de Kimura-O’Sullivan se teste sur des ®-
générateurs, i.e. sur des objets X, tels que 7 est la plus petite sous-catégorie de T
contenant ces objets, stable par sommes et facteurs directs, par ®, et par passage au
dual [AK02a, 9.1.4].

Etant donné une ®-catégorie rigide T, on reprend les notations R (pour le radical
de Kelly), N (pour le plus grand ®-idéal distinct de 7), %0 (pour le ®-idéal des
morphismes dont une puissance tensorielle est nulle).

Appelons fantéme tout objet de 7 non nul qui devient nul dans T /N

12.1.3.1. Exemple. — Le motif t*(X) introduit dans la discussion 11.1.3 de la conjec-
ture de Bloch est soit nul (et dans ce cas la conjecture est vraie pour X ), soit un motif
fantome (si la conjecture est fausse). -
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12.1.3.2. Lemme. — Une ®-catégorie rigide qui vérifie R = N ne posséde aucun objet
fantome.

En effet, le foncteur 7~ 7 /R est toujours conservatif, i.e. reflete les isomor-
phismes. : ]

On a présenté en 9.3.1 la notion de catégorie semi-primaire. Rappelons que le quo-
tient d’une catégorie semi-primaire pseudo-abélienne par son radical est une catégorie
abélienne semi-simple [AK02a, 2.3].

12.1.3.3. Théoréeme ([AKO2a, 9.2.2]). — Toute catégorie de Kimura-O’Sullivan est
semi-primaire et vérifie R = N, i.e. le radical est un ®-idéal.

12.1.3.4, Corollaire. — Dans une telle catégorie T, le quotient T /N est une catégorie
abélienne semi-simple et le @-foncteur T — T /N est conservatif.

Les exemple, lemme et théoréme précédents mis bout a bout « expliquent » I'im-
plication iii) = i) dans le théoréme 12.1.2.2. En fait la conjecture de Bloch pour X
découlerait de ce que le radical d’'une (quelconque) ®-catégorie rigide de motifs de
Chow contenant §(X) est un ®-idéal.

Par ailleurs, le théoréme précédent montre que la conjecture de Kimura-0O’Sullivan
entrainerait que M., (k)q est une catégorie semi-primaire de radical R égal au ®@-idéal
des correspondances ~pnum 0, et on en déduirait que le foncteur plein de projection
M..(k)q — Mx(k)q est surjectif, pour toute équivalence ~ moins fine que ~ (reléve-
ment des idempotents modulo N en de vrais idempotents).

12.1.3.5. Remarque. — Si ~ est séparée, R vérifie une propriété de nilpotence beau-
coup plus forte que celle impliquée par la semi-primarité : pour tout M € M. (k)q,
on a non seulement (R(M,M))" =0, mais RN(M, M) =0 pour N > 0.

12.1.4. Une decomposmon M = M* & M~ comme celle considérée en 12.1. 1.1
n’est pas unique en general il peut exister des morphlsmes non nuls entre M 7T et
M~ . De fait, dans une catégorie de Kimura-O’Sullivan 7, de telles décompositions ne
proviennent pas en général d’'une Z /2-graduation de 7.

En revanche, on montre que de telles décompositions sont uniques modulo ©+/0,
de sorte que 7 /%0 (et a fortiori T /N) admet une Z/2-graduation, bien définie &
isomorphisme pres. Si l’'on modifie la contrainte de commutativité suivant la regle des
signes de Koszul, le quotient 7 /N devient une categorle tannakienne [AK02a, 9.2.2;
16].

12.1.5. Catégories de Voevodsky. — La définition suivante est motivée par la
conjecture 11.5.2.1 :

12.1.5.1. De’ﬁnitibn. — Une catégorie de Voevodsky sur F est une ®-catégorie rigide
7 sur F' = End(1), pseudo-abélienne, et telle que ®+/0=N. : ‘
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12.1.5.2. Exemple. — Une catégorie tannakienne est de Voevodsky si et seulement si
elle est semi-simple.

L’argument du lemme 11.5.1.1 montre que ®+/0 C R (voir aussi [AKO02a, 7.4]).
Il en découle qu'une catégorie de Voevodsky vérifie R = A, donc n’a pas d’objet
fantéme par le lemme précédent.

12.1.5.3. Théoréme

1) [AKO02a, 9.2] Une catégorie de Voevodsky est de Kimura-O’Sullivan si el seule-
ment si il en est de méme de son quotient par N. |

2) [0’S] Une catégorie de Kimura-O’Sullivan est de Voevodsky si el seulement si
tout ®-foncteur H : T — sVeck se factorise par N.

Pour 1), le point est l'existence de relévements d’idempotents ‘modulo M en de
vrais idempotents, et la non-existence d’objet fantome : on peut alors relever une
décomposition M = Mt oM ou APMT = S"M = 0 pour n > 0, en une
décomposition analogue de M.

Pour 2), il est clair que tout ®-foncteur H : 7 — sVecxk se factorise par ®./0, donc
par A si 7 est de Voevodsky. La réciproque réclame une étude plus approfondie des
catégories de Kimura-O’Sullivan. Nous 'esquissons ci-dessous (12.2.4).

12.1.6. Irréductibilité de 1 et conservativité des réalisations. — Nous pas-
sons maintenant & la question de P'irréductibilité de objet unité 1.

12.1.6.1. Exercices

1) Construire une catégorie de Kimura-O’Sullivan telle que 1 ne soit pas irré-
ductible (considérer par exemple la catégorie des fibrés vectoriels sur un F-schema
projectif géométriquement connexe non réduit au point).

2) Montrer que 1 est irréductible si et seulement si c’est un objet artinien.

12.1.6.2. Lemme. — Dans toute catégorie de Voevodsky, 1 est irréductible.

Démonstration. — Soit u : U < 1 un monomorphisme. Si l'image de u dans 7 /N
admet, un inverse a droite, u lui-méme admet un inverse a droite puisque End(1) = F,
et il en découle que le monomorphlsme u est un 1somorphlsme Sinon, l'image de u
dans 7 /N est nulle, et il découle de la condition /0 = N que u®" = 0 pour n
convenable. Factorisant u®" = u o (u®! @ 1y), on a (u® 1 @ 1y) = 0 puisque u
est un monomorphisme, d’ott ©u®?~! = 0 et on conclut par récurrence que u = 0, d’ou
U=0. O

La question de lirréductibilité de 1 est ouverte pour la catégorie des motifs purs
M..(k)r modulo toute équivalence adéquate ~ au moins aussi fine que Péquivalence
homologique. Voici une illustration de 'importance de cette question :
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12.1.6.3. Proposition. — Soit H* une cohomologie de Weil, et soit ~ une équivalence
adéquate au moins aussi fine que I’équivalence homologique (par exemple, Uéquivalence
rationnelle). On suppose que 1 € Myom(k)q est irréductible. Alors sur toute catégorie
de Kimura-O’Sullivan T formée de motifs pour [équivalence ~, la réalisation H* est
un foncteur conservatif.

En particulier, si M et IV deux motifs annulés par de grandes puissances extérieures
ou symétriques, et si f est un morphlsme de M vers N tel que H(f) est bijectif, alors
f est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres 12.1.3.3, le « passage au numérique » est conservatif
sur 7 : pour montrer que f € M..(k)p{M,N) est un isomorphisme, il suffit de mon-
trer que son image foum dans My, (k) r Vest. On peut donc supposer que ~ = ~pom,
de sorte que ®/0 = 0. La décomposition « en pair et impair» M = M+ @& M,
N = N7* @& N~ est alors unique, et respectée par f: f = f+ @ f~. On suppose H(f)
bijectif, donc H(f*) et H(f™) bijectifs. Posons ry = dim H(M™*) = dim H(N™),
r_ =dim H(M~) = dim H(N "), et considérons le motif de rang un

U=AN+MT@S8-M" & (AN+*NtgsS-N7)V.

Alors f induit un morphisme g : U — 1, et ce dernier est un monomorphisme puis-
qu’il en est de méme de son image par le foncteur fidéle H. Puisque 1 est supposé
irréductible, on obtient que g est un isomorphisme, et il en est alors de méme de son
image gnum dans Mpun(k)r. Comme Mpum (k) est semi-simple, fuum est somme di-
recte d’un isomorphisme et d’un morphisme nul, et il est facile de conclure que « gyum
isomorphisme = f,um, isomorphisme ». ‘ [

En appliquant la proposition précédente & ~pom (pour une cohomologie de Weil
fixée), on obtient le résultat suivant, qui raffine 5.4.1.5 :

12.1.6.4. Corollaire. —— Sous la conjecture des signes, et si 1 € Myom(k)q est irréduc-
tible, alors la réalisation des motifs homologiques est conservative.

12.1.6.5. Exercice. — Montrer que l’irréductibﬂité de 1 € Myom(k)q, jointe & la
conjecture standard de type Kiinneth, implique la conjecture standard de type
Lefschetz.

La conjecture de nilpotence 11.5.2.1 prédit que la catégorie des motifs M. (k)q
pour toute équivalence adéquate ~ est une catégorie de Voevodsky. Compte tenu de
ce qu’elle implique la conjecture standard ~pom Z ~num, donc la conjecture standard

de type Kiinneth, on peut appliquer 12.1.5.3 1) vig 12.1.1.2 1).
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En vertu de ce qui précede, on conclut que :

12.1.6.6. Théoréme. — La conjecture de nilpotence de Voevodsky implique la conjecture
de Kimura-O’Sullivan, ainsi que irréductibilité de 1 € M. .(k)q pour tout équivalence
adéquate ~.

A fortiori, elle implique la conservativité de toutes les réalisations des motifs de
Chow 1), O

La conjecture de Kimura-O’Sullivan n’implique pas & elle seule la conservativité
des réalisations des motifs de Chow. En revanche, combinée & 'une quelconque des
conjectures de plénitude des réalisations enrichies 7.1.7, “elle implique cette conserva-
tivité. En se rappelant qu’un foncteur plein conservatif est « essentiellement injectif »,
c’est-a-dire injectif sur les classes d’isomorphismes d’objets, on obtient, en reprenant
les notations de 7.1.1 :

12.1.6.7. Proposition. — On suppose la conjecture de Kimura-O’Sullivan. Soit H :
CHM (k) — A-Gr une réalisation enrichie des motifs de Chow. Si H} est un fonc-
teur plein, il est essentiellement injectif. £

12.2. Lien entre motifs de Chow et groupes de Galois motiviques (apergu
de la théorie de O’Sullivan)

12.2.1. O’Sullivan a donné une remarquable description géométrique des catégories
de Kimura-O’Sullivan (JO’S], voir aussi [A04c] pour une esquisse de preuve).

Soit 7 une telle catégorie. Alors 7 = T /N est une ®-catégorie rigide abélienne
semi-simple (qui devient tannakienne aprés un changement de la contrainte de com-
mutativité). On peut y faire un peu de « géométrie algébrique affine », comme dans
(D90, 7]. :

O'Sullivan démontre Pexistence d’un « schéma affine » T dans Ind 7 telle que T soit
®@-équivalente & la catégorie des « fibrés vectoriels » sur 7. Il donne un dictionnaire
entre propriétés de 7 et propriétés de T. Par exemple, les idéaux de O(T") corres-
pondent aux ®-idéaux de 7 (cette correspondance préserve produit et inclusion). En
particulier, O(T') est augmentée, et I'idéal d’augmentation correspond & N,

12.2.2. Appliqué aux motifs, ce résultat catégorique fournit une réponse frappante
A la question du lien entre motifs de Chow et groupes de Galois motiviques, comme
suit.

Pour simplifier, supposons a1a fois la conjecture standard ~pom = ~num (pour une
cohomologie classique fixée A coefficients dans un corps I de caractéristique nulle), et

(Dcet énoncé équivaut & la conservativité de Mrat(k)q — Mnom(k)q pour toute cohomologie de
Weil H — qui découle simplement de 11.5.1.1 — jointe & la conservativité de la H-réalisation sur
?

Mhiom (k) — qu'on peut aussi déduire de ~pom = ~num;, ¢f. 5.4.1.5, plutét que vig 12.1.6.2,12.1.6.3.
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la conjecture de Kimura-O’Sullivan (%), Alors H* définit un foncteur fibre sur NM (k) p,
qui est donc équivalente & ReppGmot,k, oUt le F-groupe pro-réductif Guetr est le
groupe de Galois motivique pur absolu attaché & H*. De maniére équivalente, mais
sans changer la contrainte de commutativité :

NM(]C)F = RepF (Gmot,k: — id).

12.2.2.1. Théoréme (O’Sullivan). — [ existe

~ un super Gmet k-schéma affine T' = Spec O(T) (O(T') étant une algébre colimite
d’objets de Repp (Gmot,k, — id) ), vérifiant O(T)Gmotak =F,

— un point fermé 0 € T fize sous Gmot k, €t

— une équivalence CHM (k)p = Vee(T; Got,k, —id) entre motifs de Chow et
super-fibrés vectoriels Gt k-équivariants (pour 'lesquels laction de —id définit la
parité),

tels que le carré suivant commute

CHM (k)p —— Vec(T; Gmot,k, — id)

C(,L’H.J/ l fibre en 0

NM (k) —— Rep o (Grmony, —id).

En outre, tout objet de Vec(T'; Grotk, —id) est déterminé a isomorphisme prés par
sa fibre en 0 (vue comme super-représentation de Gmot k).

12.2.3. Ainsi tout énonceé sur les motifs de Chow se raméne en principe d des énon-
cés sur les motifs numériques. Comprendre la catégorie CHM (k)r revient alors a
comprendre d'une part le groupe de (Galois motivique pur absolu, et d’autre part la
Ind-représentation O(T) de ce groupe (bien définie par les propriétés formulées dans
le théoreme).

Exemple : les équikraiences adéquates sont en bijection avec les idéaux de O(T).
Mieux ([O’S], voir aussi [AO4c]) :

~ la conjecture de Voevodsky équivaut & dire que I'idéal d’augmentation de O(T)
(défini par 0) est un nil-idéal; autrement dit, 7' est un super-schéma ponctuel (infini-
tésimal).

— les conjectures BBM équivalent a dire que l'idéal d’augmentation de O(T") est de
poids > 0. En outre, la graduation par le poids scinde la filtration par les puissances
de cet idéal.

(Zon pourrait bien entendu s’en dispenser en se limitant & des catégories CHM (V)q convenables on
elles sont vérifiées. On pourrait d’autre part se dispenser de la conjecture ~pom = ~num €N prenant
pour H un foncteur fibre abstrait sur NM (k).
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12.2.4. Le point 2) du théoréme 12.1.5.3 se comprend ainsi : les noyaux des ®-
foncteurs H : T — sVecx & valeurs dans les super-espaces vectoriels correspondent
exactement aux idéaux premiers de O(T"). Comme en algébre commutative usuelle,
leur intersection est le nilradical de O(T'), qui correspond exactement au ®-idéal ®./0
de T. Ainsi ®v0 = N si et seulement si tout H se factorise par A/, Par conséquent,
dans le cas des motifs :

12.2.4.1. Corollaire (O’Sullivan). — La conjecture de Voevodsky équivaut & la congec-

ture de Kimura-0'Sullivan jointe & la forme forte suivante de-la conjecture standord

~hom Z ~onum - tout @-foncteur H : CHM (k)q — sVeck se factorise a travers ’équi-

valence numérique (pour un corps K quelconque de caractéristique nulle).

Cet énoncé met en évidence une analogie entre la conjecture de nilpotence de
Voevodsky et le théoréme de nilpotence de Devinatz-Hopkins-Smith en topologie al-
gébrique, c¢f. [Hop87].

Tableau synoptique

Interprétation de O’Sullivan :

conjecture de Kimura-O’Sullivan == existence de T'

[

conjecture de nilpotence de Voevodsky == T est ponctuel (infinitésimal)

|

conjectures de Bloch-Beilinson-Murre I'idéal d’augmentation de T

. 7 = .
+ conjecture standard ~hom = ~pum est de poids > 0.

conjecture de Kimura-O’Sullivan
+ irréductibilité de 1nom
conservativité des réalisations
des motifs de Chow

conjecture de nilpotence de Voevodsky =
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CHAPITRE 13

MOTIFS PURS VIRTUELS ATTACHES AUX
k-VARIETES (TRANSITION VERS LA MIXITE)

Serre et Grothendieck ont proposé d’associer & toute k-variété, non nécessairement
lisse ni projective, un « motif pur virtuel » par un procédé de découpage en morceaux,
3 I'aide de la résolution des singularités (lorsque cark = 0). Gillet et Soulé, puis
Guillen et Navarro-Aznar, ont montré que cette construction est bien définie, i.e. ne
dépend pas du découpage choisi.

Cette construction permet d’associer & toute k-variété une « fonction zéta » & coel-
ficients motiviques. La question de leur rationalité est intimement liée aux conjectures
discutées au chapitre précédent.

13.1. Le jeu de Boole des k-variétés

13.1.1. Soit Var(k) la catégorie des k-variétés, i.e. des schémas réduits, de type fini,
séparés sur k. Soit Q(k) la sous-catégorie des variétés quasi-projectives lisses.

Notons Ko(Var(k)) (resp. Ko(Q(k))) le quotient du groupe abélien libre sur les
classes d’isomorphismes [X] d’objets de Var(k) (resp. Q(k)) par le sous-groupe en-
gendré par les éléments de la forme [X] — [U] — [Z] si X = U][Z avec Z fermé
dans X, et U louvert complémentaire. On définit de méme Ko(P(k)), X = Ullz
désignant alors une somme disjointe dans P(k). Le produit cartésien des variétés fait
de ces groupes Ky des anneaux commutatifs.

Comme on peut toujours trouver une partition de X € Var(k) en sous-variétés
localement fermées quasi-projectives lisses, I’homomorphisme d’anneaux canonique

Ko(Q(k)) — Ko(Var(k))

est un épimorphisme (et méme un isomorphisme, comme on voit facilement).

Si cark = 0, le théoreme de Hironaka permet d’écrire chaque U € Q(k) comme
différence X ~ Z, ot X est projective lisse et Z est un diviseur & crolsements nor-
maux stricts dans X. On a alors Iéquation [U] = S_(—=1)"[X!"] dans Ko(Q(k)), olt
X7} désigne la normalisation du squelette de codimension r de la stratification de X
associée au bord Z. On en déduit que Phomomorphisme d’anneaux canonique

Ko(P(k)) — Ko(Q(K))
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est un épimorphisme. Son noyau a ét€ determiné par F. Bittner a 'aide du théoreme dit
de « factorisation faible » (factorisation des applications birationnelles en éclatements
et contractions) de Wlodarczyk et al. [AKMWO02] :

13.1.1.1. Théoréme ([Bi04]). — Supposons cark = 0. Le noyeu de l'épimorphisme
canonique Ko(P(k)) — Ko{Var(k)) est le groupe abélien engendré par les classes
[X] - [X] = [E) +[Z] ot Z est un fermé lisse de X € P(k), X Uéclaté de X en Z,
et F le diviseur exceptionnel.

13.1.1.2. Remarque. — On trouve dans [BB03] plusieurs ensembles canoniques remar-
quables de générateurs d'une localisation convenable du groupe Ko Var(Q)), indexés
par des graphes finis.

13.2. Le motif virtuel d’une k-variété

13.2.1. Soit F' un anneau commutatif (en pratique Z ou Q), et soit ~ une équiva-
lence adéquate sur les cycles algébriques & coefficients dans F'. Notons Ko(M..(k)r)
le quotient du groupe abélien libre sur les classes d’isomorphisme [M] d’objets de
M. (k)F par le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [M] — [M'] — [M"]
avece M =2 M' e M".

Soit =~ une autre équivalence adéquate, moins fine que ~. Si le foncteur canonique
M..(k)r — Mx(k)p est conservatif et essentiellement surjectif, I’homomorphisme
induit Ko{(M(k)r) — Ko(Mx~(k)p) est un isomorphisme.

Cela arrive par exemple si ' = Q, pour le couple d’équivalences (~yat, ~@nil)
(11.5.1.2) (et a fortiori pour le couple (~yat, ~alg) d'apres 3.2.4.1).

Cela arrive aussi pour le couple (~, ~pum) si M. (k)q est une catégorie de Kimura-
O’Sullivan (cf. 12.1.3.3). Sous la conjecture de¢ Kimura-O’Sullivan (¢f. 12.1.2.1) — et
a foftz'om' sous la conjecture de nilpotence de Voevodsky —, cela arriverait en fait
pour le couple (~rat, ~pum), de sorte que Ko(M..(k)q) serait indépendant de ~ ; il
s’ensuivrait que [M] =0 € Ko(M~(k)q)) = M =0¢€ M. (k)q.

13.2.1.1. Lemme. — Supposons que F' soit wun corps et que le foncteur cano-
nique M. (k)q — NM(k)q soit conservatif et essentiellement surjectif. Alors
Ko(M.(k)q) = Ko(NM(k)q), et deux objets de M.(k)q sont isomorphes si et
seulement si ils ont méme classe dans Ko(M.(k)q).

D’apres ce qui précede, il suffit de voir qﬁe deux motifs numériques ayant meéme
classe dans Ko(NM (k)q) sont isomorphes, ce qui découle de la semi-simplicité de
NM(k)q. . | O

13.2.2. Le foncteur naturel f : P(k)°? — M. {(k)r induit un homomorphisme de
groupes Ko(P(k)) — Ko(M..(k)r). Le théoréme de Gillet-Soulé et Guillen-Navarro-
Aznar dit que si cark = 0, cet homomorphisme se factorise & travers Ko( Var(k)).
Ces auteurs le prouvaient & laide de techniques homotopiques, mais on peut aussi
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désormais le considérer comme un corollaire direct du théoréme de Bittner (avec les
notations de ce théoréme, on a en effet la relation [H(X)] — [H(X)] — [6(E)] + [5(Z)]
dans K(](MNU{J)F)) :

13.2.2.1. Corollaire. — Supposons car k = 0. Il existe un unique homomorphisme d’an-
neaux de Grothendieck

Xe  Ko(Var(k)) — Ko(M~(k)r)
tel que x=(1X]) = [H(X)] pour tout X € P(k).
On a par exemple ¥ ([AL]) = [1(~1)].

Le corollaire 13.2.2.1 pei‘met d’utiliser les découpages en morceaux pour démontrer
I’égalité des classes de deux motifs dans Ko(M..(k)r), et méme l'isomorphie de deux
motifs sous Phypothése du lemme 13.2.1.1.

13.2.2.2. Exercice. — Si X — § est une fibration localement triviale pour la topologie
de Zariski, de fibre Y, avec X, S,Y € P (k). Alors h(X) = §{(Y)@b(S) dans NM*T (k)q.

L’homomorphisme x; avait déja été envisagé par Grothendieck en 19641, Le
résultat de Gillet-Soulé [GS96] et Guillen-Navarro-Aznar [GNa02] est en fait bien
plus précis que le corollaire ci-dessus, qui oublie complétement les morphismes dans
Var(k) : ces auteurs attachent & toute variété — de maniére contravariante pour les
morphismes propres — un complexe borné de motifs de Chow bien défini & homotopie
pres.

13.3. Fonctions zéta motiviques

13.3.1. Sik est un corps fini, la fonction « nombre de k-points » s'étend sans ambages
en un homomorphisme d’anneaux Ko( Var(k)) — Z. On en déduit que la fonction zéta
s'étend en un homomorphisme de groupes Z(—, T) : Ko Var(k)) — (1+Z[[T]])*. On a
d’ailleurs

Z(X,T) =1+ |X(k)|T+|S*(X) k)| T%+ -
ott les S™ désignent les puissances symétriques?). Ce qui suggere de poser, en suivant
M. Kapranov [Kap],

Zvar(X,T) = 14 [X]T + [S*(X)] T + -+ € (1+ Ko(Var(k)[T))"

pour tout corps k et toute k-variété quasi-projective X.

(D« ... La question générale qui se pose est alors de savoir ce que l’on peut dire sur cet homo-
morphisme, est-il trés loin d’étre bijectif? [...] Je ne me hasarde & aucune conjecture générale sur
Phomomorphisme plus haut, j'espére simplement par des considérations heuristiques de ce genre finir
par arriver & une construction effective de la catégorie des motifs, ce qui me semble un point essentiel
de mon “long-run program”. » ¢f. [GroS02, p. 174] ‘

(2)bien définies si X est quasi-projective, et plus généralement si tout ensemble fini de points de X

est contenu dans un ouvert affine.
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En vertu de la stratification SY(X) = [[, ... 5™(Z) x SYX — Z), on vérifie
immédiatement que Zv.-(X,T) s’étend en un homomorphisme de groupes

Zvar(—,T) : Ko(Var(k)) — (1 + Ko(Var(k){[T])",

ce qui permet de donner sens par découpage & Zy,-(X,T) pour une k-variété X
quelconque.
On a la formule [LL, 3.3]

ZVCM"([X][AILT) - ZVaT(X7 [Al] 'T) .

13.3.1.1. Exemple. — Par la théorie des fonctions symétriques, S™(P') s’identifie & P".
Par découpage, [P"] = Y ¢[A'}7, d’ol

1 - o 1
ZVa'r(]P) aT) “‘Z[P ]T _ (1_T)(1_[A1]T) .

13.3.1.2. Proposition (Kapranov). — Pour toute courbe X, Zvy,(X,T) est rationnelle.
Dans le cas projectif lisse, Zvur(X,TY(1 —T)(1 - [AY]T) est un polynéme de degré
< 2g (ou g est la somme des genres des composantes de X ).

Démonstration (d’aprés [LL], en supposant pour simplifier que k = k)

Par découpage, on se rameéne au cas ot X est projective lisse connexe. On fixe
un point-base zg. Comme dans la preuve du théoréme de nilpotence de Voevodsky
(3.2.4.1), on utilise alors le fait que le morphisme X™ — J(X) vers la jacobienne donné
par (x1,...,%n) > [21]+ -+ [2n] —nlzo] se factorise & travers S™(X) et fait de celui-
ci un fibré projectif de rang n — g sur J(X), pourvu que n = 2¢g — 1. Le complément
de I'immersion S™(X) — S™T1(X) donnée par z1 + - + &y, — To +T1 + -+ Tn
s’interpréte alors comme fibré vectoriel de rang n + 1 — g sur J(X), et on en déduit,
par découpage, que [S™TH(X)] — [S™(X)] = [X]|AY)"T1 79, d’ou Dassertion. O

Kapranov a posé le probléme de la rationalité de Zy,,-(X,T") pour une k-variété X
quelcongue. Il n’en est rien : comme 'ont montré M. Larsen et V. Lunts [LLO03, LL],
Zvar (X, T) est déja irrationnelle pour tout produit de deux courbes de genre non nul.

13.3.2. Par ailleurs, on peut définir, pour tout corps k et pour tout motif M €
M..(k)q & coefficients rationnels, la série

Zuot(M,T) =1+ [M|T + [S*(M)]T* + - € (1 + Ko(M~(k)Q)T]])"
ot S™(M) désigne le facteur direct de M®™ invariant sous I'action du groupe symé-
trique &,,. BEn vertu de la décomposition SY{(M @& N) =2 ,_, 4 ST (M) ®S™(N), on
vérific immédiatement que Zpgo (M, T) s’étend en un homomorphisme de groupes

ZMmg(—,T) : I{()(A/[N(AI)Q) — (1 + [(U(]‘L/_[,.u(]w)Q)[[T}]))r

On a la formule

ZMUL(A/[(T‘), T) = Z]V[mg(ﬂ/[, {1(7)] . T)
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En supposant de nouveau &k de caractéristique nulle, on montre que x2'([S™(X)]) =
S™(B(X)) [dBNa98], d’ou 'on tire la formule

X;J © ZV&"F(_aT) - ZMO?f(_rT) © X;'

13.3.2.1. Remarque. — 1’homomorphisme Ky{Var(k)) — Z qui étend la fonction
« nombre de k-points » se factorise a travers Ko(M.(k)q) pour n'importe quelle
équivalence adéquate ~ (cf. e.g. [KI70Db]), donc on peut retrouver la fonction zéta
originelle par spécialisation de la fonction zéta motivique.

13.3.3. On peut alors se poser le probléme de la rationalité de Zpo:(M,T) (qui
échappe aux contre-exemples de Larsen-Lunts). Ce probléme est directement lié & la
conjecture de Kimura-O’Sullivan exposée au chapitre précédent :

13.3.3.1. Proposition. — Si M..(k)q est une catégorie de Kimura-O’Sullivan'®, alors

pour tout M € M (k)q, Zmo:(M,T) = % ot P,Q € Ko(M.(k)Q)[T].

Démonstration. — Supposons que M = Mt & M~ avec A" MT = S M~ = 0. Il est
clair que Zpo:(M ™, T) est de la forme 1 + TP(T) ou P est un polynéme de degré
< m et de coefficient constant égal & M ™. Pour Zp.:(M™,T), on utilise la formule

suivante : 1

' + no__
2SO = s a T
et le dénominateur est de la forme 1 + TQ(7) ou @ est un polyndme de degré
< m et de coefficient constant —M™. Pour justifier cette formule, on peut invoquer
le fait, vu plus haut, que si M..(k)q est une catégorie de Kimura-O’Sullivan, alors
Ko(M(k)q) = Ko(NM(k)q); et que la sous-®-catégorie rigide NM ™ (k)q des motifs
numériques de poids pair est tannakienne semi-simple, et méme neutre, cf. 9.3.3.3.
Ainsi Ko{NM"*(k)q) coincide avec I'anneau des représentations d’un schéma en
groupes pro-réductif, et la formule en question est bien connue dans ce cadre. [l

Nous laissons au lecteur le plaisir de spéculer sur d’éventuelles équations fonction-
nelles...

(3)c’est donc le cas si pOour ~ = rvpom O ~pum Si les projecteurs de Kiinneth pairs sont algébriques
(par exemple, si k est un corps fini).
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CHAPITRE 14

POURQUOI DES MOTIFS MIXTES?

Du point de vue motivique, le passage des variétés projectives lisses aux varié-
tés non nécessairement projectives ni lisses s'accompagne de phénoménes nouveaux
d’eztensions non triviales. La notion fondamentale de poids apparait non plus comme
une graduation, mais sous forme d’une filtration non scindée en général. La construc-
tion de motifs virtuels vue au chapitre précédent s’aveére insuffisante : les extensions
sont perdues (sans parler des morphismes!). Il y a lieu de mettre en place une théo-
rie des motifs mixtes, espérant que les Ext produits rendent compte de nombreux
invariants géométriques et arithmétiques intéressants.

Dans ce chapitre introductif, nous esquissons la philosophie de la mixité {due prin-
cipalement & P. Deligne), et I'idée de cohomologie motivique (due & A. Beilinson ef
S. Lichtenbaum), ainsi que le fil conducteur de la théorie de V. Voevodsky des motifs
mixtes. Il ne s’agit pas d’une reconstruction historique de la naissance de la théorie,
et les notions qui y apparaissent seront détaillées dans les chapitres ultérieurs.

14.1. La filtration par le poids

14.1.1. Nous avons vu dans la partie précédente (7.1, 5.1.2, 11.3.5) jouer la notion de
« poids » dans divers contextes. En théorie de Hodge, c’est simplement la graduation
totale associée & la bigraduation de Hodge; en théorie cristalline ou dans le cadre
des représentations Z-adiques, elle est liée aux valeurs absolues d’endomorphismes de
Frobenius [D74a].

Les cohomologies classiques des variétés projectives lisses sont munies en ces sens
respectifs d'une graduation par le poids. La partie de poids i n’est autre (vie la
conjecture de Weil prouvée par Deligne, dans le cadre £-adique) que le H®. Au moins
conjecturalement, cette graduation provient d’une graduation au niveau des motifs.

14.1.2. Dans lc cas d'une variété non nécessairement projective ni lisse, la notion
de poids subsiste, mais sculement sous la forme d’une filtration croissante, notée W,
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D71, D74b, D74c, D80a]. Considérons I'exemple élémentaire du complémentaire
U=X~{z,y}

de deux points k-rationnels dans une courbe projective lisse X sur le corps k. La suite
exacte de cohomologie

0 — HY(X) — H'U) — H({z,y})(—-1) — H*(X) — H*U) =0
induit la suite exacte courte
0 — HYX)(1) — H'(U)1) — 1 —0

ott HY(X)(1) = W_1 (HY(U)(1)) est purement de poids —1, et 1, engendré par |z]—[y],
est purement de poids 0. \"

Un scindage de cette suite exacte est donc donné par un morphisme 1 — A HXH)
entre structures de poids différents. Tant dans le cadre des structures de Hodge mixtes
(si H = Hp}) que dans celui des représentations de Gal(k/k) (si H = Hy, en supposant
k de type fini sur son sous-corps premier), on montre qu'un tel scindage existe si et
seulement si [z] — [y] € J(X)(k) est un point de torsion dans la jacobienne J{X),
¢f. [389, 1L9](). Cela n’arrive donc pas toujours (sauf si k est un corps fini), et la
présence d’extensions non triviales sera la caractéristique la plus visible des théories
de motifs mixtes. | '

14.1.3. On doit & Deligne la premiére construction d’un « bout » de théorie motivique
mixte [D74b, 10] : & toute k-variété X de dimension < 1 est attaché son 1-motif, noté
hi(X), qui consiste en la donnée d’un homomorphisme de k-groupes

A—G

d’un réseau étale® A vers une k-variété semi-abélienne®® @ (si X est une courbe pro-
jective lisse, A = 0 et G = J(X)). A tout I-motif sont attachées diverses réalisations.

Quitte & tensoriser les morphismes avec Q (ou bien a modifier un peu la défini-
tion, ¢f. [BRS03]), les 1-motifs forment une catégorie abélienne, et la filtration par
le poids est une filtration par des sous-motifs (les poids sont -2,-1,0); Grgv et
Gr'",(~1) correspondent & des motifs d’Artin. Si X est une courbe projective lisse, on
a Bxt (1,71 (X)) = J(X)(k) ® Q dans cette catégorie abélienne, ce qui « explique »
le phénomeéne de 14.1.2.

(Dplutdt quunc courbe, on aurait pu prendre pour X n’importe quelle variété projective lisse de
dimension d > 0, en remplagant H'(X)(1) par H??~1(X)(d) et I'image dans la jacobienne par
I’homomorphisine d’Abel-Jacobi AJx introduit en 11.1.7.

(2 autrement dit, d'un résean muni d’une action finie de Gal(k/k).

B autrement dit, une extension d’une variété abélienne par un tore.
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14.2. Des motifs purs aux motifs mixtes

14.2.1. Comme nous I'avons vu dans la partie précédente (voir 1.2.3, 4.2.5, 11.5.4),
la théorie des motifs purs sur un corps met en jeu des foncteurs

H*=> H':Pk)® — A

de la catégorie des variétés projectives lisses vers une ®-catégorie A, disons abélienne,
munis d'une action des correspondances de Chow, et qui vérifient, entre autres,

V(X,Y) € (Pk)?, H*XUY)=H(X)eH*(Y), H*(XxY)=H"(X)®H*(Y).

14.2.2. La théorie des motifs mixtes cherche a généraliser cette approche a la ca-
tégorie L(k) des k-variétés lisses toute entiere (voire a toutes les k-variétés). Si l'on
tente d’imiter 'approche précédente en étudiant les foncteurs

H*: L(k)® — A

vérifiant les mémes propriétés, on se rend vite compte qu’il « manque » certains
axiomes qui ne peuvent s’exprimer lorsqu’on se restreint aux variétés projectives lisses :
par exemple, les foncteurs H* qu’on rencontre « naturellement » ont souvent la pro-
priété d’« invariance par homotopie algébrique », c’est-a-dire que ’homomorphisme
H*(X) — H*(X x A')
induit par la projection est un isomorphisme ; de méme, étant donné un recouvrement
de X € L({k) par deux ouverts U et V on s’attend & ce que le diagramme de Mayer-
Vietoris :
H* (X)) — H*U)s H* (V) — H*(UnNYV)

soit exact, et se prolonge méme en la suite exacte longue

o HHUNY) — HY(X) — HY(U)H (V) — HY(UNV) — HH(X) - ...
Vouloir intégrer toutes les k-variétés dans ce paysage conduit d’ailleurs

— & souhaiter une variante & supports compacts H* (contravariante pour les mor-
‘phismes propres), duale de H* dans le cas lisse,

— & privilégier le point de vue homologique par rapport au point de vue cohomo-
logique, donc a s’intéresser plutét & des foncteurs H. (et une variante « a la Borel-
Moore ») vérifiant des axiomes duaux.

14.2.3. A.Suslin et V. Voevodsky ont mis Paccent sur une autre structure : la fonc-
torialité de H* ou H, eu égard aux morphismes « multivalués », c’est-a-dire 'action
des correspondances finies. Suslin s’inspirait du théoréme de Dold-Thom en topologie
algébrique que nous rappelons maintenant.

Soit X un espace topologique, et pour chaque entier n = 0, désignons par S™(X)
le quotient de X™ par Paction du groupe symétrique &,,. Le monoide commutatif
libre engendré par X est la somme disjointe 1,505™(X) muni de la loi interne de
concaténation. Le groupe abélien libre Z[X] sur X s’obtient en ajoutant les opposés.
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Rappelons par ailleurs que 7, (Y, y) désigne le n-éme groupe d’homotopie d’un espace
topologique Y au point y € Y, et que H,(X;Z) désigne le n-éme groupe d’homologie
singuliere & coefficients dans Z de 'espace X. Le théoréme de Dold-Thom s’énonce
alors ainsi [DoTh56] :

pour tout C.W.-compleze™® X, il existe un isomorphisme canonique

(4] X]) =2 H (X, Z).

Suslin observe que puisque la construction S™(—) garde un sens dans la catégorie des
variétés quasi-projectives, on peut définir 'analogue algébrique du monoide commu-
tatif librement engendré par X, et finalement, a 1’aide des simplexes algébriques

A" = Speck[To,...,Tn]/(T0+'--+Tn- 1)

définir ’analogue algébrique du membre de gauche de ’isomorphisme de Dold-Thom
[Su, SuVo96]. Ces groupes d’homologie de Suslin sont munis, tautologiquement,
d’une action des correspondances finies : toute correspondance finie (effective) de
degré n de X vers Y définit un morphisme X — S™(Y'), qui induit, via les morphismes
SM(S™(Y)) — 5™™(Y), un homomorphisme de degré zéro sur 'homologie de Suslin
H (X)) — HY).

Cette homologie des variétés algébriques a joué un réle moteur dans la mise en
place de la théorie motivique mixte de Voevodsky.

14.2.4. Pour revenir au point initial de 14.2.2, on est conduit a s’intéresser aux
foncteurs

H* : L(k)P — A

(ot A est une certaine ®-catégorie abélienne®) munis d’une action des correspon-
dances finies entre k-variétés lisses, invariants par homotopie, et vérifiant la formule
de Kiinneth et la suite exacte longue de Mayer-Vietoris. On obtient ainsi la notion de
cohomologie de Weil mizte. Toute cohomologie de Weil mixte définit par restriction
aux k-variétés projectives lisses une cohomologie de Weil au sens de la partie L (5):
Réciproquement, on constate que les cohomologies de Weil pures « classiques » sont
obtenues par restriction d’une cohomologie de Weil mixte.

On peut alors chercher la catégorie abélienne universelle but d'un tel foncteur H*.
Cette hypothétique catégorie abélienne MM (k) des motifs miztes sur k n’est pas

véritablement construite & ’heure actuelle (voir chapitre 21), bien que 'on dispose

(e, espace topologique admettant une décomposition cellulaire, par exemple unc variété compacte
avee ou sans bord.

B nous avons vu au paragraphe précédent des situations dans lesquelles on est aux prises avec des
suites exactes non scindées, de sorte qu’il n'est pas raisonnable d’imposer que A soit semi-simple.
(6)]e point ¢lé est que Paction des correspondances finics jointes A Uinvariance par homotopie impligue
Paction des correspondances de degré 0 lorsqu’on s¢ restreint & P(k), ¢f. chapitre 18 ci-dessous.
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d’un yoga tres précis la concernant (en particulier, ses objets semi-simples ne seraient
autres que les motifs purs de Grothendieck pour I’équivalence numérique).

14.2.5. En fait, comme I'avait suggéré Deligne dans les années 80, il s’avére plus
facile de construire la catégorie triangulée D*(MM (k)) que la catégorie abélienne
MM (k) elle-méme.

Selon ce point de vue, les cohomologies de Weil mixtes (ou plutdt les homologies
correspondantes) devraient provenir de certains types de « foncteurs fibres triangulés »
H : D — A partant d'une ®-catégorie friangulée D ; celle-ci devrait étre but d’un
foncteur _

M:L(k)— D
duquel devrait se déduire le foncteur H, initial”. En quelque sorte, la catégorie trian-
gulée des molifs miztes devrait étre la catégorie D (munie du foncteur M) universelle.

Les axiomes que doit vérifier cette catégorie s’obtiennent en dualisant ceux des
cohomologies de Weil mixtes. Le foncteur M doit étre muni de action des corres-
pondances finies, doit vérifier 'invariance par homotopie algébrique, la formule de
Kiinneth M(X) ® M(Y) = M(X xY), et Pon réinterpréte la suite exacte longue de
Mayer-Vietoris comme l'existence d'un triangle exact de la forme

MUNV)— MU)e M(V) — M(X) — M{UNV)[1]

C’est grosso modo la voie empruntée par Voevodsky, celle que nous nous proposons de
décrire dans la suite. L’un des avantages de cette approche est que la construction de
la catégorie triangulée de Voevodsky est, comme nous verrons, tout a fait élémentaire
(chapitres 15 & 17).

Il existe d’autres approches, notamment celles de M. Levine [Le98| et de
M. Hanamura [Ha95, Ha, Ha99, Ha00], dont nous ne parlerons guére®). Dans
ces deux approches, les morphismes sont construits & partir des « groupes de Chow
supérieurs » que S. Bloch avait introduit peu avant les groupes d’homologie de Suslin
(|B186]), et qui ont aussi joué un réle moteur dans la mise en place de la théorie
motivique mixte; ce sont les groupes d’homologie d'un complexe béti sur le sous-
groupe des Z*(X x A™) engendré par les cycles coupant proprement toutes les faces
(cf 18.5.2).

14.3. L’idée de cohomologie motivique

14.3.1. La philosophie de la mixité a abouti au développement de vastes théories
des « coefficients (cohomologiques) mixtes » sur une base quelconque (disons lisse

(Tvoir le chapitre 21.

(&) dans [Le98, V1.2.5.5], Levine montre que sa catégorie et celle de Voevodsky sont équivalentes. Dans
[Ha00], Hanamura compare sa catégorie aux deux précédentes ® Q. Citons enfin aussi I’approche
de M. Rost [Ros96], que F. Déglise [Deg03] compare précisément 3 celle de Voevodsky.
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sur un corps k pour simplifier) : coefficients f-adiques mixtes, faisceaux pervers et
modules de Hodge et, récemment, coefficients syntomiques p-adiques. Ces coefficients
sont ou devraient étre, aux restrictions d’usage pres, stables sous les « six opérations
de Grothendieck » : f*, f., ', fi, “®, RHom.

Cles théories produisent des cohomologies « absolues » (*) H, (X, %), distinctes des
cohomologies « géométriques » de type Weil mixte, mais liées & ces derniéres par le
biais d’une suite spectrale du type

ED? = ExtP(1, HY(X)(r)) = HPY(X,r),

abs

olt Ext est calculé dans la catégorie de coefficients mixtes considérée.

14.3.2. Une premiere percée conceptuelle vers une théorie motivique mixte a eu lieu
au milieu des années 80. i

A la fin d’un article trés influent [Be87], A. Beilinson esquisse un vaste progra,mme
conjectural, ol est postulée une théorie des « coefficients motiviques » vérifiant un for-
malisme analogue a celui des coefficients cohomologiques mixtes. Pour tout X € £(k),
les coefficients motiviques seraient objets de la catégorie dérivée d'une ®-catégorie abé-
lienne MM (X) de faisceaux Zariski particuliers sur X, les « faisceaux motiviques ».
En particulier, si p : X — Spec k désigne le morphisme structural, on aurait un objet
h(X) := Rp.Z € D(MM(Speck)), et des h*(X) := R'p.Z € MM (k) := MM (Speck)
(on aurait aussi des objets 1(r) € MM (k), avec 1(—1) = h*(P1)).

Ces « faisceaux motiviques » seraient munis d’une filtration par le poids (du moins
apres ® Q), & gradués semi-simples; si X est projective, ces h*(X) s'identifieraient
aux motifs de Grothendieck numériques h*(X) de la premiere partie (ceux-ci et leurs
facteurs directs s’identifieraient d’ailleurs aux objets semi-simples de MM (k)q). Les
« coefficients motiviques » devraient étre reliés aux coeflicients mixtes par divers types
de foncteurs exacts, appelés « réalisations ».

14.3.3. Beilinson conjecture 'existence de coefficients mot1v1ques Z(r) (complexes
de faisceaux Zariski sur £(k)) vérifiant

Z(0) = Z, Z(1) 2 Gp[-1], Z(r) 2 Z1)"® (r>2).
et définit la cohomologie motivique (10) par M, (X, Z(r)).
De méme qu’en topologie algébrique, la cohomologie singuliere est lide & la K-
théorie topologique par le biais de la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch qui dégénére

rationnellement, Beilinson postule que la cohomologie motivique est liée & la K-théorie
algébrique de Quillen par le biais d’une suite spectrale naturelle en X

Eg,q HZar (X Z( )) - KMP*Q(X)

9 cohomologie étale continue, cohomologie de Hodge absolue, cohomologie syntomique... ¢f. [J89].
(10 cette idée de cohomologie motivique a aussi été lancée par Lichtenbaum, mais avec la topologie
étale plutét que la topologie de Zariski. '
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qui dégénere en Fa ®Q — ce qui détermine la cohomologie motivique rationnellement.
Il conjecture en outre (et entre autres) que

HZ4, (X, Z(r)) = CH"(X)

Zar
tandis que
v (Speck, Z(r)) = KM(k) (K-théorie de Milnor).
Enfin, la cohomologie motivique devrait étre reliée aux cohomologies absolues wvia
divers « régulateurs ».

14.3.4. Une partie substantielle de ce programme a d’ores et déja été réalisée, du
moins si car k = 0. La ®-catégorie triangulée DM ., (k) de Voevodsky (ou celle, équi-
valente, de Levine) est un substitut pour D(MM (k)). Les Z(r) = Z(1)®" ont été
construits, et la cohomologie motivique se calcule en termes de 'image H(X) (contra-
variante('!)) de X dans. DM g (k) :

?:Zra,r(Xv Z(T)) = HomDMgm(k) (17 I](X)(T) {?‘])
Bien plus, toutes les propriétés attendues énumérées en 14.3.3 ont désormais été éta-
blies(12).

14.3.5. Au-dela, disposer de MM (k) et du formalisme de 14.3.1 aurait des retombées
considérables méme sur le monde des motifs purs. On aurait la suite spectrale de
Beilinson

B = Exth g (1,5H(X)(r)) = Hompam ) (1, 5(X) (r)[p + q]).

Si X est projective, on aurait h(X)q = ® h*(X)q[—i] (c¢f. [D94]), et cette suite spec-
trale dégénererait en Fy @ Q.
Or pour i = 2r, aboutissement coincide, d’apres ce qui précede, avec

HZ (X,Z(r)) ® Q = CH"(X)q.

Zar
La filtration induite sur les groupes de Chow serait celle postulée dans la conjecture de
Bloch-Beilinson vue en 11.2.1.1, et la dégénérescence de la suite spectrale de Beilinson
et les propriétés précédentes impliqueraient en fait cette conjecture et la formule

Gr' CH"(X)q = Exctlp 6y (1,57 (X)(r) @ Q.

Cet argument heuristique via les motifs mixtes demeure jusqu’a présent, semble-t-il,
la justification la plus naturelle et la plus convaincante des conjectures BBM.

Gl)l’approche de Voevodsky étant covariante, comme nous verrons, Je h(X) que nous considérons ici
est le dual de son M(X).

(12) pous renvoyons par ailleurs & [Ka97] pour une description du réle éminent joué par la cohomologie
motivique (et sa variante étale) dans la démonstration de la conjecture de Milnor [Vo03].
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CHAPITRE 15

LE FORMALISME ELEMENTAIRE
DES MORPHISMES MULTIVALUES

Dans ce chapitre préliminaire, nous traitons de la notion de correspondance finie et
introduisons les complexes de Suslin, avatars en géométrie algébrique des complexes
de chaines simpliciales de la topologie algébrique.

15.1. Correspondances finies entre variétés lisses et transferts

On rappelle que £(k) désigne la catégorie des k-schémas lisses de type fini, appelés
simplement k-variétés lisses dans la suite.

15.1.1. On se propose de linéariser la catégorie £(k) en Iui rajoutant des morphismes
« multivalués » correspondant aux revétements ramifiés.

15.1.1.1. Définition. — Soient X,Y € L(k). Une correspondance finie de X vers ¥
(ou : entre X et Y) est une combinaison Z-linéaire de sous-schémas fermés integres
Z C X x Y pour lesquels la projection Z — X est un morphisme fini qui domine une
composante connexe de X.

Il est parfois commode de penser aux correspondances finies comme & des 0-cycles
sur Y paramétrés par X. Elles forment un sous-groupe abélien de ZdmX (X xY)
notéM) ¢(X,Y).

Si X =[], X; est la décomposition de X en ses composantes connexes (irréductibles
puisque X est lisse), on voit que c(X,Y) s’identifie au groupe &; ¢(X;,Y). On peut
done toujours se ramener au cas oll X est irréductible, ce que nous ferons ci-dessous.
Un morphisme fini et dominant Z — X est alors automatiquement surjectif a fibres
finies, 4.e. un revétement fini (ramifié). Cette propriété est stable par image inverse.

Par exemple, tout morphisme f : X — Y définit une correspondance finie de X
vers Y : on regarde le graphe de f comme un élément de ¢(X,Y).

(D e'est 1a notation de [VoOOb.
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15.1.2. On peut imaginer une correspondance finie donnée par Z C X x Y comme
un « morphisme multivalué » de X vers Y de la facon suivante. Soit € X un point
fermé. 1.’image réciproque de x par le morphisme fini Z — X est un 0-cycle Xyn4-24
sur Z et I'image de z par notre correspondance finie est le O-cycle Xong.pro(za)
sur Y, pry, désignant le morphisme évident Z — Y. On peut aussi considérer que
le « morphisme multivalué » de X vers Y défini par Z est le composé de pr, par le
« morphisme multivalué » X — Z, r — ¥,ny.2q, appelé transfert.

15.1.3. En voici une description trés concréte, en supposant provisoirement ¥ quasi-
projective. Soit n := [k(Z) : k(X)] le degré du morphisme fini dominant Z — X (on
suppose X irréductible). Considérons l'action du groupe symétrique &, sur le X-
schéma Z X x -+ X x Z par permutation des n facteurs et le X-schéma fini quotient
noté S™(Z|X). La correspondance z — YaNn .2 définit un morphisme 7% : X SN
S§7(Z|X), et en composant avec le morphisme S™(Z|X) — S™(Y) induit par f, on
obtient le morphisme X — S™(Y) qui correspond au transfert(?).

15.1.4. Pour un morphisme de k-variétés lisses f: Y — Y et Z C X x Y comme
ci-dessus, notons Z' C X x Y’ I'adhérence de I'image par le morphisme Idx xf :
X xY — X x Y’ du point générique de Z. Puisque le composé Z — Z' — X est un
revétement fini, on en déduit que Z — Z’ est un revétement fini, et le théoreme de
Chevalley®) permet de conclure que Z’ — X est un revétement fini. On obtient ainsi
un homomorphisme « image directe »

foie(X,Y) — (X, Y).

Donnons-nous ensuite un morphisme g : X’ — X entre k-schémas lisseset Z C X XY
comme ci-dessus, de degré n sur X. On définit ¢g*(Z) € ¢(X',Y) comme le cycle
image réciproque de Z C X x Y par le morphisme X’ x Y — X x Y induit par g -
g HZ) = Z xx X' est fini sur X’ et le domine, et D’intersection est propre au sens de
[Se57]. On obtient ainsi un homomorphisme « image inverse »

g e(X,)Y) — (X', Y).

15.2. Une construction de Suslin-Voevodsky

15.2.1. On suppose Y quasi-projective lisse sur k. L’ensemble de morphismes
Morg (X, [[,,505™(Y)) devient un monoide commutatif grace aux morphismes
S™MY) x 8™(Y) — S™"™(Y), induits par passage au quotient gréce a l'inclusion
G, X 6,, C B,.1,. Finalement cette construction induit, pour tout X € L(k), un
homomorphisme ,
¥ e(X,Y) — Morg(X, [ 1,50 S™(¥Y )T

(Pexposant T désignant le groupe obtenu & partir du monoide).

(Don prendra garde au fait que S™(Y) est qua.si—pfo jective mais non lisse en général.
(3)si Z est un schéma affine et Z — Z’ un revétement fini, alors Z’ est affine.
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Dans [SuVo096], A. Suslin et V. Voevodsky montrent que cet homomorphisme in-
duit toujours un isomorphisme

o(X,Y) @ Z[1/p] — More(X, [ 1,50 S™(Y))" ® Z[1/p],

p désignant ’exposant caractéristique de k. En particulier ¢ lui-méme est toujours un
monomorphisme (et méme un isomorphisme en caractéristique 0).
« L’inverse » de ¥ se construit ainsi. Soit n un entier > 0. Le morphisme

Y x S"HY) — S™(Y)
considéré ci-dessus s’identifie au morphisme
Y xS Y)=Y"/B,.q —»Y"/B, = 5"(Y)
(le groupe &,,_; C &, laissant fixe le premiei" facteur) et est donc un revétement fini
dedegrén. Si f : X — S™(Y') est un morphisme, le produit fibré X x gn(y) (Y"/&,1)
est un revétement fini de X (par la premiére projection) de degré n et s’identifie & un
sous-schéma fermé de X x Y (car le morphisme évident ¥ x S" 1Y) — ¥V x S*(Y)
est bien une immersion fermée). Cette construction définit un homomorphisme de
groupes
Mory (X, [ 1,50 ST YNt — e(X,Y)

qui est un inverse de 9, aprés inversion de 'exposant caractéristique de k.

15.2.1.1. Exemple. — On obtient en particulier un homomorphisme de monoides
Mor (X, [ 1,50 S™(P")) — (X, P).

Pour X = P7, on obtient une correspondance finie u € c(P?,P!) correspondant &
I'isomorphisme P 22 $?(P1). Pour n > 1, c’est la correspondance finie définie par
le sous-schéma fermé inteégre P*~! x P! C P* x P! dont la projection sur P™ est le
revétement fini (de degré n) P! x P! = §»—1(p1) x P! — S7(P1) = P~

15.2.1.2. Remarque. — Dans le situation de 15.1.4, si ¥ est quasi-projective, on peut
aussi construire ¢g*(Z) comme suit = goit X — S™(Y) le morphisme (transfert) qui
correspond & Z par le procédé ci-dessus. Alors le composé X' — X — S™(Y) est dans
Pimage de injection 9 : ¢(X’,Y) C Morg (X', [ 1,50 S™(Y))™, c’est 0(g"(2)).

15.3. La catégorie cL(k)

15.3.1. Soient X,Y,Z trois k-variétés lisses, et soient o € ¢(X,Y) et 8 € e(Y, Z).
Les deux cycles a1g := (priv?)*(a) et Bog := (pry £ 2)* () sur X x Y x Z se coupent
proprement car intersection de leurs supports respectifs est revétement fini d’'une

composante connexe de X. Soit on2.f023 leur intersection au sens de Serre [Se57).

L’image directe (pr{%?).(a12.523) de ce cycle est alors un élément bien défini

o 6 & C(Xl,Xg)

qu’'on appelle le composé de a et de 3.
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La catégorie cL{k) des correspondances finies entre k-variétés lisses est construite
comme suit® : les objets de c£L(k) sont ceux de L£(k) et les morphismes sont définis
par

cLB)(X,Y) :=e(X,Y).

15.3.2. On dispose du foncteur évident £({k) — c¢L(k), X + [X] qui est 'identité sur
les objets et qui & un morphisme de variétés lisses f : X — Y associe la correspondance
finie [f] € ¢(X,Y) somme des composantes irréductibles du graphe I'y C X x Y.

La catégorie cL(k) est additive ; [X]|®[Y] = [XIIY]. Elle est munie d’une structure
canonique de ®-catégorie ® : cL{k) x cL(k) — cL(k), (X,Y) — X]®[Y] = [X x Y]
de telle sorte que le foncteur X — [X] est un ®-foncteur.

15.3.2.1. Exemple. — La catégorie AM(k)z des correspondances finies entre k-
variétés lisses de dimension 0 est, par définition, la sous-catégorie pleine de ¢L(k)
dont les objets sont les variétés de dimension O (c’est une version entitre de la
catégorie des motifs d’Artin AM (k)q).

Une cldture séparable k& de k étant fixée, on sait par la théorie de Galois que le
foncteur X + X (k) induit une équivalence entre la catégorie des k-variétés lisses de
dimension 0 et celle des ensembles finis munis d’une action continue du groupe profini
Gal(k/k). Si X et Y sont deux k-variétés lisses de dimension 0, le groupe ¢(X,Y) est
donc le groupe abélien libre sur les points du schéma X x Y = Gal(k/k)\(X (k) x Y (k))
des orbites sous Gal(k/k) du produit X (k) x Y (k).

Supposons que X = Spec &’ soit le spectre d’une extension finie {(séparable) de k, si
bien que I'on peut écrire X (k) = Gal(k/k)/H avec H le groupe de Galois absolu de k',
Le quotient Gal(k/k)\(X (%) x Y (k)) s’identifie alors au quotient H\Y (k) et dans ce
cas ¢(X,Y) = Z[H\Y (k)] s’identifie via Visomorphisme Z[Y (k)] = Z[H\Y (k)] au
groupe des homomorphismes H-équivariants de Z[X (k)] vers Z[Y (k)]. Par 1, AM (k)z
est équivalente & la catégorie dont les objets sont les ensembles finis munis d’une
action continue de H et dont les morphismes de S vers 7" sont les homomorphismes
H-équivariants de Z[S] vers Z[T'], elle-méme équivalente & celle des Gal{k/k)-modules
de permutation, c’est-a-dire celle des Gal(k/k)-modules discrets qui admettent comme
Z-module une base finie stable sous action de Gal(k/k).

15.4. Homologie de Suslin
15.4.1. Soit n un entier > 0. On pose
A" := Speck[Ty, T1,..., Tn]/(To+---+Th — 1)

et on Uappelle le n-éme simplexe standard.

(Delle est notée SmCor(k) dans [VoOODb] et Cory, dans [MVW].
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Bien siir, A™ est isomorphe & l'espace affine A", mais il n’y a pas (ou plutdt trop 7)
d’isomorphisme canonique : il faut choisir un élément i € {0,...,n} pour identifier
klTo, ..., Tnl/(To+ -+ Tn — 1) a Panneau de polyndmes & n indéterminées. L’inté-
rét des A™ tient au fait que mis ensemble, ils possédent une structure cosimpliciale
canonique.

On désigne usuellement par A la catégorie ayant pour objets les ensembles ordonnés
n = {0,...,n} et pour morphismes les applications croissantes (au sens large). Un
objet cosimplicial (resp. simplicial) d’une catégorie C est un foncteur

A* A —C, nr— A" (resp. A, : A°® — C, n+— A,).

15.4.2. La structure d’objet cosimplicial sur les A” se définit ainsi. Soit ¢ :n — m
une application croissante. L’homomorphisme de k-algébres

K[To, ., Tl /(0 T — 1) — k[T, .. T/ (S T = 1), Tiv— Y. Ty
| {ilo(F)=1}
donne, en passant aux spectres
Ag) : A" — A™

et 'on vérifie aisément que 'on obtient ainsi une k-variété lisse cosimpliciale A*®, donc
aussi un objet cosimplicial de eL(k).

Pour tout X € cL(k), la régle n — ¢(A™, X) définit par suite un groupe abélien
simplicial dont on note C,.{X}(k) le complexe associé (qu’on peut voir comme groupe
des O-cycles sur X paramétrés par la k-variété lisse cosimpliciale A®). Les groupes
d’homologie de ce complexe, notés HF (X), sont les groupes d’homologie introduits
par Suslin [Su, SuVo96].

15.4.3. Plus généralement, la régle (Y € L(k), n) — c(Y x A", X) définit un préfais-
ceau simplicial sur £(k) dont on note C, (X) le complexe de chaines associé (concentré
en degrés positifs). Si on préfere, on peut le transformer en un complexe de cochalhes
C*(X) (concentré en degrés négatifs) par la regle habituelle C™"(X) = C (X).
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CHAPITRE 16

MOTIFS MIXTES DE VOEVODSKY

Nous définissons suivant [Vo0Ob], en termes de correspondances finies, la catégorie
triangulée des motifs mixtes effectifs sur un corps.

16.1. Complexes dans cL(k)

16.1.1. On note C4(cL(k)) la catégorie des complexes de chaines™™ bornés 3 coeffi-
cients dans ¢£(k). Un objet C, de cette catégorie est donc un diagramme dans c£(k)

s Oy s Oy —— -

tel que le composé de deux morphismes consécutifs est nul, et tel que C,, = 0 si In|
est suffisamment grand. Les morphismes C,, — C,_; dans un tel complexe seront
souvent notés simplement 8. Un morphisme‘ de complexes C, — D, est bien siir un
diagramme commutatif. :

On note C.[i] le décalé de C, de i crans vers la gauche, 0 étant multipliée par
(=1)" : (Culil)n = Crs.

On dispose sur le groupe abélien des morphismes C, — D, de la relation d’homo-
topie qui est une relation d’équivalence : deux morphismes de complexes f+ et g. sont
dits homotopes s'il existe pour chaque entier n € Z un morphisme hy, : C,, — Dpi1
tel que o Ay + Ap100 = ge — fu.

Comme la composition des morphismes de complexes respecte la relation d’homo-
topie, on peut définir la catégorie H®(cL(k)) des complexes bornés de la catégorie des
correspondances finies entre variétés lisses & homotopie pres. Clest une catégorie ad-
ditive, la somme de deux complexes se calculant degré par degré. La ®-structure sur

(Dles complexes sont indexés « de facon homologique » ¢’est-a-dire avec une différentielle de degré —1;
on passe librement de cette convention a la convention cohomologique (différentielle de degré +1) en
définissant le complexe de cochaines C* : C— " = (.
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cL(k) induit une ®-structure sur C2(cL(k)) et sur H®(cL(k)) par la formule habituelle

(C.®Dn= @ Cp®D, Hz®y)=ad()®y+(—1)**Pzcay)
pta=n

16.1.1.1. Exemple. — L’exemple 15.3.2.1 montre que la sous-catégorie pleine de
HP(cL(k)) dont les termes des objets sont de dimension 0 s’identifie & la catégorie
des complexes bornés & homotopie prés de Gal(k/k)-modules de permutation.

16.1.2. Soient X une k-variété lisse et U, V deux ouverts de X qui recouvrent X.

Onnotei :UCX,j:VCX,7:UnV—=Ued:UnNV —V les immersions
ouvertes évidentes. On vérifie aisément que le diagramme suivant de ¢£L(k) :

1 — [ i+ g

vav] =0 e URatiie

2 1 0

est un complexe que 'on note MVx y v et que I'on appelle compleze de type Mayer-
Vietoris associé au recouvrement U,V de X.

Plus g'énéraiement, solent X une k-variété lisse, U unouvert de X et f:V = X
un morphisme étale tel que le morphisme de schémas f (X = U)ea) = (X —Ured
soit un isomorphisme. On note W le produit fibré U x x V, c’est-a-dire f~HU), f':
W —U,7:W —Veti:U — X les morphismes évidents. Le carré cartésien |

,1:/
W —

rlooo
U——X
s'appelle carré distingué.

On vérifie aussi aisément que le diagramme suivant de cL(k) :

w) 1= g vy L (x

est un complexe que 'on note Nx y ¢ et que l'on appelle complexe de type Nisnevich
associé aux données U, f sur X.
Les complexes de type Mayer-Vietoris sont de type Nisnevich.

%

16.1.3. Soit X une k-variété lisse. Le complexe suivant de cL(k)

HXl[XXAl]—m—)[X]
1 0

s’appelle compleze d’homotopie associé a X.
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gm

16.1.4. Si f : €y — D, est un morphisme dans C2(cL(k)), on note Céne(f) le
complexe défini comme suit : Cone(f), := D, & Cr_; et
806ne(f) — (ar? (_1)nf>
" 0 95,

Ce complexe s’appelle le cone du morphisme f. Le céne du morphisme nul ¢, — 0
est le décalé C,[1],

Observons que l'on dispose de morphismes évidents i : D, — Céne(f) et 9 :
Coéne(f) — C.[1]. . ‘

La catégorie H®(cL(k)) est une Categorze triangulée. Sans entrer dans ’axiomatique
détaillée de cette structure, rappelons que cela correspond aux données :

1) du foncteur de décalage |
H(cL(k)) — HO(cL(k)), Cu— CL[1],

2) de la notion de triangle distingué : un triangle est un diagramme formé de

trois complexes A., B. et C. et de trois morphismes (de H°(cL(k))) f. : A — B,,
« 0 Bi — Ciet h: Cy — A[1] et ce triangle est dit distingué s'il est isomorphe

(dans H®(cL(k))) & un triangle de la forme f : C, — D,, i, D, — Cone(f) et
0 : Cone(f) — C.[1].

Rappelons également que les triangles distingués induisent lorsqu’on les place en
source (ou en but) des longues suites exactes de groupes abéliens de morphismes vers
(ou depuis) un objet fixe. | |

Observons que cette structure triangulée est compatible & la ®-structure en un sens
évident(® . Par exemple le produit tensoriel par un objet fixe d'un triangle distingué
est encore un triangle distingué.

16.2. La catégorie triangulée DM ;ffn(k)

La catégorie triangulée des motifs mixtes effectifs selon Voevodsky se bétit, grosso
modo, & partir de H?(cL(k)) en rendant nuls les complexes de type -Mayer-Vietoris
et d’homotopie, et en passant & i’envelbppe pseudo-abélienne. Voici les détails de la
construction [Vo0Ob].

16.2.1. Ondit qu'une sous- catégorie pleine C d’une catégorie trlangulee D est épaisse
si elle vérifie les conditions suivantes :

-0€e(C,;

— Pour tout triangle distingué A — B — C — A[1], si deux des « sommets » A, B
ou C est dans C, il en est de méme pour le troisiéme.

= Si A est facteur direct de B et si B € C, alors A € C.
Observons que C est alors stable par sommes finies et par décalage.

(Z)¢vident aux signes pros! cf. MVW, 8A.1].
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Pour toute sous-catégorie épaisse C on définit la catégorie « quotient » D /C comme
suit. Ses objets sont ceux de D; le groupe des morphismes entre A et B est par défi-
nition lim ,, D(A’, B), A’ — A parcourant la catégorie des morphismes (dans D)
dont le cone est dans C.

16.2.1.1. Lemme. — Soit C un objet de D. Alors il y a équivalence entre :

i) Le morphisme C — 0 est un isomorphisme dans la catégorie D/C;
i) C eC. ' '

Démonstration. — i) se traduit par : le morphisme identique de C devient nul dans
D/C, i.e. il existe un morphisme [ : ¢! — C dont le cone est dans C et tel que
Idg of = 0 dans D. Ainsi I'identité de C' se factorise par Céne(f) qui est dans C par
hypothése. Autrement dit, C est facteur direct d'un objet de C, donc lui-méme dans C.

0

On remarque qu'il existe une structure canonique de catégorie triangulée sur D/C
qui fait du foncteur évident D — D /C un foncteur triangulé, c’est-a~dire commutant
au décalage et envoyant triangles distingués sur triangles distingués.

Si € est un ®-idéal (bilatére), autrement dit si Uon a la, propriété suivante : pour
tout C € C et tout D € D le produit tensoriel C' ® D est dans C, alors la catégorie
D/C devient une ®-catégorie et D — D/C est un ®@-foncteur.

16.2.2. On note T C H*(cL(k)) la plus petite sous catégorie épaisse contenant les
complezes MVx yyv du type Mayer-Vietoris et les compleres Hx de type homoto-
pique. - ‘ :

La catégorie 7 s'obtient comme réunion de sotis-catégories pleines T (") de
Hb(cL(k)) construites par récurrence, comme suit : 7© est la sous-catégorie dont
les objets sont exactement 'objet nul et ceux de la forme MVx yyv et Hx. On passe
ensuite de 71 3 T( en prenant pour objets les facteurs directs des cones de
morphismes entre des objets de T (n=1), '

Voici un résultat de nature géométrique de Voevodsky, que nous « expliquerons »
plus loin (19.3.2) : - |

16.2.2.1. Proposition. — Tous les complezes de type Nisnevich Nx y  appartiennent
a la catégorie T . S .

16.2.3. D’apres Voevodsky, la catégorie triangulée des motifs mixtes (géométriques)
effectifs sur k est ’enveloppe pseudo-abélienne (HP(cL(K)) /T, et senote D Mzi;r;l (k).
On & un foncteur canonique® ‘

M: L(k) — DM (k), X r— M(X)

(3)]a notation M est celle de [FrV00]; dans [Vo00b, il est noté Mgm.
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qui & X associe I'image du complexe [X] (concentré en degré zéro). Pour un mor-
phisme f, M(f) est aussi noté f,.

Notons que c’est le point de vue covariant (ou homologique) qui est privilégié ici
(contrairement & I'usage — grothendieckien — dans le domaine des motifs purs).

Bien que la catégorie H®(cL(k))/T soit triangulée, il n'est pas manifeste que
DM e?n(k‘) le soit. Balmer et Schlichting [BS01] ont démontré que cela est pourtant
automatique : si C est une catégorie triangulée, il en est de méme pour son enveloppe
pseudo—a,behenne ch),

De méme, la ®-structure de H®(cL) induit sur DMy °f (k) une ®@-structure de telle
sorte que dans DMgi(k), M(X)e@MY) = M(X x Y).

L’objet unité est M(Speck), que 'on note 1-ou Z(0), ou encore, par abus, tout
simplement Z. Les contraintes a, ¢, u sont les contraintes « évidentes » héritées de
P(k); les axiomes se vérifient sans difficulté.

16.2.3.1. Exercice. — Montrer que la catégorie Hb(AM (k)z) des complexes bor-
nés de correspondances finies entre variétés lisses de dimension zéro, qui est une
sous-catégorie pleine de. H®(cL) s’envoie pleinement fidélement dans DM Zf;(k)
(observer. que X ¢(X,Y) est un faisceau pour la topologie Zariski, ce qui im-
plique que pour tout complexe de type Mayer-Vietoris Mx v et tout n € Z on a
HY(cL(k))(Mx,u,v, [Y][]) = 0; de méme, dimY = 0 = ¢(X,Y) = (X x AL,Y) =
HP(cL(k))(Hx, [Y][H]) = 0). |

16.2.4. Motifs a coeflicients. — Soit F' un anneau commutatif. On peut refaire
toutes les constructions en remplagant partout le groupe ¢(X,Y’) des correspondances
finies entre deux variétés lisses par-le groupe ¢(X,Y) ® F. On obtient ainsi la ®-
catégorie DM ;{;i(k) 7 des motifs mixtes effectifs sur & & coefficients dans F.

L’objet unité est M(Speck) que l'on note 1 ou F(0), ou encore, par abus, tout
simplement F. . . “

On dispose bien str pour chaque homomorphlsme d’anneaux F — K d'un ®-
foncteur triangulé _

DME (k) — DML (R)x

16.2.5. Le motif réduit d’une Variété. — Soit X une k-variété lisse munie d’un
point rationnel x : Speck — X. On note p : X — Spec k le morphisme structural. On
a alors dans DM gffn(k) la décomposition

M(X) = 1® M(X)

avec M(X) = (1— (24ps) M(X), qui s’appelle le motif réduit de la variété pointée lisse
(X, ).

®en fait, ici, la structure triangulée résulte également (c’est ainsi que procede Voevodsky) du théo-
réme de plongement que nous verrons plus loin (19.3). :
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154 CHAPITRE 16. MOTIFS MIXTES DE VOEVODSKY

16.3. Triangles de Mayer-Vietoris

16.3.1. Terminons ce chapitre par quelques propriétés élémentaires de DM g?n(k) P

16.3.1.1. Lemme. — Pour toute k-variété lisse X, le morphisme

M(X x A') — M(X)

induit par la projection est un isomorphisme.

En particulier, les deuz fléches o, i1 @ M(X ) — M(X x A') induites par io et
i1 0 X < X x Al respectivement (fibres en O et en 1) coincident (comme inverse du
morphisme précédent).

En effet, par construction de DM grﬁn(k) # le morphisme Hx — 0 est un isomor-
phisme. Mais puisque Hx est le cone du morphisme M(X x AY) = M(X), le lemme
en résulte. ' ]

16.3.1.2. Corollaire. — Pour tout ¢ € o(X x AL, Y), les fibres ¢, (x € A') induisent le
méme morphisme de motifs M(X) — M(Y'). '

On dit parfois que ¢ est une « homotopie algébrique » reliant co et c1.

16.3.1.3. Exemple. — Prenons X =Y = P!, et ¢ donné par le morphisme coOmposé
Pl s Al —» Al < P, Alors ¢, = Z.ps, €t on voit que la décomposition M(P') =
1 @ M(P') est indépendante de z.

16.3.1.4. Lemme. — Soit
,.._._> V

w
A
U——X

un carré cartésien distingué (au sens de 16.1.2). Il existe alors un triangle distingué
dans DM;?n(k)F de la forme

M) -2 MT) @ M(V) ~Z M(X) — M(W)[1]

dans lequel le premier morphisme est lo différence des deux morphismes évidents et le
second morphisme est la somme des deux morphismes évidents.

Par définition de la structure triangulée, le triangle suivant
M) -2 M(U7) @ M(V) —> Céne(8) — M(W)[1

est distingué. Il nous suffit maintenant d’observer que le morphisme évident
Céne(d) — M(X) est un isomorphisme dans DM ‘;ﬁfn(k) r, ce qui résulte du fait
que son cone s’identifie au complexe du type Nisnevich Nx y,; et, d’apres 16.2.2.1,
du fait que les complexes de la forme Nx y, s appartiennent 3 7 : ainsi le morphisme
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Nx vy — 0 est un isomorphisme dans DM gffn (k)r et il en est donc de méme pour
Cone(d) — M(X). O

16.3.1.5. Remarque. — Etant donné un carré distingué comme ci-dessus et un objet
N de DM ei(k) 7, ce lemme nous fournit une suite exacte longue

— DMg (M(X),N) — DM (M(U), N) @ DM S (M(V), N)
— DM (M(W), N) — DM (M(X), N[1]) —
de type Mayer-Vietoris.

16.3.1.6. Remarque. — Donnons-nous un point rationnel z € W. Les quatre variétés
lisses intervenant dans le carré distingué deviennent alors pointées et les morphismes
respectent les points bases. Le triangle distingué du lemme 16.3.1.4 permet alors
d’obtenir un triangle distingué

Mw) -2 Sy @ M(V) - $(X) — MV
Dans la situation de Mayer-Vietoris (W est I'intersection de deux ouverts U et V),
on n’a pas besoin d'invoquer 16.2.2.1.

16.3.1.7. Exemple. — Prenons le recouvrement de P! par les deux ouverts P!~ {oco} et
P~ {0} (tous deux isomorphes & A'). L’intersection de ces deux ouverts s’identifie au
groupe multiplicatif G,,. On pointe la situation par 1 € G,,. Puisque le morphisme
M(A') — M(Speck) = 1 est un isomorphisme d’aprés 16.3.1.1, on a M(AL) =

et le triangle dlstmgue « réduit » de type Mayer-Vietoris associé prend ici la forme
M(Gm) — 00— M(Pl) — M(G,,)[1 ]; autrement dit, on obtient un isomorphisme
canonique |

M(P') = M(Gm)[1].

16.3.2. Voici une application immédiate des deux lemmes précédents, & rapprocher
de 13.2.2.2 : :

16.3.2.1. Corollaire. — Soit f :' Y — X un morphisme entre k-variétés lisses tel
qu’il existe un recouvrement de X par des ouverts U, tels que le morphisme induit

J7HUL) — U, soit isomorphe & la projection A" x Uy, — U, d’un espace aﬁi’ne sur
U Alors f.: M(Y) — M(X) est un isomorphisme.

16.3.2.2. Corollaire. — La fibration P™ ~ {0} — P"~! induit un isomorphisme
M(P™ ~ {0}) = M(P" ).

16.3.2.3. Exemple. — J-P. Jouanolou a démontré que pour toute k-variété quasi-
projective X, il existe un fibré vectoriel £ et un torseur T' — X sous ce fibré vectoriel
tel que T' est un schéma affine [Jou73]. L’argument a été généralisé par R. Thomason
|Tho85] pour les schémas admettant une famille ample de fibrés en droites, ce qui
est le cas par exemple des variétés lisses non nécessairement quasi-projectives.
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Un tel torseur T vérifie les propriétés du corollaire précédent et I'on en déduit que
le morphisme M(T) — M(X) est un isomorphisme dans DM Z?n(k) 7. On voit ainsi
que le motif de toute k-variété lisse est isomorphe au motif d’une k-variété lisse affine.
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CHAPITRE 17

TWISTS ET COHOMOLOGIE MOTIVIQUE

Dans ce chapitre, nous donnons la définition des twists, de la catégorie DM g (k)
obtenue par inversion formelle du motif réduit de la droite projective, puis la définition
(géométrique élémentaire) de la cohomologie motivique ainsi que quelques propriétés
qui en découlent directement.

17.1. Twists et définition de DM g, (k)

17.1.1. Suivant le point de vue « homologique » (par opposition & « cohomologique »)
choisi par Voevodsky, il est naturel de considérer le motif réduit de la droite projective
M(P!) (cf. 16.3.1.3) comme un ha(P1)[2] motivique (et non comme un h2 (PL)[-2]).
(C’est pourquoi Voevodsky appelle M(}Pl)[—2] le motif de Tate (et non de Lefschetz).
On le note 1(1) ou F(1).

Compte tenu de 16.3.1.7, on a donc

1(1) == M(PY)[-2] = M(G)[~1]

dans DM ;gi(k) 7 (ainsi, au sens de Voevodsky, 1(1} est un motif effectif!). On a un
isomorphisme canonique

M(PH = 1@ 1(1)[2].

17.1.2. Pour tout r > 0, on pose
1(r) == 1(1)%®",
qu’on note aussi F(r) (pour 7 = 0, ¢’est 1)),

Cette notation n’est vraiment raisonnable que parce que, comme elle le suggere, le
foncteur évident du monoide N (vu comme catégorie discréte monoidale symétrique)

(dans la suite, on veillera & ne pas confondre les twists (r) et les décalages 2]
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vers DM zﬁfn(k) #, qui envoie 1 sur 1(1), est un foncteur monoidal. Le seul point non
trivial & vérifier est :
17.1.2.1. Lemme. — L’interversion des facteurs
1) e (1) =1(1)®1i(1)

est lidentité dans DM ;ﬁfﬂ(k) ». A fortiori, la permutation 1(r)[i] @ 1(s)[j] = 1(s)ljl®
1(r)[d] vaut (—1)%.

Comme 'observe F. Morel, la preuve ne peut pas étre trop « formelle » : si le corps
k admet un plongement réel, interversion des facteurs sur le « smash-produit »

P!(R) AP'(R) = P'(R) AP'(R)

n’est pas 'identité, mais une application de degré —1.
Démonstration (d’aprés F. Morel). — Puisque, par définition du produit tensoriel de

complexes, Vinterversion des facteurs 1[1]®@1[1] = 1{1}® 1[1] est égale & —1, et comme
I’isomorphisme M(AZ ~ {0})[1] = 1(2)[4] (¢f 17.1.2.2) définit en fait un isomorphisme

M(AZ ~ {0})[1] = 1(D)[2] ® 1(1)[2]

Z /2-équivariant pour 'action par interversion des facteurs dans le membre de a droite
et 'action évidente _
(z,5) — (y,2)

dans le membre de gauche, on voit qu'il suffit d’établir que le morphisme précédent
induit Iidentité sur M(A2 <. {0}). Pour cela, on constate que cet automorphisme est
donné par Daction sur A% ~ {0} de la matrice :

6063 ()62

Les trois matrices de droite sont des matrices élémentaires de SLa(k). Elles agissent
trivialement sur M(A? < {0}) : les matrices '

(1) = (1)

définissent respectivement des « homotopies algébriques »
AZ {0} x Al — A%~ {0}
On déduit de ce qui précede que notre automorphisme agit comme le morphisme
A2 {0} — A2~ {0}, (23)+— (—5,9)
et il suffit donc de montrer que le morphisme
¢: Pt — P [z, 21] ¥ [—o0, 1]

agit trivialement sur M(P!), car M(AZ ~ {0}) = M(PY) ® M(Gym).
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Cela résulte de ’homotopie « algébrique »
P! x A — P, [zo, 2] — [(1 — 2))z0, 1]
qui lie id a ¢. O
17.1.2.2. Exercice. — Exhiber un isomorphisme canonique
M(A™ ~{0}) =1@ 1(n)[2n — 1]
(utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris et le recouvrement ouvert de A™ ~ {0} par

AP {0} x Al et AT x AT {0}).

17.1.3. Inversion du motif de Tate et définition de DM, (k). — Comme
dans le cas des motifs purs, il est désirable d’inverser le motif réduit de P!, dans
le but d’obtenir une &®-catégorie rigide DM g, (k) (la catégorie triangulée des motifs
miztes de Voevodsky)). Cette opération s’aveére ici un peu plus délicate.

Par définition, les objets de DM un (k) r sont les couples (M, m) olt M est un objet
de DM Zﬁl(k’) r et m € Z. Les morphismes sont donnés par la formule

DM g (B)p((M,m), (N, n)) == lim  DMgy(k)p(M(r +m), N(r +n)).

rZ—1m,—n
(C’est une catégorie F-linéaire, pseudo-abélienne, triangulée.
En outre, en utilisant le lemme 17.1.2.1, on montre que la ®-structure de
DM;ffn(k)F en induit une sur DM g (k) r(?).

Le motif 1(1) est alors ®-inversible dans DMz, (k), et I'on pose bien entendu
1(~r) == 1(r)®C1 = 1(1)®C"
pour tout r > 0.

N.B. Au sens large (et par abus), on appelle souvent aussi « motif de Tate » tout objet
de DM g (k) F isomorphe & 1{(r) pour un entier r arbitraire, voire une somme finie de
tels objets (éventuellement décalés).

17.2. La cohomologie motivigue

17.2.1. Soit X € L(k), et soient ¢ € Z, 7 € N des entiers.
17.2.1.1. Définition. — Suivant Voevodsky, oﬁ pose(®)

HY(X, F(r)) = DM g, (k) p(M(X), 1(r) i])-

Le F-module bigradué H*(X, F(x)) s’appelle la cohomologie motivigue de X a coef-
ficients dans F.

(2 comme P’a mis en évidence Voevodsky [Vo98, 4.3], on a besoin d’un peu moins que 17.1.2.1 : le
point-clé est que la permutation cyclique de 1(1) ® 1(1) ® 1(1) est I'identité.
(8)d’autres notations courantes sont Hiy (X, F(r)) et H*"(X,F).
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En particulier, pour chaque 7 € N, on obtient un foncteur
H*(—, F(r)) + L(k)°? — VecGrp.

On note simplement f* Pimage d’un morphisme f par ce foncteur.

17.2.1.2. Remarque. — Nous verrons plus loin (19.4) que le groupe H*(X, F'(r)) s’an-
nule dés que ¢ > dim X + r. La nullité de H*(X, F(r)) pour tout r > 0 et tout entier
i < 0 est une tout autre affaire : pour F' = Q, c’est la conjecture d’annulation de
Beilinson-Soulé (ou plutét sa reformulation en termes de cohomologie motivique),
of. 20.2.2.1.

17.2.1.3. Lemme. — Pour toute k-variété lisse X, tout entier © ef lout anneau com-
mutatif F, Phomomorphisme éuident : :‘

H*(X,F(r)) — H*(X x A', F(r))
est un isomorphisme.

Cela résulte du lemme 16.3.1.1.

17.2.1.4. Lemme. — Pour tout carré distingué
WV
|l
4 U—— X
de L(k) et tout entier i, on dispose d’une suite exacte longue
L HW, F(r) — BU, Pr)®H (Y, F(r)) — H(X, F(r)) — HFA(W, F(r) = -
Cela résulte de la remarque 16.3.1.5.
17.2.2. Soient (X,Y) € (L(k)?, a € HY (X, F(r)) et B € HI (Y, F(s)) des classes de

cohomologie motivique. On représente ces classes par des morphismes o : M(X ) —
1(r)[5] et F: M(Y) — 1(s)[]. Leur produil extérieur est le morphisme

a®B: MX xY)=MX)®MY) — 1(r + )i + ]
qui correspond donc & une classe de cohomologie motivique
a®@p € HY(X XY, F(r+s))
Lorsque X =Y, on définit le cup-produit de l(z ot 3 par
alUp B =A0A(a®p) c H' (X, F(r+s)).
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Compte tenu du lemme 17.1.2.1, on a :

17.2.2.1. Lemme. — Le foncteur @, H*(X, F(r)) est compatible ¢ la @-structure. En
particulier

1) pour tout o € Hi(X, F(r)) et 8 € Hi(Y,F(s)), on a
0 ®f = (-1 (B@a)

ot 7: X XY =Y x X est Uinterversion des facteurs;
2) pour tout X € L(k), le cup-produit en cohomologie motivique induit une struc-
ture de F'-algebre bigraduée commutative sur la cohomologie motivigue H* (X, F(x)).

(La commutativité au sens bigradué signifie que pour tout o € HY(X, F(r)) et tout
B € HI(X,F(s)) on adans HH (X, F(r +s)), aUB = (=1)YBU a).

17.3. Premiére classe de Chern d’un fibré en droites et formule du fibré
projectif

17.3.1. Nous allons définir un homomorphisme naturel « clagse de Chern »
¢ : Pic(X) — H?(X, F(1))
(qui sera méme un isomorphisme si F = Z, ¢f. 19.4.2.2).

On procéde comme suit. D’apres la remarque 16.3.2.3, on peut trouver un torseur
T — X sous un fibré vectoriel sur X tel que T soit un schéma affine. Les homomor-
phismes induits

Pie(X) — Pic(T) et H*(X,F(1)) — H*(T,F(1))

sont alors des isomorphismes et 'on en déduit aisément qu’il suffit de définir ¢; pour
les k-variétés affines lisses X. Soient X une telle k-variété et L € Pic(X) un(e classe
de) fibré en droites sur X. Puisque X est affine, £ est engendré par ses sections
globales et il existe donc un morphisme f: X — P” tel que £ = f*(O(1)).

D’apres 15.2.1.1, pour chaque entier n > 0, on dispose de la correspondance u €
c(P™,P*). Celle-ci définit un morphisme M(P") — M(P!) = 1 & 1(1)[2], d’oi1 une
classe de cohomologie motivique u € H?(P™, F'(1)).

On pose alors

c1(L) == f*(u) € H*(X,F(1)).

On montre que cette construction est indépendante des choix et définit une transfor-
mation naturelle, dite « premiére classe de Chern »

¢1 @ Pic(=) — H?(—, F(1)).
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17.3.2. Pour tout » € N, la classe u” € H?"(P", F(r)) correspond donc au mor-
phisme «” : M(P™) — 1(r)[2r] composé du morphisme diagonal M(P™) — M(P")®"
et de u®" : M(P™)®" — (1(1)[2)®" = 1{r)[2r].

17.3.2.1. Proposition. — Pour tout entier n 2 0, la classe
un+1 € Hz("+1)(Pn,F(n—{— 1))
est nulle et le morphisme @u” : M(P™) — g 1(r)[2r] est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons le recouvrement de P™ par les ouverts P ~ {0} et
A™. L'ouvert P™ ~ {0} s’identifie & I'espace total du fibré en droites canonique sur
P21 € P?, cest-d-dire Al x®= (A"~ {0}). Le triangle de type Mayer-Vietoris (une
fois réduit) associé comme dans 16.3.1.4 & ce recouvrement ouvert

M(A™ < {0}) — M(P™ . {0}) & M(A™) — M(P") — M(A™ ~ {0})[1]

prend donc la forme suivante, aprés simplification (compte tenu de 16.3.2.2 et
17.1.2.2) : :
1(n)[2n — 1] — M(P"*" 1) — M(P") — 1(n)[2n].

Par récurrence sur 7, si le théoréme est démontré pour P*~*, on en déduit facilement
que le morphisme 1(n)[2n — 1] — M(P"™1) est nul et que le triangle est « scindé », ce
qui permet d’obtenir I’énoncé pour P™. O

17.3.3. Soient ¢ un fibré vectoriel sur X € L(k), w¢ : P(€) — X le projectif associé,
et u € H2(P(£),F(1)) = DM;?n(k)F(M(IP(g)),1(1)[2]) la premiere classe de Chern
du fibré inversible canonique sur P(£). Pour chaque entier r € N, la classe u” €
H? (P(¢), F(r)) s’interpréte comme un morphisme M(P(¢)) — 1(r)[2r]. On note alors

Xnu" : M(P(§)) — M{X) ® 1(r)[2r] = M(X)(r)[2r]

le composé de la diagonale M(Apey) : M(P(£)) — M(P(£) xIP(£)) = M(P(€))@M(P(£))
et du produit tensoriel M(mg) @ u”.

17.3.3.1. Proposition. — Pour tout fibré vectoriel & de rang n sur X € L(k), le mor-

phisme
n—1 .
eX nu : M(P(E)) — ? M(X)(r)[2r]
est un isomorphisme. | B

Lorsque £ est trivial, le théoréme résulte immédiatement de 17.3.2.1, et on se ra-
meéne facilement a ce cas par Mayer-Vietoris. O

Nous avons maintenant posé les définitions de base, et fait le tour des proprié-
tés élémentaires de la catégorie triangulée des motifs mixtes et de la cohomologie
motivique.
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CHAPITRE 18

PROPRIETES FONDAMENTALES DE DM, (k)

Nous nous proposons de passer en revue les propriétés fondamentales de DM ;ﬁl(k)
et DM g (k), et de la cohomologie motivique. Ces résultats() représentent les avancées
majeures de la théorie des motifs mixtes de la derniére décennie. Les démonstrations
requierent de nouveaux outils, notamment le point de vue faisceautique que nous
esquisserons au chapitre suivant.

Dans tout ce chapitre, on suppose que k est un corps parfait.

18.1. Eclatements et triangle de Gysin

18.1.1. Soit X € L(k) et soit Z C X une sous-variété fermée lisse purement de
codimension ¢, On note X I'éclaté de X en Z, F le diviseur exceptionnel.
18.1.1.1. Théoréme ([VoOOb, 3.5.3, 3.5.4])

1) Dans DM g{g (k), on a un triangle distingué canonigue

M(E) — M(Z) @ M(X) — M(X) — M(E)[1]

et un isomorphisme canonique

M(X) = M(X) & © M(Z)(r)2r).

r=1

2} On a un triangle distingué canonique (dit de Gysin)

M(X — Z) — M(X) — M(Z)(c)[2c] — M(X — Z)[1].

(Ddus & Voevodsky, en partie en collaboration avec Friedlander et Suslin, — et dont la plupart
sont aussi prouvés, indépendamment, par Levine dans le cadre de sa catégorie (qui est équivalente
& DMgm(k)). Nous passerons sous silence les propriétés de la cohomologie motivique a coefficients
finis, notamment les opérations de Steenrod — qui jouent pourtant un rdle fondamental dans la
preuve de la conjecture de Milnor [Vo03], mais cela nous entrainerait trop loin.
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Dans 1), I'isomorphisme se déduit du triangle en appliquant 17.3.3.1 & E. Dans 2),
le morphisme de Gysin M(X) — M(Z)(c)[2c] se construit par une variante du procédé
de déformation au cone normal(?).

18.1.1.2. Corollaire. — Si cark = 0, la catégorie triangulée DM ;ffn(k) est « engen-
drée » par les facteurs directs des objets M(X), avec X projectif lisse.
En toute caractéristique, c’est du moins vrai pour DM gﬁ(k)g.

La premiere assertion se déduit du point 2) précédent, 4 Paide de la résolution des
singularités de Hironaka [Vo0Ob, 3.5.5]. Pour la seconde assertion®, on applique un
raisonnement par récurrence sur la dimension devenu standard (cf. [Ge00]) & aide
du théoreme d’altération de De Jong (on utilise le fait que siY — X est un morphisme
fini étale dans £(k), M(X) est facteur direct de M(Y") dans DM g?n(k)Q).

18.2. Simplifiabilité des twists

18.2.1. Le résultat suivant est prouvé dans [Vo0Ob, 4.3.1] sous I'hypothése car k = 0,
et dans [Vo02a] en général. |

18.2.1.1. Théoréme. — Pour tous M, N € DM fon (k), Uhomomorphisme canonique
DML (k)(M, N) —> DM (k)(M (1), N (1))
est un isomorphisme. A fortiori, le foncteur canonique
DMEE (k) — DM g (k) = DM (R)[(1(1)) ]

est pleinement fidele.

18.3. Lien avec les motifs de Chow

18.3.1. Soient X,Y € P(k). On a ¢(X,Y) C Z9™Y(X x Y), d'ott un homomor-
phisme
o(X,Y) — CH™Y (X x V),
qui se factorise & travers Coker(c(X x A1,Y) — ¢(X,Y)).
Dans [Frv00, th. 7.1], Friedlander et Voevodsky établissent que I’homomorphisme

Coker(c(X x AL, Y) — ¢(X,Y)) — CH¥™Y (X x Y)

— e

(@ plus précisément, le diviseur exceptionnel de Péclaté X x Al de X x Al en Z x 0 est le fibré
projectif associé & un fibré vectoriel ¢ de rang ¢+ 1. Par 17:3.3.1, il suffit de construire un morphisme
canonique M(X‘L—;M(]P(g)), ou, ce qui revient au méme par le point 1), deux morphismes M(X) —
M(Z x0)®M(X x Al) ayant méme seconde composante (et dont on prendra la différence). Le premier
morphisme est le composé du scindage de M(Z) @ M(X) — M(X) donné par 1) (et 17.3.3.1) et du
morphisme évident M(Z) ® M(X) — M(Z x0) @ M(X/;_Kl) : le second est induit par le morphisme
M(X) — M(X x Al) induit par id x1.

(3)qui nous a été signalée par B. Kahn.
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est un isomorphisme : il s'agit d'un « lemme de déplacement » plus subtil que celui de
Chow, qui met en position « relativement finie » au-dessus de 'un des facteurs tout
cycle de la bonne dimension sur le produit. Comme I"’homomorphisme

c(X,Y) — DMom{k)(M(X),M(Y))

se factorise aussi clairement & travers Coker{c(X x AY,Y) — ¢(X,Y)), on a un ho-
momorphisme canonique

CHY™ Y (X x ¥) — DM g (k) (M({X), M(Y)).
Ce résultat conduit au premier point du théoréme suivant, qui fait le pont entre motifs
purs et motifs mixtes ([Vo0Ob, 4.2.6], [Vo02b]) :
18.3.1.1. Théoreme

1) Pour tout anneau commutatif F', on a un diagramme commutatif de foncteurs
monoidaur

P(k)C s L(k)

| ) |

(CHM (k)p)°P ——— DM g (k)

2) le foncteur du bas R envoie 1(—1) sur 1{1)[2] et envoie motif effectif sur motif

effectif ; ‘ |
3) R est pleinement fidéle.

18.4. Dualité
18.4.1. Le résultat suivant est prouvé dans [VoOOb, 4.3.2, 4.3.7] si cark = 0.

18.4.1.1. Théoréme

1) Sicark = 0, DMgm(k) est une ®@-catégorie rigide : il existe une autodualité
Vi DM gm(k) — (DM gm(K))°P telle que pour toul objet N, le foncteur 7@ NV est
adjoint ¢ gauche de T ®@ N, et NV®? est adjoint & droite de N®7.

En toute caractéristique, ¢’est du moins vrai pour DM g (k)q.

2) 8i X est projectif lisse de dimension d, on a M(X)¥ = M(X)(—d)[-2d], l'ac-
couplement de dualité étant induit par le morphisme diagonal X — X x X.

Comme nous I’a signalé B. Kahn, il existe une preuve bien plus simple que celle de
loc. cit., et valide en toute caractéristique quitte 4 tensoriser avec Q. L’argument est
di & M. Levine : d’aprés 18.1.1.2 et 18.2.1, 'image essentielle du foncteur R engendre
la catégorie triangulée DM gm (k) (si cark = 0 ou aprés tensorisation par Q en toute
caractéristique). Comme tout objet de cette image a un dual, il en est alors de méme
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de tout objet de DMgn(k) et ceci donne lieu & une autodualité Vi DMgm(k) —
(DM g (k))°P, [Le98, IV.1.2.5].

18.4.1.2. Remarques

1) On peut définir le motif & support compact M ¢(X) de tout X € L(k) purement
de dimension d comme étant M(X)¥(d)[2d], ott M(X)V désigne le dual de M(X )
(en fait, si cark = 0, Voevodsky le définit par voie directe, et vérifie cette égalité a
posteriort).

Plus généralement, a toute k-variété X, non nécessairement lisse, Voevodsky as-
socie des objets M(X),M¢(X) de DM gn(k), et démontre 'analogue des propriétés
connues de ’homologie et de I'homologie & support compact (si car k = 0). Parallele-
ment & la cohomologie motivique H (X, Z{r)) = DM gm (k)(M(X), 1(r)[i]), il introduit
la. cohomologie motivigue a supports compacts o

HY(X,Z(r)) = DM gm (k)(M*(X), L(r)[i]),
ainsi que I’homologie motivigue de Borel-Moore
HPM(X,Z(r)) = DM gin (k) (L(r)[d], M®(X).

Ce sont des foncteurs (contravariant et covariant respectivement) pour les morphismes
propres de k-variétés, vérifiant aussi une variance dans lautre sens (avec décalage)
pour les morphismes plats équidimensionnels. Ces deux théories motiviques vérifient
les propriétés de localisation usuelles : si Z est fermé dans X d’ouvert complémen-
taire U, on a des suites exactes longues

— HA(U,Z(r)) — HL(X,Z(r)) — HJ(Z,Z(r)) — H (U, Z(r) —
— HPY(Z,Z(r)) — HPM(X, Z(r)) — HPM(U Z(r) — HZ1(4,2(r) = -

En outre, H:(X,Z(r)) = H'(X,Z(r)) si X est propre, et HPM(X,Z(r)) =
H2d-4(X Z(d —r)) si X est lisse de dimension d, cf. [VoOODb, §4], [FrV00, §9].

2) Le foncteur R, est donc un foncteur contravariant de CHM (k) vers DM gm(K)F.
Or, pour transcrire énoncés sur les motifs de Chow en énoncés dans DM gm (k) F, il est
souvent plué commode de le remplacer par un foncteur covariant (et qui ne change
pas le signe des twists). Il y a deux maniéres d’y parvenir : appliquer une dualité v,
soit au niveau de CHM (k)p, soit au niveau de DM g (k)F. |

En utilisant la dualité sur DM g (k), on peut reformuler 18.3.1.1, si cark = 0 ou
si F est une Q-algebre, comme lexistence d’'un @-foncteur R fidéle faisant commuter
le diagramme

P (k)P s L(E)°P

|

CHM (k) p —2s DM yn ()
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ot MY désigne la composition de M avec Panti-équivalence de dualité ci-dessus :
MY(X) = M(X)V. Noter que R envoie 1{—1) sur 1(—1)[-2], mais ne respecte pas
Veffectivité (pour Voevodsky, 1(1) est un motif effectif, et non 1(—1)).

18.5. Comparaison avec les groupes d’homologie de Suslin, avec les
groupes de Chow supérieurs et avec la K-théorie

18.5.1. Soit X € L(k).
18.5.1.1. Théoréeme. — HZ (X)) 22 DM g (k) (Z[i], M(X)).

Ce résultat [VoOODb, 3.2.7] n’est guére surprenant, compte tenu de la définition de
I'’homologie de Suslin en termes de correspondances finies (voir aussi 19.3.1.2).

18.5.2. Dans [BI86, B194], S. Bloch avait déja introduit des groupes de « cohomo-
logie motivique » attachés a toute variété lisse X sur un corps k. Ces groupes et leurs
proprietés sont & la base des constructions de catégories triangulées de motifs mixtes
mises en ceuvre par M. Levine dans [Le98] et M. Hanamura dans [Ha95, Ha, Ha99].

La cohomologie motivique & la Bloch de X € L(k) est CH" (X, 2r — 1) en bidegré
(,7), ot le groupe de Chow supérieur CH (X, 1) est défini comme suit.

Soit 2" (X, n) le sous-groupe de Z7(X x A™) engendré par les cycles coupant pro-
prement toutes les faces. Quand n varie, ces groupes s’organisent en un groupe abélien
simplicial 2" (X, *). Les groupes d’homologie H;(2" (X, *)) du complexe de chaines as-
socié sont les groupes de Chow supérieurs CH"(X,¢). Pour i = 0, on retrouve les
groupes de Chow usuels.

18.5.3. 1l était connu depuis [Vo0OODb] et [Le98] que, sous 'hypothése de résolution
des singularités, les groupes de cohomologie motivique définis au chapitre précédent
coincident avec ceux de Bloch et que la catégorie DM ;’g}(k) de Voevodsky est équiva-
lente & celle de Levine. Dans [Vo02b|, s’appuyant sur [FrS02], Voevodsky a établi,
sans faire appel a la résolution des singularités, que ses groupes coincident avec ceux
de Bloch. '

18.5.3.1. Théoreme ([Vo02b]). — On a
CH™(X,1) =2 H* (X, Z(r)) = DM g (k)(M(X); Z(r)[2r — 1)).

Pour i = 0, on retrouve le fait que CH"(X) = H?"(X,Z(r)) (18.3.1.1 3)), mainte-
nant étendu a toute k-variété lisse X (voir aussi 19.4.2.4).

18.5.3.2. Remarque. — D’apres Bloch (et Levine [Le94]), on a un isomorphisme na-
turel

CH"(X,q) ® Q = Kq(X)¥),
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ou K (X )g) est le sous-espace de poids 7 (pour les opérations d’Adams) dans la K-
théorie de Quillen rationnelle de X. La définition de cette derniére, qu’on ne rappellera
pas, est beaucoup plus compliquée que celle de la cohomologie motivique.

Les égalités précédentes donnent donc

HY(X,Q(r)) = CH™(X,2r — i)q = Kar—s(X)Y).

18.5.4. La K-théorie de Milnor KM (k) d’un corps k est le quotient de 1’algébre
tensorielle T'(k*) du Z-module k* par I'idéal engendré par les éléments de la forme
x@{1—2x), zek* x#1.

18.5.4.1. Théoréme. — KM (k) = H"(Speck, Z(r)) = DM un (k) (1; Z(r)[r]).

Voir  MVW, §5] pour une preuve concise.
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CHAPITRE 19

COMPLEXES DE FAISCEAUX MOTIVIQUES

Avec la définition élémentaire de DM gffn(k) et de la cohomologie motivique, on
ne peut guere aller au-deld des propriétés simples énumérées dans les chapitres 15
a 17. Les propriétés profondes passées en revue au chapitre précédent se démontrent
toutes en plongeant DM gffn(k) dans une certaine catégorie de « complexes de faisceaux
motiviques » et en réinterprétant la cohomologie motivique en termes de ces objets
plus souples.

Ce chapitre est consacré a I’étude de ce plongement. L’idée de base est de remplacer
M(X) par le complexe de Suslin C*(X) défini en 15.4.3 (vu comme complexe de
faisceaux pour la topologie de Nisnevich). Pour un traitement détaillé et beaucoup
plus complet des thémes de ce chapitre, on pourra consulter [MVW].

19.1. Préfaisceaux avec transferts et invariance par homotopie
19.1.1. . Dans tout ce chapitre, le eérpé.de base k est supposé parfait.
19.1.1.1. Définition. — Un préfaisceau avec transferts est un foncteur additif
F o (eL(k))P —s Ab.
Les préfaisceaux avec transferts forment une catégérie abélienne.

19.1.1.2. Exemples

1) Tout préfaisceau représentable ¢(—, X) dans cL(k) définit tautologiquement un
préfaisceau avec transferts, noté Zy(X) () (c’est un analogue des groupes abéliens
libres Z(X ) en topologie algébrique).

Par Yoneda, on obtient ainsi un plongement de ¢L(k) dans la catégorie des préfais-
ceaux avec transferts.

S5i X est pointé, le préfaisceau avec transferts Zy, (X') se décompose en Z @ Zio( X ).

Meomme dans [SuVo00] et [MVW]; dans [Vo0O0b], il est noté L(X).
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2) Tout k-schéma en groupes abélien G définit un préfaisceau avec transferts, en-
core noté G. En effet, soit f € cL(k)°P(Y,X), vu comme transfert X -— S™(Y)

(ef- 15.1). Le morphisme correspondant G(Y) — G(X) n’est autre que le composé
STL

x L S5™(Y) ) S™(G) — G ou le dernier morphisme est donné par la somme

des coordonnées. On vérifie aisément la compatibilité eu égard & la composition des

transferts.

19.1.2. Soit F un préfaisceau avec transferts. Généralisant la définition de 15.4.3, on
définit le complexe C (F) comme étant le complexe de chaines associé au préfaisceau
simplicial (Y € L(k), n) — F(Y x A™), ainsi que le complexe de cochaines C*(F) en
posant C~"(F) = C,.(F) (appelé compleze de Suslin de F). |
Avec la notation de loc. cit., on a alors, tautologiquement, C*(Z, (X)) = C*(X).

19.1.3.

19.1.3.1. Définition. — Un préfaisceau avec transferts F est dit invariant par homo-
topie si le morphisme

- F(X) — F(X x AY)

défini par la projection est un isomorphisme.

Les préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie forment une catégorie
abélienne.

Par un argument classique, invariance par homotopie équivaut a la coincidence
des deux flaches 45,4 : F(X x Al) — F(X) induites par ig et i3 : ¥ — Y x A’
respectivement (fibres en 0 et en 1).

19.1.3.2. Exemples

1) Soit F un préfaisceau avec transferts. Alors les préfaisceauz H*(C*(F)) de coho-
mologie du complexe de Suslin C*(F) sont invariants par homotopie. Cela se démontre
en construisant, pour tout Y € L(k), une homotopie s entre les deux morphismes

CHY x Al) — C*(Y)

induits par ig et ;. En voici une qui fait I'affaire : au cran C7" = C,,, on pose

n

Snt FY x A X A™) — F(Y x A", 5, =Y (=1)*(idy x45:)",

0

ol 1; est isomorphisme A" — A” x A’ qui envoie le sommet (0,...,1,...0) (un
seul 1 & la j-eme place) sur (0,...,1,...0,0) (1 & la j-eéme place) si j < ¢, et sur
(0,...,1,...0,1) (1 aux (§j — 1)-¢me et n-iéme places) sinon. On a sd + ds = ] — 13

([Weiod, 8.3.13]).
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2) Tout k-schéma en groupes abélien G isomorphe & un tore, ¢ une variété abé-
lienne, & une variété semi-abélienne'® | ou bien & un réseau (étale), définit un pré-
faisceau avec transferts invariant par homotopie. Cela traduit le fait bien connu que,
dans chacun de ces cas, tout morphisme X x A' — G est constant sur Al, i.e. se
factorise & travers la projection X x Al — X,

19.1.3.3. Proposition (cf. [Vo00a, 4.17], [ MVW, 11.3]). — Soit F un préfaisceau avec
transferts invariant par homotopie. Soient X € L{k), V un ouvert dense de X, et x
un point de X. Alors il existe un voisinage owvert U de z, et un homomorphisme
A F(V) — F(U) rendant le diagramme

F(X)—— F(V)

| A

F(U)
commautatif.

Donnons une bréve indication sur la preuve. On note Z le complémentaire de V
dans X.

— Pas 1 : on peut restreindre X & un voisinage connexe de z. Par une variante,
due & M. Walker, des bons voisinages d’Artin, on peut trouver un tel voisinage qui
admette une fibration en courbes et une bonne compactification relative [MVW,
11.17] ; autrement dit, on peut supposer que X — S est une courbe lisse relative sur
S affine lisse, admettant une compactification relative X — S (avec X normal), telle
que X [ Z admette un voisinage affine dans X (on a posé X = X ~. X)),

— Pas 2 : pour toute courbe lisse relative Y — U de base affine lisse connexe sur k,
notons ¢(Y/U) le groupe abélien libre engendré par les sous- Schema,s fermés mtegres
de Y qui sont finis surjectifs sur U, et posons

h (Y/U) := Coker(c(Y x Al/U x AY) M C(Y/U)).l

Supposons que Y — U admette une bonne compactification relative Y, de bord Y, et
soit Pic(Y,8Y) le groupe de Picard relatif, i.e. le groupe des classes d’isomorphisme
de fibrés en droites sur Y trivialisés au-dessus de Y. L homomorphisme canonigue
c(Y/U) — Pic(Y,8Y) se factorise & travers hs (Y/U), et induit en fait un isomor-
phisme

hS(Y/U) = Pic(Y, 8Y)

(IMVW, 7.16], voir aussi [Li93] et 20.1.3 ci-dessous dans le cas olt U est un point).

(2)4.e. une extension d’une variété abélienne par un tore.
(8)les bons voisinages d’Artin n’étaient que des voisinages étales, mais ils permettaient de supposer
0X étale sur S, ce qui n’importe pas ici.
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— Pas 3 : on applique cela en prenant pour U un voisinage ouvert de x tel que le
fibré en droites La sur Y := U xg X associé A la diagonale se trivialise au dessus
de U xg Z, et en prenant ¥ = U xg (X \ Z). Ce fibré en droites £a donne lieu &
un élément, £ de h$(Y/U) d’aprés ce qui précide, et se reléve donc en un élément £
de c(Y/U) C ¢(U,X \ Z). Puisque F admet des transferts, on obtient A : (V) —
F(U). Puisque F est invariant par homotopie, A ne dépend pas du choix de Z et est
compatible & I’homomorphisme analogue qu’on obtiendrait en prenant Z = @ ; or ce
dernier est ’homomorphisme canonique de restriction F(X) — F(V), ¢f [MVW,
11.15]. -

19.2. Topologie de Nisnevich et transferts

19.2.1.

19.2.1.1. Définition. — La topologie de Nisnevich sur L(k) est la topologie de Grothen-
dieck engendrée par les familles couvrantes (f; : ¥Y; — X)), X € L(k), telles que les f;
soient étales, et que pour tout point z € X, il existe ¢ et un point y € Y; au-dessus
de z tels que le morphisme de corps résiduels s(x) — x(y) soit un isomorphisme.

Elle est intermédiaire entre la topologie étale et la topologie de Zariski. Les anneaux
locaux pour cette topologie sont les k-algebres henseliennes.

19.2.2. On note Nis(k) la catégorie (abélienne) des faisceaux abéliens sur £(k) pour
la topologie de Nisnevich.

19.2.2.1. Définition. — Un faisceau Nisnevich avec transferts est un préfaisceau avec
transferts F : (c£(k))°P — Ab dont la restriction & L(k)°P est dans Nis(k).

On note Nisy, (k) la catégorie qu’ils forment(®.
Les deux exemples de 19.1.1.2 sont en fait dans Nisy, (k). Via Yoneda, le premier
donne :

19.2.2.2. Lemme. — Pour tout F € Nisy, et tout X € L(k), Nisy (k) (Z(X), F) =
F(X).

19.2.3. Que la topologie de Nisnevich (tout comme la topologie étale) soit adaptée a
I’étude des morphismes multivalués se voit déja sur le lemme suivant [Vo0Ob, 3.1.3],
dont I'analogue zariskien serait faux.

19.2.3.1. Lemme. — Soit (f; : Y; — X)) une famille couvrante au sens de Nisnevich,
et posons Y = [[Y;. Le compleze

- —_ Ztr(y Xx Y) — Ztr(Y) — Ztr(X) — O,

de différentielles les sommes allernées des projections, est exact dans Nis(k).

(#)elle est notée Shunis(SmCor(k)) dans [Vo0Ob] et Shunis(Corg) dans [MVW).
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Démonstration. — Puisque les anneaux locaux de Nisnevich sont les k-algébres hen-
seliennes, il suffit, en passant & la limite, de montrer que si S est le spectre d’un
anneau local henselien, le complexe de groupes abéliens

Ac=[ — Zu(Y xx Y)(5) — Zu(Y)(5) — Zu(X)(S) — 0]

est acyclique. Notons Y *x ™ le X-schéma Y xx --- xx Y (n facteurs).

Pour tout sous-schéma fermé intégre Z C X x § fini surjectif sur .S, notons provisoi-
rement A,[Z] le sous-complexe (facteur direct) engendré par les sous-schémas fermeés
intégres Z,, des Y XX ™ x S, finis surjectifs sur S, et d'image Z dans X x S. Alors A,
est somme directe de ces sous-complexes, et il suffit de montrer que chaque A,[Z] est
contractile.

Le point est que Z est henselien, tout comme S, donc la projection Z — S se releve
enh:Z —Y.Lemorphisme Z, - Y*X" xx Y x S induit par la projection Z, — Z
suivie de h est une immersion fermée, d’image notée hn(Z,) C Y% (r+1) % S. La
régle Z, — hp(Z,) définit un homomorphisme hn : AplZ] — Apt1|Z]. Les hy, pris
ensemble forment une homotopie contractante pour A,[Z]. O

19.2.3.2. Proposition. — Soit F un préfaisceau avec transferts. Alors le faisceau Nis-
nevich Fuis € Nis(k) est canoniquement muni de transferts. La faisceautisation Nis-
nevich est adjointe d gauche du foncteur d’inclusion

Nisy (k) — {préfaisceaux avec transferts}.

Démonstration (esquisse). — Munir Fyis de transferts revient 3 construire naturelle-
ment, pour tout X € L(k) et toute section ¢ € Fis(X) un morphisme [¢] : Ze (X) —
Fris dans Nis(k). Voici comment faire, d’aprés [Vo0Ob, 3.1.6] : on choisit un recou-
vrement Nisnevich (Y = [[Y; — X) assez fin pour qu'il existe une section ¢’ de
F(Y) qui s’envoie sur ¢y dans Fiis(Y), et sur 0 dans F (Y x x ¥) par I'application
différence. Par Yoneda, ¢’ définit un morphisme Zi, (Y ) — Fuis, dont le composé avec
I'application différence Fyis(Y) — Fuis(Y x xY') s’annule. Il provient d'un morphisme
[0] : Zir (X)) — Fuis, car en vertu du lemme précédent, la suite

0 — Nis(k)(Ze: (X)), Fris) — Nis(k)(Zer (YV), Fris) — Nis(k)(Ze: (Y X x V), Fivis)
est exacte. Il Teste & vérifier I'indépendance des choix (unicité). In
19.2.3.3. Corollaire. — Nisi.(k) est une catégorie abélienne, ayant assez d’injectifs.

19.2.4. Par ailleurs, la topologie de Nisnevich reste proche de celle de Zariski. Par
exemple, la dimension cohomologique de X, au sens Nisnevich ou bien Zariski, est
finie et égale & dim X (cf. [Ni89]). La parenté est encore plus frappante dans le cadre

des préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie, comme le montre le résultat
fondamental suivant [Vo0Ob, 3.1.12]
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19.2.4.1. Théoreme. — Soit F un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie.
Alors le faisceau Nisnevich avec transferts Fuis € Nisy (k) associé a F (cf. proposition
précédente) est invariant par homotopie. Comme préfaisceau sur L(k), il coincide
avec le faisceau zariskien Fzax associé ¢ F. En outre, les préfaisceauz Hiy (X, Fiis)
sur L(k) sont canoniquement munis de transferts et invariants par homotopie, et
coincident avec HE (X, Fzor).

Le point-clé est I'égalité Fz,, = Fnis. Voici comment elle se déduit de 19.1.3.3,
en admettant que tant Fza, que Fuis sout des préfaisceaux avec transferts invariants
par homotopie. Il en est alors de méme des noyau et conoyau du morphisme cano-
nique Fzar — FNis- En outre, ceux-ci sont des faisceaux Zariski qui s’annulent sur
les spectres d’extensions séparables de type fini de £®). Pour voir qu'’ils sont nuls,’ on
invoque alors le fait — qui découle directement de 19.1.3.3 — que pour tout faisceau
Zariski avec transferts invariant par homotopie, les homomorphismes de restriction
F(X) — F(U) sont injectifs ([Vo00a, 4.19]).

19.2.5. Considérons la catégorie dérivée bornée & droite D~ (Nisy,(k)) de la catégorie
abélienne Nisi (k).

Suivant [SuVo00]®), on note DM ~ (k) la sous-catégorie pleine de D™ (Nisy(k))
dont les faisceaux de cohomologie sont invariants par homotopie.

C’est une catégorie additive pseudo-abélienne. Ses objets, parfois appelés « com-
plexes de faisceaux motiviques » (ou complexes motiviques), jouent un peu le role des
complexes de groupes abéliens en topologie algébrique.

Via la suite spectrale d’hypercohomologie, et compte tenu du fait que la dimension
cohomologique Nisnevich est finie et coincide avec la dimension algébrique, le théoréme
19.2.4.1 implique :

19.2.5.1. Corollaire. — Pour tout F* € DM~ (k) et tout X € L(k),
iNis(Xﬂf*): %ar(Xi]?*)
Ce groupe est nul si F* est concentré en degrés < i — dim X.

Compte tenu de 19.1.3.2, la premiere assertion de 19.2.4.1 implique aussi :

19.2.5.2. Corollaire. — Pour tout F € WNisy(k), les faisceauz de cohomologie
H, (C*(F)) sont dans DM~ (k).

Plus généralement, C* définit un foncteur

D™ (Nisw:(k)) — DM~ (k),

(5)leurs valeurs sur de tels spectres n sont définies comme colimites des valeurs sur des affines lisses

connexes dont 1 est le point générique.
(6)1a notation de [VoOOD] est DMT (k).
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encore noté C*, qui est d’ailleurs un foncteur triangulé, a I'aide duquel on peut donner
une autre description tres utile de DM ™ (k) :

19.2.5.3. Proposition ([Vo00b, 3.2.3], [SuVo00, 1.12]). — C* est adjoint & gauche du
plongement DM~ (k) — D~ (Nisw.(k)), et fournit une équivalence entre DM~ et la
localisée de D~ (Nisy(k)) en la sous-catégorie épaisse engendrée par les complexes
F* tels que C*(F*) soit acyclique.

A partir de 14, on établit le lien suivant entre cohomologie de Nisnevich et DM ™ :

19.2.5.4. Proposition. — Pour tout F* € D™ (Nisy(k)) et tout X € L(k), on a
Nis (X, F7) = DM (R)(C(X), 7))
Démonstration (esquisse). — La proposition précédente montre que
DM~ (k)(C™(X), F*li]) = D™ (Nisyr (k) (Zex (X)), F7Li]).-
D’aprés 19.2.3.3, Misy, (k) a assez d’injectifs. Compte tenu de 19.2.2.2, il suffit alors,
pour montrer que '
DW(NiStr(k))(Ztr(X)vF*m) = 71;\Iis(X7 -7:*)7
de faire voir que pour tout injectif T € MNisy(k), Hi (X,Z) = 0 (voir [SuVo00,
1.5] pour plus de détail). Grace & la suite spectrale de Cartan-Leray, il suffit en
fait de montrer que les groupes de cohomologie de Cech Hi, ((Y = [[Y;/X),T)

d’un recouvrement de Nisnevich s’annulent si ¢ > 0. Ces groupes sont les groupes de
cohomologie du complexe

Z(Y) SI(Y Xx V) ———— e

; ;

Nisee (k) (Zir (Y ), L) — Nisg, (k) (Zie(Y xx V), T) — -+

Compte tenu du fait que Z est injectif, le lemme 19.2.3.1 montre que ce complexe est
acyclique en degré > 0. O

19.3. Le théoréme de plongement

19.3.1. Revenons a la catégorie triangulée des motifs mixtes. Voici le théoréme fon-

damental qui la relie aux complexes de faisceaux motiviques [Vo0O0b, 3.2.6].
19.3.1.1. Théoréme. — Le foncteur composé
b Ztr | — - Q* o
H°(cL(k)) ———— D~ (Nisy(k)) —— DM~ (k)
se factorise & travers DM fon(k:), et le foncteur

v: DM (k) — DM~ (k)
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induil est pleinement fidéle. L(M(X)) n’est autre que le compleze de Suslin C*(X), vu
comme objet de DM~ (k).

Pour l'existence de ¢, il s’agit de vérifier que les complexes d’homotopie et les
complexes de Mayer-Vietoris s’envoient sur 0 dans DM “(k). Clest plus ou moins
automatique pour les premiers. Pour les seconds, il s’agit de prouver que le complexe
total associé au bicomplexe |

0— CUNV) — C(U) @ C*(V) — C*(X) — 0

est acyclique. Seule l’exactitude A droite fait probiéme, qu’on résout en invoquant a
nouveau le lemme 19.2.3.1. La plénitude est plus délicate, cf. loc. cit.
En vertu de 19.2.5.4 et 19.2.5.1, on en déduit :

19.3.1.2. Corollaire ([Vo00b, 3.2.7]). — Soient X,Y € L{k) eti € N. On a
DM (M(X), M(Y)[i]) = Hiy (X, C*(Y)) = Hy, (X, C* (V).
Le théoreme 18.5.1.1 en découle immédiatement (pour X = Speck).

19.3.1.3. Remarque. — Les catégories Nisy (k) et D™ (Nisy, (k) admettent une ®@-
structure naturelle. On montre qu'il existe une ®-structure canonique sur DM~ (k)
compatible au foncteur C* (non compatible, en revanche, & linclusion de DM~ (k)
dans D~ (Nisy;:(k))). Avec cette structure, le foncteur ¢+ est un ®-foncteur.

Le foncteur ¢ ne s’étend pas a la catégorie DM g (k) des motifs non effectifs. Il
existe toutefois une facon indirecte d’inverser +(1(1)) dans DM (k) (technique des
spectres)(7), |

19.3.2. A titre d’illustration de la méthode faisceautique, démontrons la proposition
16.2.2.1 : tous les complexes de type Nisnevich Nx ¢ appartiennent ¢ 7.

D’apres le théoréme du plongement, il suffit de montrer que Zy,(Nx,u ) = 0 dans
D™ (Nisy(k)). Mais cela résulte immédiatement du lemme 19.2.3.1 appliqué au re-
couvrement Nisnevich U [V de X. :

19.4. Nouvelle description de la cohomologie motivique

19.4.1. Commencons par définir, pour tout r > 0, des complexes de faisceaux moti-
viques Z(r) concentrés en degré < r. '
Soient (X, x;), ¢ =1,...,r des k-variétés lisses pointées. On pose
Zi(Xa NN X

id xz} x id

:Coker[®Ztr(X; X e x)/fix e X Zip( Xy x - xXr)}

(Mg, Déglise a prouvé que la catégorie qu’on obtient ainsi est équivalente & celie des modules de
cycles de Rost, cf. [Deg03].
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C’est en fait un facteur direct de Zi (X1 x- - - x X,.) dans NMisy, (), ¢f. [MVW,2.12]. Le
cas qui nous intéresse est {X;, z;) = (G, 1); on a alors une décomposition canonique
dans Nisy (k) (¢f. [SuVo00, §3]) :

Ztr(Gm)®n = Ztr(GZz) = @ @ Ztr((Gm)A#I)- :

r<n IC{1,...,7}

On définit

Z(r) = C*(Ze:(Gpr)[7]

quon voit (compte tenu'de 19.2.5.2) comme un objet de DM~ (k) concentré en degré
<r.OnaZ(0)=C"Z) 27, Z(1)=C"(Zy(Gp))—1] = 1(Z(1)) d’apres 19.3.1.1.

Par la décomposition canonique ci-dessus, on obtient un isomorphisme canonique
Z(r) = (Z(1))®", d’olt (compte tenu de la définition de ® dans DM~ (k)) :

19.4.1.1. Lemme. — Pour tout r > 0, on a un isomorphisme canonique t(Z(r)) =
Z(r). |

Voici alors P'interprétation faisceautique annoncée de la cohomologie motivique :

19.4.1.2. Théoréme. — Pour tout X € L(k),

HY(X,Z(r)) = Hyop (X, Z(r)) |

Ce groupe s’annule si 1 > dim X + 7.

Démonstration. — Tl suffit de mettre bout & bout 19.3.1.1, 19.2.5.4, 10.2.5.1, 19.4.1.1 :
DMER (M(X), Z(r)[i]) = DM~ (C*(X), Z(r)[i]) = His, (X, Z(r)) = H,. (X, Z(r)).

19.4.2. Cette interprétation permet par exemple de « calculer » H*(X,Z(1)) pour
tout 7, grace au résultat suivant. 4

19.4.2.1. Théoréme. — On a|Z(1) = G,,[-1]| Autrement dit, ((M(G,,)) = Gpp.

Dans cet énoncé, on a noté G, tant Vobjet de L(k) que l'objet de Nisie (k)
(cf. 19.1.3.22)) attaché au groupe multiplicatif sur k.

19.4.2.2. Corollaire. — H'(X,Z(1)) = O*(X), H*(X,Z(1)) = Pic(X).

(Il resterait & vérifier que cette identification est compatible & I'homomorphisme ¢; dé-
fini en 17.3.1 — la naturalité ne laissant guére d’ambiguité qu’un signe). Cela redonne
aussi le cas 7 = 1 de 18.5.4.1 et de 18.3.1.1 2).

Démonstration. — Il suffit de définir un épimorphisme de préfaisceaux avec transferts
A Zy(Gr) — Z8 Gy
tel que pour tout X € L(k), C*{Ker A) soit acyclique.
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Voici comment procéder, selon [MVW, §4]. Comme Pic(X x P!) & Pic(X) x Z,
on peut associer & tout Z € ¢(X, A') C ¢(X,P1), de maniére unique, un couple (n, f)
formé d’un entier n et d'une fonction rationnelle f sur X x P! ayant pour diviseur Z
et telle que f/t" = 1 sur X x {co} (on note ¢ la coordonnée standard sur Al).
Si Z € c(X,Gnm) C c(X,A"), on a en outre fi,=0 € O(X)*, et on pose alors

MX)(Z) = (n, (~1)" fiums) € Z& Gm(X).

L’homomorphisme A(X) est surjectif : (n,u) = MX)(Div(#*~1{t — u))). Son noyau
s’identifie au groupe K(X) multiplicatif des fonctions rationnelles sur X x P! définies
et égales a 1 sur X x {0, 00}.

On obtient ainsi un épimorphisme A : Zy,(G,,) — Z®G,, de préfaisceaux sur L£(k).
Pour voir qu’il respecte les transferts, un passage & la limite permet de remplaceg X
par un corps K de type fini sur k, et 'on déduit la compatibilité du fait que pour toute
extension galoisienne K'/K de degré d, on a A(Spec K’ — Spec K) = (-d, Ngi). 11
suit que X — K(X) définit un préfaisceau avec transferts K.

19.4.2.3. Lemme. — (" (K) est acyclique.

Démonstration (esquisse). — Supposons pour simplifier que X soit affine lisse sur k.
Soit f € K(X x A™) un cocycle. Cela signifie que le produit alterné des valeurs de f
sur chaque face de X x A™ x P! fait 1. On préférerait que chacune de ces valeurs soit 1 ;
pour cela, il suffit de remplacer C*(K) par le sous-complexe normalisé N C*K) ala
Dold-Kan (qui lui est quasi-isomorphe). Ceci fait, soit ¢ une fonction rationnelle sur
X x AlMHD x P! définie et valant 1 sur un ouvert dense de X x A1) x {0, o0} et sur
un ouvert dense de chaque face de X x A®+1) x P! sauf la premidre, ot on impose
a g de coincider avec f (un tel g existe car les faces s’intersectent proprement). Alors
f est le cobord de g, d’ou le résultat. . O

19.4.2.4. Remarcjues

1) Le théoréme de plongement joint 4 17.3.2.1 donne un isomorphisme canonique
Z(r) = C"(Zex(P7)/ Zos(P™ 1)) [-21].

2) Soit Zequi(X, 0) le faisceau Nisnevich qui 4 Y € £(k) associe le groupe des cycles
sur ¥ x X qui sont quasi-finis sur Y. Dans [FrS02], Friedlander et Suslin prouvent
que '

Zar (X, C" (2equi(A", 0)[~2r])) = CH" (X, 2r —4).
Par ailleurs, identifiant A™ & un ouvert de P” ~. P"~!, on obtient un morphisme
Ztr(Pr)/Ztr(]PT_l) — Zequi (A", 0)[—27]

dans Nisy(k), dont Voevodsky [Vo02b] montre qu’il induit un quasi-isomorphisme
apres application de C*. En utilisant la remarque précédente, on voit donc que Z(r)
est quasi-isomorphe & C™(2equi(A”,0)[~2r]), d’ot1 le lien 18.5.3.1 entre cohomologie
motivique et groupes de Chow supérieurs.
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CHAPITRE 20

EXEMPLES : 1-MOTIFS ET MOTIFS DE TATE MIXTES

Nous nous proposons de passer brievement en revue deux classes importantes
d’exemples de motifs mixtes. ‘

On suppose que k est un corps de caractéristique nulle.

20.1. 1-Motifs

20.1.1. Deligne [D74b, 10| définit un 1-motif sur k comme étant la donnée
— d’un réseau A muni d'une action continue de Gal(k/k),
— d’un tore T', d’une variété abélienne A, et d’une extension G de A par T,
— d’un morphisme A — G(k) équivariant sous Gal(k/k).
Il est commode de considérer un 1-motif comme un complexe de faisceaux abéliens
pour la topologie fidelement plate de présentation finie
A — G]
-1 o
Les 1-motifs forment une catégorie additive, notée 1-Mot(k). La catégorie
Q-linéaire 1-Mot(k)q qui s’en déduit par ® Q est abélienne. Ses objets s’appellent
1-isomotifs, ou 1-motifs & isogénie pres.
Elle contient la catégorie AM (k)q des motifs d’Artin, identifiés aux 1-motifs (&
isogénie prés) de type [A — 0].

20.1.2. On a vu en 19.1.3.22) que chacun des constituants G, A définit un faisceau
Nisnevich avec transferts invariant par homotopie. En voyant un 1-motif comme com-
plexe de tels faisceaux (de longueur un), on en déduit un foncteur canonique

1-Mot(k) — DM~ (k)
d'ol, aprés ® Q et passage au complexe simple associé, un foncteur canonique

Db(1-Mot(k)q) — DM~ (k)q.
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20.1.2.1. Proposition. — Cle foncteur est pleinement fidéle, et son image s’identifie a
la sous-catégorie pleine épaisse de DM gf;(k)Q engendrée par les motifs MM(X) pour
X lisse de dimension <1 sur k.

Pour la démonstration de ce résultat (annoncé dans {Vo0O0b]), nous renvoyons &
[Or04, III]. Elle procéde par réduction aux 1-motifs « homologiques » attachés aux
courbes ([D74b, 10.3]), puis par dévissage suivant les différents constituants A, T,
et A (une jacobienne). -

20.1.3. En fait, S. Lichtenbaum [Li93] a mis en lumigre un lien direct entre le com-
plexe de Suslin d'une courbe X et le I-motif homologique hi{X) attaché & X (sans
tensoriser avec Q) : hy (X) apparait comme cran intermédiaire d'une filtration en trois
crans de C«(X) dans la catégorie DM~ (k). Dans le cas ot X est affine lisse connexe
de complété X, et k algébriquement clos, h; (X) se réduit A la jacobienne généralisée
G = Pic?(X, X \ X) {qui s’inscrit dans une suite exacte

0— T =G G 4A=Pi%X) — 0),

le complexe de Suslin est acyclique en degré > 0, et la filtration de Lichtenbaum se
réduit a la suite exacte

degré 'z 0.

0 — G(k) — HS(X)

20.1.4. Sik = C, i-Mot(k)q est canoniquement équivalente A la catégorie abélienne
des structures de Hodge mixtes sur Q de type (0,0) + (0,1) + (1,0) + (1,1) & gradué
polarisable [D74b, 10]"). On peut donc attacher & toute C-variété X (non nécessaire-
ment lisse ni projective) et tout entier 7 un objet de 1-Mot(k)q (3 isomorphisme prés)
correspondant & la plus grande sous-structure de Hodge mixte de H*X (C), Q)(r) de
type (0,0)+(0,1)4(1,0)+(1, 1). Dans [BRS03] et [Ram04], on trouve une construc-
tion purement algébrique de ce 1-motif pour r = Q.

20.2. Motifs de Tate mixtes

20.2.1. Soit D une catégorie triangulée. Un objet F de D est dit eztension de A
par B g'il g'inscrit dans un triangle distingué B — £ — A — BJ[1].

Soit A une sous-catégorie abélienne pleine de D. On peut se demander si la sous-
catégorie pleine de D formée des extensions successives d’objets de A est encore abé-
lienne.

20.2.1.1. Lemme ([BBDS82, 1.2.4+1.3.14]). — Pour qu’il en soit ainsi, il suffit que pour
tous A, B € A et tout i <0, D(A, Bli]) = 0.

(Den fait cette équivalence est donnée par la réalisation de Hodge dont il sera question en 22.1.3,
avec un twist (—1).
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20.2.2. Un motif de Tale mizte sur k & coeflicients rationnels est une extension
itérée d’objets du type 1(r), r € Z, dans la catégorie triangulée Q-linéaire des motifs
mixtes DM ym(k)q. On note MTM (k)q la sous-catégorie pleine de DM g, (k)q qu'ils
forment.

La sous-catégorie pleine A de la catégorie triangulée DM g, (k) q formée des sommes
finies © 1(r,,) est équivalente & VecGrq, donc abélienne. Examinons la condition du
lemme précédent dans cette situation. Par additivité, on se raméne au cas ot A = 1(s)
et B=1(r + s). On a alors

DM gm(k)q(1(s), 1(r + s)[i]) = DM g (k)q(1, 1(r)[i])
qui s’annule si r < 0, et qui se réécrit

H'(Speck, Q(r))

sir 2 0. La condition de 20.2.1.1, dans notre cas, équivaut donc & la

20.2.2.1. Conjecture (d’annulation de Beilinson-Soulé [So85], [Be87])
Pour tout i <0 et tout r = 0, H*(Speck, Q(r)) = 0.

En termes de K-théorie, cette conjecture se traduit, via 18.5.2, par : Kn(k)g) =0si
n > 2r. Nous renvoyons & [Ka04] pour une discussion approfondie. La conjecture est
notamment vraie lorsque k est un corps de nombres (en vertu du calcul de Borel des

K, (k)q [Bor74]); d’ou :

20.2.2.2. Proposition ([L.e93]). — Si k est un corps de nombres, MTM (k)q est abé-
lienne, et méme tannakienne sur Q.

Rappelons que la théorie des motifs purs attribue le poids —2 au motif de Tate 1(1).
On déduit de la définition des motifs de Tate mixtes I'existence et ’unicité d’une
filtration par le poids W,, indexée par les entiers pairs négatifs, telle que G'rrEI;7~ (M )
soit somme de copies de Q(r). Posant w, (M) = MTM (k)q(1{r), Gt", ), on a donc
Gr™%,,. = 1(r) ® w.(M), et, comme I’a remarqué Beilinson, M w(M) = bw,.(M)
définit un foncteur fibre sur MTM (k)q.

Nous étudierons au dernier chapitre de cet ouvrage le groupe tannakien correspon-
dant a quelques sous-catégories pleines de MTM (Q)q.-

20.2.3. Le calcul de Borel montre que Ko,(k)q = 0 et Kon—1(k)q m'Kgn_I(iﬂ)g).
On en déduit ([Le93, 4.3]) que
Ext3 s (kg (L, 1(r)) © H3(Speck, Q(r)) = Kar—a(k)$) =0
puis que
Exthrras(ryq (1, 1(r)) = H'(Speck, Q(r)) = Kz,—i(k)%) =0 pour tout i > 2.

Cela a pour conséquence :
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20.2.3.1. Proposition. — La sous-catégorie (triangulée) pleine DT M (k)q de DM o (k)q
formée des extensions itérées d’objets de la forme 1(r)[i] (motifs de Tate décalés) est
canoniquement isomorphe a D°(MTM (k)q).

20.2.3.2. Remarque. — Les triangles fondamentaux de DM g, notamment celui de
Mayer-Vietoris, permettent d’exhiber par dévissage de nombreuses k-variétés X telles
que M(X) € DT'M (k)q : par exemple les espaces projectifs, les variétés de drapeaux,
Pespace My, des modules de courbes de genre 0 avec n points marqués, ou bien son
compactifié canonique My .

D’autres approches des motifs de Tate mixtes existent, qui tAchent d’éviter la
conjecture de Beilinson-Soulé dans leurs fondements, ¢f. [B1Kr94}, [KrM94].

20.3. Motifs de Kummer

20.3.1. L’intersection entre ées_ deux classes d’exemples est décrite dans la proposi-
tion suivante (k étant encore un corps de nombres) :

20.3.1.1. Proposition. — Les 1-molifs 4 isogénie prés de la forme [Z it Gnm), g € £,
parfois appelés motifs de Kummer, sont des motifs de Tate miztes extensions de 1
par 1(1). Réciproguement, toute extension de 1 par 1{1) est un motif de Kummer.

La réciproqué vient de ce que EXJG%/[TM(IA:)Q(]M, 1(1)) = H'(Speck,Q(1)) = k* @ Q
d’apres 19.4.2.1.
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VERS LE CEUR DE DM, (k)

Nous traitons du passage problématique de la catégorie triangulée des motifs mixtes
a une hypothétique catégorie abélienne des motifs mixtes contenant les motifs numé-
riques, ainsi que des liens avec (et des retombées sur) les motifs de Chow.

On suppose le corps de base k parfait.’

21.1. En quéte de MM (k). Problemes de i-structure et peines de coeur

21.1.1. Rappelons que la catégorie NM(k)q des motifs purs numériques est abé-
lienne semi-simple et munie d’un foncteur

B = Boum : /P(k:)Op — NM(k)Q

censé jouer le role de cohomologie de Weil pure universelle.

L’idée directrice de la philosophie des motifs mixtes est '« extension » de NM (K)q
en une catégorie MM (k)q abélienne, dont NM (k)q est la sous-catégorie pleine des
objets semi-simples, et I'extension de h en un foncteur

h: Var(k)® — MM(k)q
censé jouer le réle de cohomologie de Weil mixte universelle.

Pour compléter le yoga de MM (k)q :

— il devrait y avoir une filtration (croissante) par le poids de MM (k)q étendant
la graduation par le poids de NM(k)q (qui existe sous la conjecture standard de
type Kiinneth). Le gradué associé & tout objet devrait &tre semi-simple, donc dans
NM(k)q.

— MM (k)q devrait étre munie d’une ®-structure étendant celle de la catégorie tan-
nakienne NM (k}q (c’est-a-dire NM (k)q avec contrainte de commutativité modifiée),
qui en fait elle-méme une catégorie tannakienne. Le ®-foncteur

Gr"' . MM (k)q — NM(k)q
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(passage au gradué par le poids) serait un quasi-inverse & gauche, fidele et exact, de
Pinclusion NM (k)q — MM (k)q

— comme cohomologie de Weil mixte universelle, le foncteur b étendu devrait véri-
fier Kiinneth®), invariance par homotopie et propriété de Mayer-Vietoris.

11 devrait avoir des compagnons fj, et h™M (de variance opposée), définis seulement
pour les morphismes propres, censés jouer le role de cohomologie & supports compacts
et d’homologie de Borel-Moore universelles (et vérifier en particulier la propriété de
localisation usuelle). '

21.1.2. On n’est jamais parvenu, meéme conjécturaiement, a construire MM (k)q
par une extension de la construction des motifs de Grothendieck aux variétés non
nécessairement pIOJectlves |

Cet échec pourrait s'expliquer par une question de signe. En effet, si une telle
extension était possible, la contrainte de commutativité naturelle de MM (k)q éten-
drait celle de NM (k)q; il y aurait lieu, comme pour NM (k)q, de la changer pour
obtenir une catégorie tannakienne. Or il n’y a pas moyen d’étendre la contrainte de
commuta,tlwte naturelle de MM (k)Q au cas ‘mixte, méme dans le petlt monde des
courbes.

En effet, comme dans 14.1.2, notons U le ‘complémentaire de deux k-points x,y
dans une courbe projective lisse X, {z] — [y] non de torsion dans J(X)(k). On a une

suite exacte non scindée : 0 — h'(X) AN h (U) — 1(-1) — 0. La contrainte de
commutativité fournirait une involution de §*(U) ® h1(U), dont la partie ou elle agit
par —1 serait le sous-motif h1(X)®h* (X)) (ceci se voit par passage au Gr"). D’oti une
rétraction de j* ® 7*. La composer & droite avec 1y ® 7* fournirait une rétraction
de 7* ® 1p1(x). Cest un exercice de montrer (en tensorisant par h (X )Y et en jouant
avec £p1¢x) €t Chi(x)v p1(X) O Mht(X)> ¢f. 2.2.2) que 5% admettrait aussi une rétraction :
contradiction. La situation est donc inverse de celle de 6.1. 2.2 : ¢’est la contrainte de
commutativité modifiée de NM (k)q qu’on ne peut pas relever & CHM (k)q-

21.1.3. Observant que les théories cohomologiques usuelles proviennent d'un fonc-
teur RT' & valeurs dans une catégorie triangulée (en pratique, une catégorie dérivée)
et que les correspondances de Chow agissent au niveau de RI', P. Deligne a suggéreé,
dans les années 80, qu'une meilleure voie serait de construire d’abord la catégorie tri-
angulée D = D*(MM(k)q) (ou un avatar) accompagnée d'un foncteur Var(k)°P — D
(dont b se déduirait par passage & la somme des objets de cohomologie), plutdt que
la catégorie abélienne MM (k)q elle-méme (munie d’une extension de b & Var{k)°P).
Cette idée s’est avérée féconde puisque trois constructions d'une telle catégorie tri-
angulée accompagnée d’un tel foncteur ont vu le jour (Voevodsky, Levine, Hanamura),
notamment la catégorie DM gm(k)q étudiée dans les chapitres précédents.

(D mais attention & la régle des signes...
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Une fois cette catégorie triangulée — disons DM g (k)q — construite, le second
volet de I'idée de Deligne est de tacher de récupérer MM (k)q comme « coeur » de

DM g (k)q munie d’une « t-structure » convenable. Rappelons bridvement ces notions
((BBD82]).

21.1.4. Soit D une catégorie triangulée. Une t-structure sur D est la donnée de deux
sous-catégories strictement pleines® D0, D20 telles que

a) pour tout A € DSO et tout B € D>°, D(A[1], B) = 0,

b) DS[1] € DSO et D20 € D20[1],

¢) pour tout objet £ de D, il existe un triangle distingué A —» E — B[—1] - Al1]
avec A € DSV, B € D20, '

L’inclusion de DS (resp. D2") dans D admet alors un adjoint & droite T<o (resp. un
adjoint & gauche 750). Dans c), ona A = T<oF, B = fr;_o(E[ 1) (& isomorphisme unique

pres).

Le ceur de D munie de sa {-structure est la sous- categorle pleine A = DSV N D20,

21.1.4.1. Exemple — Smt A une categorze abehenne La t-structure naturelle sur
D¥A) (ou D (A), ete.) est celle pour laquelle DO (resp. D>0) est formée des com-
plexes acycliques en degré > 0 (resp. < 0). Le coeur est A. ‘

Le résultat principal [BBD82, 1.3.6, 1.3.7] est le suivant.
21.1.4.2. Lemme

1) Le ceeur A est une catégorie abélienne ; |
2) les foncteurs TH* D — A, A — 7507<0(A[i]) sont des foncteurs cohomolo-
giques; ' , ,
3) si[Vien PS°U) = Njen P =7] = {0}, alors le systéme des "H* est conservatif,
el un objet A € D quelconque est dans DS (resp. D>0) si et seulement si les TH'(A)
sont nuls pour tout 1 > 0 (resp. 1 < 0).

21.1. 5. Un probléme central de la theorle des motlfs letGS est donc a présent, de
définir une #-structure convenable sur D = DM gm(k)Q, de coeur A = MM (k)q, dite
t-structure motivique, donnant lieu & un diagramme commu'tatlf de foncteurs

CHM (K)q “Fs DMy (k)g

1 T

NM(k)q s MM{k)q

@ie. pleines et telles que tout objet de D isomorphe & un objet de la sous-catégorie soit un objet
de la sous-catégorie.
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o1 R désigne le foncteur de 18.4.1.2 2), « mod N » la réduction modulo le plus grand
®-idéal, et ol les foncteurs horizontaux sont pleinement fideles.

21.1.5.1. Remarque. — Qu’il s’agisse d’'un probleme difficile se voit d’emblée en re-
marquant que les conditions a) et b) d'une t-structure, pour A=1B=1(r) (qui
devraient étre dans le coeur), impliquent immédiatement la conjecture d’annulation
de Beilinson-Soulé pour & (20.2.2.1).

21.1.6. L’existence d’une filtration par le poids pour tout motif mixte en découlerait,
compte tenu de 18.1.1.2 (le gradué par le poids n’étant autre que le semi-simplifié,
la graduation étant celle de NM (k)q). En particulier, tout objet de MM (k)q serait
artinien, et tout objet semi-simple de MM (k)q serait isomorphe & 'image d’un opjet
de NM(k)q- ">

21.1.7. Une bonne t-structure devrait en outre étre comptatible & la ®-structure sur
DM gm(k)q, et le diagramme précédent devrait provenir d’'un diagramme commutatif
de ®-foncteurs {en supposant la conjecture standard de type Kiinneth) :

CHM (k)a C—@_) DMgm(k)Q

mod N 7 @ TH®

NM (k) “2—s MM (k)q-Cr

ol :
~ MM (k)q-Cr est la ®-catégorie rigide abélienne dont les objets sont les objets
Z-gradués de MM (k)é (avec la contrainte de commutativité donnée par la regle de
Koszul), , |
— Je ®@-foncteur S du bas associe & un motif numérique pur de poids ¢ son image
dans MM (k)q placée en degré 7.

Prenant le foncteur somme MM (k)q-Gr — MM (k)q évident, on en déduit que le
foncteur du bas du diagramme précédent - o

NM(k)q — MM (k)q

serait un ®-foncteur, apres Changerﬁent de la contrainte de commutativité de naturelle
de NM(k)q. :

21.1.8. En étant encore plus optimiste, on peut s’attendre A une équivalence cano-
nique de ®-catégories rigides triangulées

DY (MM (k)Q) = DM gn(k)a.
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21.1.8.1. Statut. — Pour k un corps de nombres, une t-structure avec les pro-
priétés voulues est construite sur la sous-catégorie triangulée pleine DTM (k)q
de DM gm(k)q, son coeur étant la catégorie abélienne des motifs de Tate mixtes
MTM (k)q, of. 20.2.2.2, 20.2.3.1.

21.1.8.2. Remarque. — Supposons que k soit un corps fini. Frobenius scinderait la
filtration par le poids de MM (k)q, qui serait donc semi-simple et coinciderait avec
NM (k)q. Alors le diagramme commutatif de foncteurs de 21.1.5 se réduirait 3 dire
que CHM (k)q = NM(k)q et que R est une section de > "H*. On aurait en fin de

compte une équivalence canonique DM g (k)q = DY(NM (k)q), d’olt une description
triviale de la cohomologie motivique d'une variété X projective lisse sur un corps fini :

HY(X,Q(r)) =0 sii#2r, HY(X,Q() £ CH'(X)q = Z0,.(X)a.

21.2. Motifs des variétés affines lisses et « théoreme » de Lefschetz faible
en cohomologie motivique

21.2.1. Voici une proposition conjecturale pour la t-structure motivique ([Va92] (),

[Be02]) : D>° serait formé des objets B tels que pour toute k-variété affine lisse U

de dimension d et pour tout ¢ > d, DM g (k)q (B, MY (U)[i]) = 0; DS serait formé

des objets A tels que pour tout B € DZ0, DM g (k)(A[1], B) = 0 (de sorte que la

condition a) soit vérifiée). : |
L’idée est quun tel U devrait vérifier "TH (MY (U)) = 0 pour 4 > d.

21.2.2. En appliquant cela & B = 1(r —d) € D?% et en écrivant M(U) =
MY(U)(d)[2d], on obtiendrait que la cohomologie motivique & supports compacts
HI(U,Q(r)) = DM g (k) (M(U), Q(r)[5]) s’annulerait en tout degré j < d.

- Soient alors X € P(k) et ¢ : ¥ < X I'inclusion d’une section hyperplane lisse
dans un plongement projectif donné. Le complémentaire U = X \ Y est affine lisse.
Compte tenu de ce que H = H, pour les variétés projectives lisses, on déduirait de ce
qui précede et de la suite exacte longue de cohomologie motivique & supports compacts
(cf 18.4.1.2, 1))

— HY(U,Q(r) — HY(X,Q(r) ~“— HAY,Q(r) — HF (U, Q(r) — -

_T'analogue, en cohomologie motivique rationnelle, du théoréme de Lefschetz faible :
HY(X,Q(r)) —— HYY,Q(r)) est un isomorphisme pour i < d — 1, et ingectif pour
i=d—1.

3)]a proposition de Voevodsky est en fait duale de celle qui suit (usage de M au lieu de MV, mutatis
mutandis), et se limite & DM gffl(k)q.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



188 CHAPITRE 21. VERS LE CEUR DE DM gm(k)

Pour i = 2 et » = 1, on reconnait la, via 19.4.2.2, un théoréme bien connu de
Lefschetz sur le groupe de Picard d’une section hyperplane lisse (d’ailleurs vrai méme
sans tensoriser par Q).

21.2.2.1. Remarque. — De méme (dualement), H*(U, Q(r)) s’annulerait en tout degré
i > d. Par la suite exacte longue de cohomologie motivique fermé lisse attachée au
triangle de Gysin 18.1.1.1, on déduirait que le morphisme de Gysin

HimZ(Y, Q('I" — 1)) mﬁl’L} HE(X, Q(T))

est un isomorphisme pour i > d, et surjectif pour 4 =d.

21.3. Motifs mixtes et conjectures de Bloch-Beilinson-Murre 5

21.3.1. Suivant Beilinson ([Be87], développé dans [J94, J95] et [J0O0, 7}), 'existence
d’une t-structure convenable sur la catégorie triangulée des motifs mixtes implique
Iexistence de la filtration BBM sur les groupes de Chow ® Q, ¢.e. sur les morphismes
de CHM (k)q, cf. 11.2. Voici comment, en supposant la conjecture standard de type
Lefschetz.

Cette derniere se traduit, pour toute variété projective lisse polarisée X de dimen-
sion d, par le « théoréme de Lefschetz fort » au niveau du motif numérique de X :
o (X) 2 025 5(X)(d — i) (cf. 5.25.1).
Notons que MY (X) = R(h,.:(X)), et d’apres le second diagramme commutatif de
foncteurs ci-dessus, S(hnum (X)) serait somme des b’ (X) placés en degré i.
En fait le théoréme de décomposition de Deligne ([D94]) dans les catégories tri-

angulées munies d'une t-structure impliquerait que déja au niveau de DM g (k)q, on
aurait une décomposition (non canonique)

MY(X) 2 @ bl (X)[—1]

num

qui devrait &tre le reflet, via R, de « la» décomposition de ha(X) indiquée par les
conjectures BBM.

21.3.2. Compte tenu des isomorphismes canonigues |
CH'(X)q = HY (X, Q(r)) = DM gm(k)o (1, M"(X)(r)[2r]),

on pourrait alors définir la filtration BBM F” CH"(X)q comme correspondant
via ces isomorphismes au sous-espace DM gm(k)q (L, T<o(MY (X)[2r-v])(r)[v]) de
DM g (K) (1, MY (X)(r)[2r)).

On aurait donc Gr' CH"(X)q = DM gm(k)q (1, b20mY (X)(r)[¥]), et, sous l'isomor-

phisme conjectural D*(MM (k)q) & DMgm(k)q, la formule de Beilinson

Gr% CH' (X)q = Exthmsng (L 577 (X)(n).
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En d’autres termes, la filtration BBM serait la filtration sur DM g (k) q (1, MY (X)(r)[2r])
issue de la suite spectrale (dégénérée)

Exth arq (1 B (X)(r) == D* (MM (k)q) (1, MY(X)(r)[p + q])
dans le cas p + g = 2r.

: ?
21.3.3. Placons-nous sous la conjecture standard ~pom = ~pum. Nous venons de

voir comment I’existence d’une bonne t-structure sur la catégorie triangulée des mo-
tifs mixtes entraine les conjectures BBM et la conjecture d’annulation de Beilinson-
Soulé. Réciproquement, ces conjectures entrainent Iexistence d’une bonne t-structure,
cf. [Ha99, III, 3.4].

21.4. La catégorie abélienne des motifs mixtes de Nori

21.4.1. Une approche tout & fait différente de MM (k)q a été proposée par M. Nori
[Nori], pour k C C. 1l construit inconditionnellement une catégorie tannakienne que
nous noterons provisoirement MM’ (k)q, et méme une version entiere MM’ (k).

Le principe sous-jacent est trés général : & partir d’'un « carquois » @ (catégorie
ou la composition des morphismes n’est pas définie), et d'une « représentation » T :
(2 — Ab, on enrichit T en une représentation @ — (EndT)-Mod si @ est fini (ol
EndT est 'anneau des transformations naturelles de T'), et, dans le cas général, en
une représentation ¢ — C(T')-Mod, ot C(T) est la limite des (EndTjg/)-Mod sur
tous les sous-carquois finis Q' de Q.

21.4.2. Nori considere alors le carquois ¢ suivant :

— objets : triplets (X, Y, ¢) formés d'une k-variété affine, d’un fermé ¥ C X et d'un
entier ¢ > 0,

— morphismes : d'une part, les morphismes de triplets (X,Y,i) — (X', Y’ {) au
sens évident ; d’autre part, un morphisme spécial (X,Y,7) — (Y, Z,i — 1) pour chaque
chameZCYCX 1 > 0.

La représentation T considérée est I’ homologle relative (X, Y1) — H;(X(C), Y(C) Z).

On définit une ®-structure sur C(T), et la ®-catégorie abélienne MM’ (k) se déduit
de C(T') en inversant le motif de Tate H;(G,,). On démontre Pexistence d'un ®-

foncteur triangulé o
DM gy (k) — DP(MM'(k)g).
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CHAPITRE 22

REALISATIONS MIXTES ET REGULATEURS

En 7.1, nous avons construit certaines réalisations enrichies des motifs purs, no-
tamment les réalisations de Hodge, de Tate, et de De Rham-Betti.

Nous esquissons ici la généralisation de ces réalisations au cas mixte. Ces réali-
sations mixtes, construites par A. Huber [Hu00] et par M. Levine [Le98, V.2], sont
des ®-foncteurs triangulés de source DM g, (k), & valeurs dans certaines catégories de
complexes (& quasi-isomorphisme prés) bornés & gauche.

On en déduit des homomorphismes, appelés régulateurs, de la cohomologie moti-
vique vers certaines cohomologies dites « absolues ».

Dans ce chapitre, on suppose car k = 0.

22.1. Réalisations de De Rham-Betti, de Hodge, et de Tate

22.1.1. Principe. — Partons d'une catégorie A tannakienne sur un corps K de
caractéristique nulle, muniet!) de twists de Tate ® K (r).4, et d'un foncteur

Ca: L(E)°P — CZO(A)

verifiant la formule de Kimneth (& quasi-isomorphisme prés, cf. [Hu00, 2.1.1] pour
plus de détails).

Sous certaines conditions techniques (dont les principales sont les « propriétés d’ho-
motopie et de Mayer-Vietoris, la descente pour les revétements galoisiens et les mor-
phismes propres »), il est prouvé dans [Hu00, 2.1.6]® que C4 s’étend en un ®-
foncteur triangulé

(DM gm (k) 1) — D7 (A)

Wvoir [Saa72] pour la formalisation de cette notion.
(2 complété par le corrigendum de 2002 qui corrige 'hypothése abusive que tous les systémes de
recouvrements intervenant dans loc. ¢it. sont filtrés.
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envoyant 1(r) sur K(-7r) (ot DT (A) désigne bien slir la catégorie dérivée bornée a
gauche de A). Composant comme dans 18.4.1.2 2) avec Panti-équivalence de dualité
de DM gm(k)x, on obtient un ®-foncteur triangulé

Ry : DMyw(k)x — DT(A)

envoyant 1(r) sur K(r).

22.1.2. Exemples de réalisations simples (A = Vecy)

1) Sik C C, on peut prendre pOdr CVvecq le foncteur « X — complexe de cochaines
singulieres attaché & X(C) », et on obtient ainsi la réalisation de Betti (mixte)

DM g (k)q — D™ (Vecq).

2) On peut prendre pour C'ye,, le foncteur X — IT'(X, God(£2% / ), ot God dééigne
la résolution de Godement. On obtient ainsi la réalisation de De Rham (mixte)

DM g (k)i — D (Vecy,).

22.1.3. Exemples de réalisations enrichies

1) (Pour k C C) L’isomorphisme de comparaison (3.4.2) entre cohomologie de De
Rham algébrique et cohomologie de Betti — ou isomorphisme des périodes — s’étend
dtout X € L£(k) comme I’a montré Grothendieck [Gro66], et on en déduit que pour X
- donné, les complexes des exemples précédents deviennent quasi-isomorphes apres @ C.
‘On peut ainsi, en les combinant, prendre pour Veck, g la catégorie tannakienne définie
dans 7.1.6, et on obtient la réalisation de De Rham-Betli ou réalisation des périodes

RVeck,Q : DMgm(]C)Q — D+(Veck,Q).

 Des variantes du principe ci-dessus, ol la construction de C 4 est plus délicate,
donnent les réalisations enrichies suivantes ([Hu00, 2.3.4, 2.3.5] :

4) (Pour k C C) On prend pour A la catégorie tannakienne MHSgr sur R des
structures de Hodge mixtes réelles (espaces vectoriels réels munis d’une filtration
croissante W, et d une filtration décroissante F* qui induit une structure de Hodge
pure sur les Gr'”, [D71]). On obtient la réalisation de Hodge réelle

RMHSR-: DMgm(k)R — D+(MHSR)

et d’autres variantes plus fines (& coefficients rationnels, munies d'un « Frobenius
réel », ete.). ,

5) (Pour k de type fini sur Q) On prend pour A la catégorie tannakicnne sur Qg
des représentations £-adiques continues de dimension finie de Gal(k/k). On obtient la
réalisation de Tate

R DM g (k)q, — DT (Rep, Gal(k/k)).
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22.1.4. 1l existe bien d’autres variantes [Hu00], [Le98|, v compris une variante p-
adique [Bes00|. Toutes les réalisations raisonnables sont censées vérifier la

22.1.4.1. Conjecture

i) R4 est a valeurs dans la sous-catégorie bornée D*(A) de Dt (A),
ii) R est un foncteur conservatif (i.e. refiéte les isomorphismes).
Comme R 4 est un foncteur triangulé, ii) équivaut & :

M € DMgm(k)k est _mjl st est seulement si pour tout i, H'RA(M) =0 dans A.

Notons par ailleurs que sous i), on peut composer R4 avec ®@H?® & gauche, puis &
droite avec le foncteur R : CHM (k)x — DM g (k) x de 18.3.1.1, et on « retrouve »
les réalisations pures

CHM (k)i — A

associées (voir 5.4.1.5, 12.1.6.6 pour la conjecture de conservativité des réalisations
pures).

22.2. Régulateurs

22.2.1. Puisque DM gm(k)x est & la fois une ®-catégorie rigide et une catégorie tri-
angulée engendrée par les facteurs directs des MY (X)(r) (avec X € P (k) si 'on veut,
cf. ch. 18), le-« calcul » des réalisations sur les morphismes se rameéne, pour 'essen-
tiel, au cas particulier de la cohomologie motivique DM g (k) (1, MY (X)(7)[i]) =
HY(X,K(r)). :

En composant R4 avec le foncteur
RTA(K,-): D¥(A) — DY (Veck),
on obtient pour tout X € L(k) (ou méme X € Var(k)) et tout r € Z des objets
B Ra(X,r) = R A(K, RT(X)(r)) € D*(Vecx)

dont les K-espaces de cohomologie H4{X,r) sont parfois qualifiés d’absolus, notam-
ment dans les deux derniers exemples. On dispose d’une suite spectrale

Ext? (K, HIRA(MY(X))) = HE (X, 7).
Examinons séparément le cas de la réalisation de Hodge et de 1a réalisation de Tate.

Hodge. — La suite spectrale précédente inscrit les espaces de cohomologie de Hodge
absolue dans une suite exacte ’

0 — Extigs, (R, Hy ' (X(C), R(r)) — Hjsys, (X, R(r))
| : — MHSR(R, H5(X(C),R(r))) — 0.
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On observe ensuite que pour tout V € MHSg, R" MHSg (R, —) est représenté par le
complexe

WoV & FG(W()V)C — (W{]V)C

donné par la différence des deux inclusions, d’ou le calcul de ExtéwHSR(R, V).

Tate. — Pour Rep, AGa,l(E/ k), les groupes de cohomologie absolue sont les groupes de
cohomologie f-adique continue de Jannsen. Ils s’inscrivent de méme dans une suite
exacte

0 — Bxtgsy e m (Qe H ™ (X, Qelr))) —— Hions (X, Qe(r))
— Homg,5/k) (Qe, Hi (X5, Qe(r))) — 0.
22.2.2. Les hoinomorphismes | | s
HY(X,R(r)) — Hiyps, (X;R(r),  HY(X, Qe(r)) — Higni (X, Qu(r))

induits par les réalisations de Hodge et de Tate sont appelés régulateurs réels et
{-adiques respectivement.

22.2.2.1. Exemple. — Prenons X = Speck, r = 1. Le seul cas non trivial est ¢ = 1.

On a
Hl(X7Z(1)) :k*a HIIVIHSR(X?R(]-)) ZR:
HE (X, Qe(r)) = HY(Gal(k/k), Qe(1)) = k*[1/4],

ot k* désigne le complété f-adique de k*. A normalisation pres, le régulateur réel®®
est donné par g € k* — log|g|, et le régulateur £-adique par g —g® 1 € E’;[l /).

Ces régulateurs s’interprétent aussi en termes de comparaison des réalisations du
motif de Kummer [Z -5 G].

22.3. Propriétés attendues des réalisations de MM (k)

Dans ce para,gra,phe et le suivant, on suppose disposer du formalisme des motifs
mixtes comme exposé au chapitre précédent, ¢’est-a-dire d’'une bonne ¢-structure sur
DMem(k)q. ' o ' |

22.3.1. Une telle t-structure devrait vérifier(¥ :

22.3.1.1. Conjecture. — Toute réalisation mizte comme ci-dessus R : DM em (k) —
D (A) respecte la t-structure (eu égard & la t-structure canonique sur DV (A)).

(3)si k est un corps de nombres, et en prenant les divers plongements de k dans C a conjugaison
pres, on retrouve le régulateur de Dirichlet. ,

M apres of. [Ha99, 111, 3.4], la conjecture standard ~yqy, z ~hum ;s 1es conjectures BBM et a conjec-
ture d’annulation de Beilinson-Soulé devraient cntrainer existence d’une bonne ¢-structure avec des

réalisations classiques t-exactes.
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Ceci joint & la conjecture de conservativité déterminerait en fait la t-structure
de DMgm(k). En outre, R4 induirait alors un ®-foncteur fidele, exact, conservatif
(¢f. [ BBD82, 1.3.17])

MM(k)K — A,

étendant la réalisation correspondante de la sous-catégorie tannakienne NM (k).
Ainsi, & toute réalisation mixte (simple, & coefficients dans un corps K) serait
attaché un K-groupe de Galois motivigue mizte absolu, extension du K-groupe de
Galois motivique pur absolu (groupe pro-réductif attaché & la réalisation des motifs
purs obtenue en restreignant la réalisation mixte aux objets semi-simples de MM (k)q)
par un groupe pro-unipotent.
Les conjectures de plénitude (style Hodge/Tate) devraient s’étendre au cas mixte.

22.3.2. Nous avons vu en 21.3 que la filtration BBM sur CH" (X)q serait la filtration
sur DM g (k)@ (1, MY (X)(r)[27]) issue de la suite spectrale pour p + g = 27

B 1111 (1 D7) = DY (MM (E)Q)(1, MY (X)()lp + )

La réalisation f-adique envoie cette suite spectrale sur la suite spectrale de type
Hochschild-Serre

Ext? i (Qe H( X5 Qo) () = HELI(X, Qu(r)

liant cohomologie étale « géométrique » et cohomologie étale continue. Cela fournit
une interprétation particulierement éclairante de la filtration BBM.
En fait, si le régulateur £-adique (ou « classe de cycle absolue »)

CH' (X)q = H¥ (X, Q(r)) — Hir(X, Qu(r))

est injectif, on peut définir une filtration sur CH"(X)q par cette voie £-adique et
prouver que c’est la filtration BBM [J94, 2.7]. Une conjecture trés optimiste de Bloch-
Beilinson prédit Pinjectivité de ce régulateur si k est de type fini sur son SOUS-COIPS
premier. Il s’ensuivrait que la filtration BBM s’annule toujours ou-deld du cran égal
a la dimension de Kronecker de k.

En particulier, si le corps de base k est un corps de nombres, la filtration de CH" (X))
n’aurait que deux crans. En particulier, application d’Abel-Jacobi AJx de 11.1.1
serait injective pour X défini sur & et des O-cycles k-rationnels, et Pexemple 11.1.1.1
ne se produirait donc pour aucun cycle défini sur k.

22.3.3. De lexistence d’une bonne t-structure vérifiant 22.3.1.1 pour la réalisa-
tion f-adique (£ # cark), et en supposant cette derniére conservative, Beilinson dé-
duit la curieuse conséquence suivante (|[Be02, 4.10]). Soient X une k-variété projec-
tive lisse connexe de dimension d, et n son point générique. Posons CH%(p x 7)) =
lim CHY(U x U), ou U parcourt les ouverts denses de X. C’est une Q-algébre pour la

composition, qui agit linéairement sur ng () = lim Im(H X)) — HHU)).
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La conséquence des conjectures précédentes serait que CH%(n x 1)) est une algébre

semi-simple de dimension finie agissant fidélement sur Eg(n).

22.3.3.1. Remarque. — Supposons d = 2, et considérons la partie « transcendante »
£2(X) du motif de Chow h2(X), cf 11.1.3. Sa réalisation f-adique 77 (X ) n'est autre
que Fﬁ(n). Par ailleurs, suivant [Mur], CH?(n x 77) s'identifie canoniquement &
End 2(X). |

D’aprés ce qui précede, End t?(X) serait donc semi-simple et agirait fidélement
sur I'espace T2(X). Si p, = 0, cet espace est nul, d’ott h2(X) = 0 et CH*(£*(X)) =
Ker AJx ® Q = 0 : on retrouve la conjecture de Bloch. '

22.4. Valeurs de fonctions L, périodes, régulateurs ‘

22.4.1. On peut définir la fonction L d’un motif mixte M sur un corps de nombres &k
par la méme formule cohomologique que pour un motif pur, cf. 7.1.4. On conjecture
encore qu’elle définit une série de Dirichlet & coefficients rationnels indépendants des
nombres premiers £ auxiliaires employés, et qu’elle se prolonge en une fonction méro-
morphe sur C tout entier.

Nous nous intéressons ici au cas k = Q et aux valeurs de L en tout entier r non
pole de L (voire aux valeurs principales en les pdles de L — qui sont conjecturés étre
des entiers en nombre fini —, et en les zéros entiers de L).

22.4.2. A cause des places de mauvaise réduction, il n’est pas toujours vrai que
L(M,s) = L{Gr" M,s), out Gr"¥ M désigne le gradué par le poids de M, i.c. son
semi-simplifié. C'est toutefois vrai si la filtration par le poids de Hy(M) se scinde
en tant que représentation du groupe d’inertie en p pour tout couple de premiers
distincts (£, p). Suivant Scholl, on dit alors que M est un motif mizte sur Z (c’est une
terminologie commode, mais un peu abusive car tout objet de NM(Q)q est un motif
mixte sur Z en ce sens!®). On note MM (Z)q la sous-catégorie (abélienne) pleine de
MM (Q)q formée des motifs mixtes sur Z.

22.4.2.1. Remarque. — Le seul motif de Kummer dans MM (Z)q est 1 @ 1(1).

22.4.3. Soit r un entier. L’isomorphisme de comparaison canonique
Hp(M(r)) ®q C — Hpr(M(r)) ®q C

donne lieu a un homomorphisme

He(M(r))" ®q R — (Hpr(M(r)) ®q R)/F°

(5] existe une (ébauche de) théorie plus fine de motifs sur Z, ou sur ’anneau des entiers d’un corps
de nombres & (Deninger, Nart, Scholl), pour laquelle Ext?(1,1(1)) = 0 n’est pas nul, mais égal au
premier groupe d’Arakelov-Chow de Spec Oy, au sens de Gillet-Soulé, cf. [J95].
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ou Hg(M(r})* = H(M(r)c, Q)" désigne la partie fixe sous la conjugaison complexe,
et FO le cran 0 de la filtration de Hodge.

On dit que r est une valeur critique pour L(M, s) si cet homomorphisme est bijec-
£if(%). On note alors ¢t (M (r)) € R* le déterminant de cet homomorphisme relative-
ment & des bases rationnelles fixées (I'ambiguité est dans Q*(7)).

La conjecture de Deligne [DSOb] généralisée par A.Scholl [Sc91] au cas mixte,
s’énonce :

22.4.3.1. Conjecture. — Soit M un motif mizte sur Z. Si v est une valeur critique,

L(M,r)/c™(M(r)) € Q.

La conjecture de Beilinson [Be85, Be87], reformulée par A.Scholl [Sc91],
s'énonce :
22.4.3.2. Conjecture
a) Soit M un motif mizte sur Z. Alors

ords__TL(M s) = dim Ext},, (z) (M (), 1(1)) — dim MM (Z)(M(r), 1(1)).
b) En outre, si

Btz (M (r), 1(1)) = MM(Z)(M(r), 1(1)) = Extigpsz) (1, M(r)
= MM(Z)(lv M(T)) =0,

alors r est une valeur critique pour L{M,s) (et L(M,r) # 0).

(%)

22.4.4. L’astuce suivante (due & Scholl) permet d’obtenir, & partir des deux conjec-
tures précédentes, la valeur principale de la fonction I de tout motif mixte sur Z en
tout entier r. Le point est que 'on peut attacher & M et r un autre motif mixte M,
sur Z, tel que
i) L(M,,s) = L(M,s) - ((s — 7)™((s — v + 1)™ pour des entiers m,n convenables,
ii) la condition () vaut pour M, (r serait donc uhe valeur critique pour L(M,., s)).

Ce motif M, s’obtient en quatre étapes :

— quotienter M (r) par la somme des sous-motifs =2 1

- prendre le noyau commun de tous les morphismes vers 1(1) (on note N, le motif
ainsi obtenu), '

— prendre 'extension universelle (dans MM (Z)q) par 1(1) & gauche et 'extension
universelle par 1 & droite,

~ twister par (—r).

(6)prendre garde que cette notion n’équivaut pas & la notion analogue pour le gradué par le poids
de M.

(Met c’est 1 par convention si Hg{M(r))T ®q R = (Hpr(M(r)) ®g R)/F° = 0. On pourra inves-
tiguer ce cas en détail & titre d’exercice. ' : '
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Au final, M,.(r) admet une filtration en trois crans, de gradués Ext}, mzy (1, M(7))®1,

A partir de 14, pour expliciter la valeur principale de L(M,s) en s, il reste a
comprendre ¢t (M,.(r)). Si 'un des crans extrémes de cette filtration est non nul,
on voit apparaitre un régulateur réel. Si ces deux crans sont simultanément non nuls
(ce qui arrive typiquement si M est pur de poids 2r — 1), intervient en outre un
« accouplement de hauteur » & valeurs réelles entre un cran et le dual de 'autre.

Nous renvoyons a [D80b], [Be85], [Be87|, [Sc91]| pour les détails et au sur-
vol [Ne94] pour le statut de ces conjectures, airsi qu’au survol [Kin03] pour I'ex-
posé et le statut de la conjecture de Bloch-Kato qui précise le nombre rationnel
L(M,,)/ct(M,(r)) (en généralisant la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer surles
fonctions L de variétés abéliennes). *

22.4.4.1. Exemple. — Les conjectures de Deligne-Beilinson valent pour M =1 et tout
entier r. En effet :

~ 7 est une valeur critique pour L(M,s) = {(s) = >_n~° si et seulement si 7 est un
entier pair strictement positif ou un entier impair négatif. La conjecture de Deligne
dans ce cas élémentaire dit que ((2n)/7?" € Q et ((—2n — 1) € Q (Euler).

— Le point a) de la conjecture de Beilinson énonce dans ce cas le fait bien connu que
ord, ¢ = 1sir = —2n est un entier pair strictement négatif, ord; { = —1, et ord, { =0
sinon. Pour » = —2n, le point b) de cette conjecture s’applique au motif M, qui est
un motif de Tate mixte sur Z ayant deux poids 0 et 2(r — 1) ; r est bien valeur critique
de L(M,,s) = ¢(s)((s + 2(r — 1)), et nous verrons au dernier chapitre (25.6.1) que
la. conjecture 22.4.3.1 est vraie dans ce cas : en vertu du théoréme de Borel [Bor74],
la. période ¢ (M,(r)) — qui est dans ce cas un régulateur — est rationnellement
proportionnelle & 77"((2n+1), donc aussi & {'(r) en vertu de I'équation fonctionnelle.

— Si P’'on tente d’appliquer la construction M, pour traiter le cas r impair > 1, on
n’obtient rien d’intéressant car il y a élimination de ((r) dans le passage de L(M,s)
a L(M,,s).
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CHAPITRE 23

RELATIONS DE PERIODES

Les « périodes » d’une variété lisse définie sur un sous-corps k de C — ou plus
généralement d’un motif défini sur k — sont des nombres complexes qui apparaissent
comme « coefficients » de l'isomorphisme de comparaison entre cohomologie de De
Rham et cohomologie de Betti. Les endomorphismes du motif et de ses puissances
fournissent des relations algébriques entre périodes & coefficients dans k, et la conjec-
ture de Grothendieck prédit que I'on épuise ainsi toutes les relations si k est algébrique
sur Q. Cette philosophie, déja esquissée au chapitre 7 dans le cadre « pur », s’étend
au cas « mixte ».

Concrétement, les périodes se présentent comme intégrales de formes différentielles
algébriques sur des domaines définis par des équations et inéquations algébriques (3
coefficients rationnels) ; ce sont des objets d’étude privilégiés de la théorie des nombres
transcendants. Dans les chapitres ultérieurs, nous étudierons en détail deux cas par-
ticuliers @ valeurs de la fonction gamma d’Euler et nombres polyzéta, et nous verrons
que toutes les relations « connues » entre ces nombres sont bel et bien d’« origine
motivique », c’est-a-dire s’expliquent en termes de cycles algébriques.

Sans I’hypothése que k est algébrique sur Q, il est facile de créer ad libitum des rela-
tions entre périodes de k-variétés. Nous proposons néanmoins une minoration conjec-
turale tres générale du.degré de transcendance sur Q de la k-algébre des périodes,
minoration qui s’avere contenir et unifier un grand nombre de conjectures de trans-
cendance classiques (Schanuel, etc.).

23.1. Retour sur la conjecture des périodes de Grothendieck
23.1.F. Soit X une variété lisse sur un sous-corps k de C. On lui associe

i) sa cohomologic de De Rham algébrique H}5, (X)) (un k-espace gradué de dimen-
sion finie),

ii) sa cohomologie de Betti rationnelle H5(X) (un Q-espace gradué de dimension
finie),
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iti) Pisomorphisme de comparaison de Grothendieck [Gro66]
@ Hpe(X) 81 C — H3(X) 9 C.

Les coefficients de la matrice de w dans des bases convenables de HER(X) et Hp(X)
s’appellent périodes de X.

23.1.1.1. Remarque. — Si X est affine, Hp (X)) n’est autre que la cohomologie du
complexe de De Rham global (2*(X), d), et @ est induit par I'accouplement classique
de périodes

Qi(X)dzo ®Q ZZ(X(C))Q)*—)Ca w®7wfw
v

ot Z;(X(C), Q) est le Q-espace engendré par les i-cycles topologiques sur X {C).,

C’est pourquoi nous appelons'périodes les coefficients de la matrice de w, et non
ceux de son inverse comme font plusieurs auteurs (dont P. Deligne). Avec notre défi-
nition, 277 est période de G-

23.1.2. On obtient ainsi un ®-foncteur
L(k)® — VecGriq, X +— (Hpr(X),Hp(X), @)

de la catégorie monoidale symétrique (non additive) £(k) des k-variétés lisses vers
la ®@-catégorie rigide VecGry g dont les objets sont formés d'un k-espace gradué de
dimension finie, d’un Q-espace gradué, et d’un isomorphisme entre leurs complexifiés
7.1.6.

23.1.3. Counsidérons la restriction de ce ®-foncteur & une sous-catégorie pleine V de
L(k) formée de variétés projectives, stable par produits et sommes disjointes (finis).
Il se factorise & travers la ®-catégorie rigide des motifs de Grothendieck découpés
sur V (modulo toute équivalence adéquate au moins aussi fine que ’équivalence ho-
mologique), et méme & travers la ®-catégorie rigide des motifs My définis en termes
de correspondances motivées modelées sur V (cf. 9.2) :

Vo — My — VecGry.q-

Cela refléte juste le fait que pour tout X € V, les cycles motivés sur X ont des classes
dans @, HZ% (X)(r) et @, HZ (X){r) qui se correspondent via w, d’ou des relations
k-linéaires entre périodes. Via Kiinneth, les cycles motivés sur les puissances de X
donnent lieu & des relations polynomiales & coefficients dans &k entre les périodes
(et 273, période de 1(—1)). '

En changeant la contrainte de commutativité suivant la regle de Koszul, puis en
oubliant la graduation, on obtient un ®-foncteur fidele exact

MV — Veck,q

entre catégories tannakiennes sur Q.
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Soit Gt p(X) = Aut® H Bi(p(x)® le groupe tannakien attaché & la sous-
catégorie tannakienne (b (X))® de My engendrée par le motif de X.

Le torseur des périodes Py(X) est le Gmot, v (X )p-torseur défini comme schéma
d’isomorphismes Iso® (Hpg, Hg @ k), ces foncteurs fibres étant restreints & (f)p(X He.
L’isomorphisme wx s’identifie & un C-point de Py, (X).

23.1.4. La conjecture des périodes de Grothendieck prédit que si k& C Q, toutes
les relations polynomiales en les périodes de X, & coefficients dans k, sont d’origine
motivique. Un énoncé plus précis est que I'idéal de ces relations est engendré par les
relations provenant des cycles algébriques (sur les puissances de X).

La discussion de 7.5.2 se plagait sous la conjecture standard (de type Lefschetz).
Considérer la catégorie Mv permet de s’en affranchir, le torseur des périodes étant dé-
fini inconditionnellement dans ce cadre. En utilisant la description des cycles motivés
de 9.1.3, on voit qu’il revient au méme de dire que 'idéal des relations entre périodes
de X est engendré par les relations provenant des cycles motivés sur les puissances
de X, ou qu'’il est engendré par les relations provenant des cycles algébriques sur le
produit d’une puissance de X par une variété auxiliaire Y € V.

Si 'on considere la conjecture des périodes simultanément pour tout X € V, il est
donc indifférent de remplacer cycle algébrique par cycle motivé modelé sur V.

En raisonnant comme dans 7.5.2.2, on parvient alors & 1’énoncé suivant :

23.1.4.1. Proposition. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) la conjecture de Grothendieck vaut pour tout X € V,
i) pour tout X € V limage de wx dans le torseur des périodes Py (X) est le

point générique.
iit) pour tout X € V,

deg transcq k(flx) = dim G, (X ),
et SPy(X) est conneze.

Elles impliquent la pleine fidélité de la réalisation de De Rham-Betti sur My (et
que Guot,v(X) et Py (X) ne changent pas si on remplace V par une catégorie plus
petite). _ | , O

- 23.1.4.2. Remarque. -— Rappelons que le groupe de Mumford-Tate MT(X) est
contenu dans Gmet v(X), et que ces groupes coincident si les cycles de Hodge sur les
puissances de X sont motivés. En pratique, il est souvent plus commode de calculer
le groupe de Mumford-Tate MT(X), et donc d’écrire la conjecture des périodes sous
la forme affaiblie suivante :

degtranscq k(Qx) = dim MT(X).

Il faut toutefois garder & Pesprit que, ce faisant, I'inégalité dans I'autre sens devient
aussi conjecturale.
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23.2. Estimation du degré de transcendance de certains sous-corps du
corps des périodes

23.2.1. La conjecture de Grothendieck fournit le degré de transcendance conjectural
de lextension de k& C Q engendrée par toutes les périodes attachées & une variété
(disons projective lisse pour le moment}), ou plus généralenfient un motif, donné.

Or il arrive fréquemment en théorie des nombres transcendants que 'on s’intéresse
& minorer le degré de transcendance non de k£(Q2x) tout entier, mais d’un sous-corps L
(pas forcément de la forme k(2p7) pour un facteur M de §(X)).

Ce degré est conjecturalement dim Gmet,p{X) — deg transcy, k{fly), et une esti-
mation grossiére de degtranscq L s’obtient, en pratique, en exhibant des éléments
Ti,..., T, de B(Qx) tels que k(Qx,z1,...,2m) soit algébrique sur L, et en majo-
rant degtranscy k(Qx) par m. Ce procédé meéne toutefois rarement & la minoration
optimale, pour laquelle il y a heu de prendre en compte la géométrie du torseur des
pemodes

23.2.2. Voici un exemple concret. Soit A une variété abélienne de dimension g définie
sur k € C. On a k(Qx) = k(Qy1(4)), et pour V assez grand, Guot,v(4A) = MT(4), le
groupe de Mumford-Tate de A (¢f. 10.2.1.1).

“Supposons A munie d’une polarisation principale ¢. On peut alors choisir une base
« symplectique » de H1(A(C),Z), choisir une base « symplectique » de Hiyp (A) dont
la premiére moitié engendre le sous-espace lagrangien F'* H (A) = Q' (A), et écrire la
matrice des périodes de h1(A) relativement & ces bases sous forme de blocs de taille g

O N
Qy Np/’
avec {Oa Ny — " Ny = 271 - Id, Q4105 et *N; No étant symétriques. Alors
(A, ¢) = (C9/(Z° + 7Z9), forme symplectique standard sur Z9 + 7Z9)

T 1= Qg(ﬂl)_1
est dans le demi-espace de Siegel $, formé des matrices symétriques d’ordre g, de
partie imaginaire définie positive.
Soit d’autre part A4, la Q-variété de modules (grossmre) des variétés abéliennes
prmmpalement polarisées de dimension g. On a

Ag(C) = 5pyy(2)\Ng
et Papplication j, qui & 7 € §, associe le point modulaire de
(A, ¢r) = (C9/(Z9 + 7Z9), forme symplectique standard sur Z9 + 729)
induit la projection naturelle
CJg i g — A (C) = SPQQ(Z)\’?}Q
Si (A-, ¢,) est définie sur k, alors k contient Q(jg(7)).
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23.2.3. Que peut-on dire du k-degré de transcendance degtranscy k(7) des coeffi-
cients de la matrice 77
Donnons d’abord un majorant de ce degré de transcendance. On peut associer a

(Aryér)

— son groupe de Mumford-Tate MT(A,),

— un groupe a un parametre U3 (R) — MT (A }(R), et

— l'espace symétrique D de ses conjugués, qui est un domaine hermitien symétrique
pour le groupe adjoint MT'(A,)(R)?? et qu'on peut voir de maniére naturelle comme
sous-domaine de $, contenant le point ¢.

On sait par la théorie des variétés de Shimura que

Jg (D) = szg(z)ﬂMT(Ar)\D

admet une structure de sous-variété algébrique de A, définie sur Q (variété de modules
grossiére pour les variétés abéliennes principalement polarisées du type de Hodge de
(Ar, ¢r)). Par ailleurs, le plongement D — §, se prolonge en un plongement des
compacts duaux D¢ < §¢. C'est une immersion fermée de variétés algébriques définies
sur Q (et la Q-structure de 5 est compatible & la Q-structure naturelle sur ’espace
des matrices carrées de taille g). On en déduit Vinégalité

deg transci k(1) < dim D¢ = dimg jy(D).

FEn particulier, degtranscq Q(7,7,(7)) = 0 si A, est & multiplication complexe (D
étant réduit & un point dans ce cas); la réciproque est d’ailleurs vraie, d’apres
P. Cohen, H. Shiga et J. Wolfart, ¢f. [SW95], ce qui généralise un théoreme classique
de T. Schneider dans le cas des courbes elliptiques.

23.2.4. Supposons donc & présent que A, soit définie sur k& C Q (d’olt j,(7) € Q),
et tachons de minorer degtranseq Q(7). _:

23.2.4.1. Proposition. — La conjecture des périodes entraine que
deg transcq Q(7) = dimc j4(P).

Indicationtt). — On observe les faits suivants :
~ De, espace homogene & gauche sous MT(A, )24 (C), se plonge de maniére équiva-
riante dans £y relativement & M T(A)*4(C) — Sps, (C). Tout cela est défini sur Q.
— L’application rationnelle p : Py (h'(4)) — (95)q (ﬁ; g;) > Ag (A1) est
définie sur Q, MT(A,)-équivariante, et se factorise & travers D¢. Son image est dense
dans D¢.

(W ceci, et Pesquisse qui suit, représente la réponse de 'auteur — vers fin 1995 — & la question posée
par Wolfart de l'estimation de degtranscq Q(7). La démonstration a été rédigée en détail dans la
thése de A. Prive (Frankfurt, 1997, non publiée).
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— La conjecture de Grothendieck implique que (82 %;) s’envoie sur le point géné-

rique de Py {(h1(A)), donc 7 (son image par u) s’envoie sur le point générique de D°.

23.3. Extension au cas mixte

23.3.1. Au début de ce chapitre, on a parlé de périodes dans le contexte général des
variétés lisses. Cette notion devrait s’étendre du reste & tout motif mixte.
I’existence d’une t-structure appropriée (compatible au ®) dans DM gm(k)q per-
mettrait de définir, en passant au coeur, une bonne catégorie tannakienne MM (k)q
de motifs mixtes, et de leur associer un groupe de Galois motivique et un torseur des
périodes (cf. 21.1.5, 22.1.3, 22.3). On pourrait alors étendre & ce cadre la conjecture
des périodes de Grothendieck. \

23.3.2. Faute de savoir définir cette t-structure, on peut tout de méme construire
des torseurs de périodes « mixtes », et formuler une conjecture des périodes mixtes,
de différentes maniéres. La meilleure, dans cet esprit, est celle M. Kontsevich basée
sur la catégorie de Nori (voir ci-dessous).

Un procédé moins conceptuel, mais fournissant des minorations commodes (et
conjecturalement optimales) du degré de transcendance des périodes consiste & rem-
placer groupes de Galois motiviques par groupes de Mumford-Tate des structures de
Hodge mixtes attachées aux variétés lisses ou motifs mixtes M en question {supposés
définis sur & C Q), c’est-a-dire & conjecturer '

(7) deg transcq k(Qur) = dim MT' (M)

comme dans la remarque 23.1.4.2 (Vinégalité dans Pautre sens < étant aussi conjec-
turale).

23.3.3. Le cas des 1-motifs (¢f. 20.1) définis sur Q est particulierement intéressant(®.

Dans le cas simple ott M est le motif de Kummer [Z g Gm] (gqu'on peut aussi voir
comme un motif de Tate mixte de poids —2 et 0), la matrice des périodes danslles
bases naturelles s’écrit
1/2ni (log q) /2t
(™)

(pour une détermination quelconque du logarithme) et MT(M) est un groupe de
matrices de la forme (5 ’{), de dimension 1 ou 2 selon que ¢ € Q est une racine de
I'unité ou non. La conjecture des périodes « mixte » prédit dans ce cas que si g n'est
pas une racine de I'unité, alors log ¢ et 7 sont algébriquement indépendants sur Q.

Pour un 1-motif général défini sur Q, la conjecture se réduit & un énoncé d’indépen-
dance algébrique sur les logarithmes de points algébriques sur un groupe algébrique

(2))’inégalité < est acquise dans ce cas grace A un théoréme de J.-L. Brylinski [Bry83|.
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commutatif. On ne sait traiter & présent que I'indépendance linéaire sur Q de tels
nombres, cf. 7.5.2.3.

23.3.4. Le point de vue de M. Kontsevich [KZ01, §4]. — 1l est basé sur l'ap-
proche de M. Nori [Nori], qui a construit une catégorie tannakienne MM'(k)q de
motifs mixtes définis sur un sous-corps k de C (¢f. 21.4). Ici k = Q. |

Kontsevich considére le Q-espace des périodes effectives « formelles » engendré par
les symboles [(X, D,w,v)], ot X est {affine) lisse sur Q, D C X est un diviseur a
croisements normaux, w € QUM X(X) et v € Hgim x (X(C), D(C), Q), modulo les
relations ' | o ' a

1) linéarité en w et en v,

i) pour tout morphisme f : (X,D) — (X',D'), et w € QImX' (X et v €
Hyim x (X(C), D(C),Q), on a

[(X,D, f*UJ,”}’)] = [(Xa D.awvf*’)’)]a

iii) notant D! (resp. DI? la normalisation de D (resp. de la seconde strate d’in-
tersection de D), on a, pour tout n € QM X-1(X)

[(X7 D) dﬁ; f)/)] :- [(D[l]: D[Z] 3 TI'ID[l} 3 af)/)}

(Pest en fait une Q-algtbre, et sa localisée P aprés inversion de la classe
[(AY,0,dz/z,7)] (ol v est le lacet standard autour de 0) s’identifie & lalgebre
du pro-torseur des périodes au sens de Nori. La conjecture des périodes dans le cas
mixte (exprimée en termes de la catégorie de Nori MM'(Q)q) se traduit alors par

(7) I’homomorphisme P — C, (X, D,w,v)] — /w, est injectif.
v

Autrement dit, les relations entre périodes proviendraient toujours de changements
de variables algébriques et de la formule de Stokes.

23.4. Extension au cas d’un corps de base transcendant

23.4.1. Revenant 2 la situation « pure » de départ, que dire du degré de transcen-
dance du corps engendré par les périodes de X EOrsque k n’est plus supposé algébrique?
On a toujours I'inégalité

deg transcy, k(périodes(X)) < dim Gmot, v (X),
d’ol :

deg transcq k(périodes(X)) < dim Guor,v(X) + degtranscq k-
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1l n’y a pas de borne inférieure non triviale pour degtranscy k(périodes(X)), mais
nous avons proposé®) la conjecture des périodes généralisée suivante :

| ?
deg transcq k(périodes(X)) = dim Gret, v (X)-

Cet énoncé devrait étre étendu au cas des motifs mixtes (quitte & remplacer, en
premiére approximation, Guoet,v(X) par le groupe de Mumford-Tate M T(M) de la
structure de Hodge mixte attachée & M).

23.4.2. Le cas des 1-motifs est encore particulierement intéressant. Appliquée au cas
du 1-motif M = [Z i m], la conjecture des périodes généralisée prédit que si g est
un nombre complexe non nul qui n’est pas une racine de I'unité, deux au moins des
trois nombres 7, ¢ et log ¢ sont algébriquement mdependants sur Q. |
Plus généralement, C. Bertolin [BerOZ] a vérifié que la conjecture des périodes gé-
néralisée pour les 1-motifs sans partie abélienne équivaut d la conjecture de Schanuel :

si 1, ..., %, sont linéairement indépendants sur Q, alors

deg transc(z1,. .., Tn, €, ..., ") = n.

23.4.3. Voici un autre exemple. Soit ¢ un nombre complexe tel que 0 < |g] < 1. Soit

J{q) = %5 4 744 + ... Pinvariant modulaire de la courbe elliptique C*/¢?, et soit A
un modéle sur Q(J(q)) de C*/¢%. Considérons le 1-motif My = [Z =5 G,y x A] avec
u(1) = (g,0), défini sur le corps k = Q(g, J(g)). On vérifie que dim MT'(Mg) = 3 ou 5
selon que A est & multiplication complexe ou non. Nous noterons (ﬁ; m ) «la» matrice
des périodes standard de A. Dans le cas CM, on a k(périodes(My)) = Qlg, ™ w1), et

la conjecture des périodes.généralisée donne dans ce cas
deg transcq Q(g, m,w1) = 3,
ce qui a été prouvé par Y. Nesterenko [N96]. S'il n’y a pas multiplication complexe, on
a k(périodes(M,)) = Q(q, J(q), w1, w2, M, T), et la conjecture des périodes généralisée
prédit que ' '
deg 1jra’nSCQ Q(Q} J(Q)a Wi, Wo, M, 7T) 2 .
En utilisant les formules

Ea(q ). 3w1n1 E4(q) = %((::) 92, Es(q) %-%(%)693,

on voit que cette inégaﬁt‘é entraine que

dog transeq Q(g, B (q), Fa(a), Be(q)) > 3.

Cle dernier énoncé, démontré par Nesterenko [IN96], est en fait valable sans hypothése
sur les endomorphismes de A, et redonne deg transc Q(g, m,w1) = 3 dans le cas CM.
Ces considérations ont aussi été généralisées dans [Ber02],

(3)dans une prépublication non publiée de 1997 : « Quelques conjectures de transcendance issues de
la géométrie algébrique ».
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23.4.4. Reprenons enfin la situation de 23.2.2, mais sans supposer le corps de base k
algébrique (autrement dit, sans supposer j,(7) défini sur Q). it

Le méme argument que celui de 23.2.4.1 montre que la conjecture des perlodesf |
généralisée entraine que

deg transcq Q(, jg(1)) = dim j (D).

Cette inégalité conjecturale se généralise sans difficulté & toute variété de Shimura.

23.5. Vers une théorie de Galois pour des nombres transcendants 7

23.5.1. Revenons au cas ol le corps de base k est algébrique, et méme égal & Q
pour simplifier. Pour tout nombre complexe algébrique o, on a la. notion de nombres
conjugués de «, et ces nombres sont permutés par le groupe de Galois de la cloture
galoisienne de Q[a] au-dessus de Q.

Y a-t-il quelque chose d’analogue pour des nombres o transcendants ?

Pour un nombre « appartenant & la « Q-algébre des périodes » (i.e. algebre engen-
drée par les périodes de tous les motifs définis sur Q, en inversant 274), la théorie des
motifs suggére que oui : le sens profond de la conjecture des périodes de Grothendieck
est de pouvoir faire agir le groupe des points rationnels du Galois mot1v1que absolu
sur cette algébre des périodes.

De maniére concréte, 'idée est de considérer I'algébre des fonctions Q[§] du torseur
des périodes d’un motif M choisi minimal pour que Q[J] contienne Qlaf. On note
Gimot (M) le Q-groupe de Galois motivique associé (pour la réalisation de Betti). Alors,
sous la conjecture des périodes, Gmot(M)(Q) agit sur Q[F], et les « conjugués » de
o sont les points de T'orbite de o sous Gmoet(M)(Q) (qui joue le réle de groupe de
Galois). La « cloture galoisienne » de Q[a] est la plus petite sous-algebre de Q]
contenant « et stable sous Got(M)(Q).

23.5.2. Voici quatre exemples élémentaires :

— si Q[a] est un corps de nombres, on prend pour M le motif d’ Artin quil deﬁnlt
Alors Q[] est la cléture galoisienne de Q[o] et le groupe de Galois usuel s "identifie
au groupe des Q-points du groupe de Galois motivique (qui est fini constant sur Q),
de sorte qu’on retrouve la notion usuelle de « conjugues ».

— si @ = 2mi, on prend pour M le motif de Lefschetz 1(—1), le groupe de Galois
est Q*, et on trouve que les conjugués de 2mi sont ses multiples rationnels non nuls;
donc Q[271] est « galoisien » sur Q.

— sl @ = wy est une période de premiere espece d'une courbe elliptique A définie
sur Q, on prend M = h(A). Le groupe de Galois s'identifie & G'L2(Q) sans multiplica-
tion complexe sur C, et au normalisateur d’un tore de Cartan E* C GL2(Q) si A est
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A multiplication complexe par E. Dans les deux cas, les conjugués de w; seraient(®
les éléments non nuls de Q - w; & Q - wsy, oll wy est une autre période de premiére
espece indépendante de wy. La cloture galoisienne de Qlw;] est done Qwr,ws] (qui
n’est autre que Efw;] dans le cas & multiplication complexe).

—sia =logqg, ¢ € Q~{—1,0,1}, on prend pour M le 1-motif [Z i m]. Le
groupe de Galois est extension de Q* par Q, et les conjugués de log g seraient(® les
éléments log g+ 27iA, A € Q. La cloture galoisienne de Q[log g| est donc Q[log g, 27i].

Nous verrons un autre ekemple au dernier chapitre (25.7.4.2).

) dans le cas sans multiplication complexe, ceci est conditionné a la conjecture de Grothendieck
pour A.
{(®)sous la conjecture de Grothendieck pour M, c’est-a-dire I'indépendance de log g et de 7.
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CHAPITRE 24

MOTIFS ET VALEURS SPECIALES DE LA FONCTION T’

En nous appuyant sur les travaux de G. Shimura, A. Weil, D. Rohrlich, P. Deligne,
G. Anderson, A. Ogus et d’autres (cf. [W76], [D80b], [gA85], [Scha88], [090]), nous
nous proposons d’élucider le réseau de relations algébriques que satisfont les nombres
réels I'(a), a € Q~ —N, et de les interpréter dans le contexte des motifs. Cela va nous
conduire & étudier les relations entre périodes de variétés abéliennes a multiplication
complexe, et & prouver que toutes celles connues s’expliquent, conformément a la
conjecture de Grothendieck, par la présence de cycles algébriques.

24.1. Valeurs de I' et périodes d’intégrales abéliennes

24.1.1. Ces nombres apparaissent déja dans le calcul de certaines périodes elliptiques

Vode T 1
/0 Nriatw F(1/2,1/2,1;1/2) = T (T(1/4))2.

En fait, ils interviennent via les valeurs de la fonction Beta d’Euler

T(a)T(b)
INa+ b)

qui, pour a, b rationnels, sont des périodes des courbes de Fermat.

Rappelons pourquoi. Laissant de coté quelques cas triviaux, on peut supposer sans
perte de généralité que a,b,a + b ¢ Z. Notons N le dénominateur commun de a et b,
et posons @ = r/N, b=s/N, ( = e?"/VN,

Considérons la courbe de Fermat Fy de degré N, donnée en coordonnées projec-
tives par & + yV = z¥. C’est une courbe de genre (N — 1)(N — 2)/2; une base de
H}p (Fy) est donnée par les (N —1)(V —2) classes (modulo les différentielles exactes)
des différentielles de seconde espece [W76], [L.82, 11} :

dx
yN—1

1 .
B(a,b) = ] o 1 —2) e =
- Jo

wrwl s—1

1<rs<N-—1, 7j—|—s7éN.
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Soit Gy le quotient du produit de trois copies du groupe un des racines N-ieémes de
unité par le sous-groupe diagonal. Il agit sur Fjy coordonnée par coordonnée

g*(L' = (pz, g*y = (1Y, g*z = C2z‘(1)
Soit « le chemin [0, 1] — Fn(C), t+ (¢, (1 — tNYY/NY, On a

d
ygmr—lys T €L (1_€1‘ CS /IIZ'T 1,.8—1 —
y" ¥

oi1 1a premidre intégrale est prise sur le lacet v — (1, {)«y + (¢, C)*’Y (€,1)x7, et

dx
r—1 s 1Yt g 1 (s 1 /N _

N/ — —Nf t )i = B(r/N,s/N).
24.1.2. 1l est douteux que le nombre T'(a) soit lui-méme une période en général, mais
nous allons voir de deux manidres différentes que 'une de ses puissances ’est : ce sera
en fait une période d’un produit de courbes de Fermat.

_ Premitre voie : on a T(r/N)N = (N — I [[=0 " B(r/N,ir/N).

— Deuxitme voie (utile pour la suite) : observons d’abord que I'inverse

B(r/N,s/N)"' ~ B(1—7/N,1—s/N)/x mod. Q
est encore une période; il suffit donc de montrer :

24.1.2.1. Proposition. — Il existe n entier > 0 tel que I'(r/N)™ soit, & un facteur dans

Q" prés, un mondéme en les B(s/N,s/N), s € {1,... N — 1}, et leurs inverses.

Pour démontrer cette proposition, nous nous plagons dans le groupe multiplicatif
Cc*/ Q Ce groupe étant « uniquement divisible », on peut le voir, et nous le verrons,
comme Q-espace vectoriel®).

Considérons Uapplication Q-linéaire de Q[Z/NZ] vers C*/ Q" donnée par

ST nals]— [[@(s/N)™ mod. Q

s€Z/NZ

(bien définie en vertu de ’équation fonctionnelle I'(z + 1) = 2[(z)). A Taide de cette
1ﬁ(S/ )?

application et de la formule B(s/N,s/N) = T(25/N)’

la proposition se déduit du

lemme élémentaire suivant

24.1.2.2. Lemme. — Les éléments 2[s| — [2s], s € Z/NZ, forment une base de
QIZ/NZ].

(1) ¢’est 1a convention de JL82], mais V’inverse de la convention de [D82] et [090].
(2){] n’est nul besoin d’invoquer le logarithme ici.
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Démonstration. — Soit B le Q-espace engendré par les B, := 2[s] — [2s]. Pour tout
s € Z/NZ, on a 2s| = [2s] d’ol1 2%[s] = [2"5] mod. B. Soient ¢ 7 j deux entiers tels
que 2's = 275 mod. N. Alors [2s] = [275] dans Q[Z/NZ] et 2[s] = 27(s] mod. B,
d'ot [s] € B. O

24.2. Distributions et relations de distribution

24.2.1. Commencons par une

24.2.1.1. Définition. — Une distribution (3) est une fonction Q/Z -2+ V & valeurs dans
un Q-espace vectoriel V, qui vérifie le systeme d’équations dites « de distribution »

az)= > 9(v)
Ny==z
pour tout entier N > 0 (et tout z € Q/Z). Elle est dite impaire si g(—2) = —g(2).

Un morphisme entre distributions Q/Z Vet Q/Z P W oest une application
lindaire V —2» W telle que h = @ o g.(Y

Les distributions forment une catégorie, d’oll une notion de distribution universelle
(resp. distribution impaire universelle).

Trois exemples de distributions impaires

1) Pour tout z € Q/Z, notons (s) son représentant dans 10, 1]. La fonction

9(2) = 5~ (2

est une distribution. Elle devient une distribution impaire si 'on modifie sa. valeur
en 0 en posant g(0) = 0. ,

2) Le groupe profini 7+ = lim (Z/NZ)* s’identifie au groupe des automorphismes
du groupe discret Q/Z. Notons § € Q(Z/NZ)" 1a fonction qui prend la valeur 1 en s
et 0 ailleurs. Les applications ‘
5 — Z §, pour N'|N,

se(Z/NZY"
s=35 mod. N’

définissent par Q-linéarité un systéme inductif, dont on note

V = 1£:__)n Q(Z/NZ)* C QE*

(3) cette terminologie vient de « relations de distribution », et n’a rien & voir a priori avec les dis-
tributions de Schwartz; toutefois, il s’avere que ces distributions donnent bel et bien lieu & des
distributions au sens de Panalyse... p-adique, of. [L78, 2.

(#noter que la classe d’isomorphisme de g détermine I'espace vectoriel engendré par Vimage de g
dans V (& isomorphisme prés), mais non V lui-méme. ‘
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la limite. Pour tout z € %Z/ Z, on définit I’élément de Stickelberger (5)

Stn(z) = Z (—;— — (sﬁlz))é si 20, Stn(0) =0.

sE(Z/NZ)*
Compte tenu de I'exemple 1), cette expression ne dépend en fait que de I'image de z
dans Q/Z et non de N, et définit une distribution impaire St, la distribution de

Stickelberger.
3) A partir des équations fonctionnelles de la fonction Gamma

a) L(z+1)=2I'(z), (2¢—-N)
by P()T(1 - 2) = (= ¢ 2)

No1o I .
c) 1;[ EF(Z’Jr s/N) = ﬁF(NZ)Nl N (2 g -5 N)

on voit que la fonction LT induit une application
7 p

I (Q/2)~ {0} — C/Q
qu’on prolonge en 0 en posant f(()) = 1, et qui vérifie le systéme d’équations
[(~2)=T(z)"" = H I'(y) pour tout entier N > 0.
Ny=z

En d’autres termes, I': Q/Z — C/Q est une distribution impaire.

24.2.2. Notons comme d’habitude ¢(N) = |(Z/NZ)*| 'indicateur d’Euler.

24.2.2.1. Proposition (Kubert, ¢f. [L78],2.9). — Soit g : Q/Z — V une distribution.
Notons rn(g) la dimension du sous-espace de V' engendré par g(%Z /7).

i) On ary(g) < H(N) (resp. < p(N)/2 st g est impaire et N > 2).

ii) g est une distribution universelle (resp. distribution impaire universelle) s1 et
seulement si ry(g) = ¢(N) pour tout N > 1 (resp. = $(N)/2 pour tout N > 2
si g est impaire). Dans ce cas, toutes les relations entre les éléments de g( Z/ Z)
proviennent des relations de distribution restreintes au sous- groupe LZ/Z de Q/Z.

~ Dans le cas de la distribution impaire I‘ la borne ¢(N)/2 avait été corzjecturee
par Legendre, et obtenue par Stern (1867) Cette borne ne doit pas lalsser penser
que des générateurs du Q-espace engendré par g( L7/ Z) sont donnés par les (IN)/2
quantités g(s/N), s € {1,...,[IN/2]} premier & N. C'est déja faux pour N = 24 : on
a la relation - o : :

9(1/24) + g(11/24) = g(5/24) + g(7/24).

(5} des normalisations (variables) prés, c’est bien 1a I’élément de Stickelberger de la théorie des corps
cyclotomiques, une fois identifié (Z/NZ)* avec Hom(Q(un ), C) par le choix d'une racine primitive
N-iéme de 1. :
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Dans le cas de T, cette relation reflste Iidentité plus précise (¢f. [BoZ92))

D(1/24)T(11/24)
D(5/240)T(7/24) VY243,

24.2.2.2. Proposition. — La distribution de Stickelberger est une distribution impaire
unwwerselle. En particulier, il Y a un morphisme canonique de la distribution de Sti-
ckelberger vers la distribution T.

Nous construirons exphcltement un tel morphlsme en 24.5, par le biais des périodes
de motifs.

Démonstration. — Par le critére de Kubert, il s ’agit de montrer que pour tout N > 2,
le sous-espace ,
CMp,q C QE/NZY

engendré par ) 3 et les Sty (z), z € SZ/Z, z # 0, est de dimension ¢_(2_1\_r_) + 1. Cela
suit du lemme classique suivant : '

24.2.2.3. Lemme. — L mcluszon CMN QC{D 28 2,€Q, o+ 125 = cst. } est une
égalité. '

Esquissons I'argument. Ces deux sous-espaces de QZ/NZ)” identifié provisoirement
a lannean de groupe Q[(Z/NZ)*], sont en fait des idéaux. 1l suffit donc de montrer
qu’ils sont annulés par les mémes caractéres de (Z/NZ)*. Ceci revient &4 montrer
que les caractéres impairs Xxn ‘annulent pas tous les Sty (2). Or pour y primitif, on a
X(Stn(1/N)) = 32(5 — (F))x(8) = L(x,0) # 0. En général, X provient d’un caracteére
primitif de (Z/N'Z)*, avec N'|N, et on trouve de méme x(Stx(1/N")) # 0. O

24.3. Types CM et motifs de type CM

24.3.1. Soit E un corps CM, c’est-a-dire une extension totalement i imaginaire d’un
corps de nombres totalement réel®) . La notion de conjugaison complexe sur E est
indépendante du choix d’un plongement E < C. On note s + § laction de la
conjugaison complexe sur Hom(E C).

24.3.1.1. Déﬁnition. — Un type CM de E est une fonction 7 & valeurs entieres sur
Hom(E, C) telle que w(r) := 7(s) + 7(3) soit indépendant de s w(T) s’appelle le
poz'ds de 7 (terminologie justiﬁée en 24.3.6 ci-dessous).

L’ensemble des types CM de E forme un groupe abélien pour l’adchtlon noté CME
on note aussi CMQ le Qnespace qu’il engendre

24.3.1.2, Lemme — CM¥ est libre de rong £ Q] + 1.

(G)par commodité, on admettra aussi Q parmi les corps CM dans ce chapitre.
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Démonstration. — En effet, si Pon fixe une partition Hom(F, C) = ®]]® en deux
sous-ensembles échangés par la conjugaison complexe, un type CM est donné par son
poids et une fonction & valeurs entiéres arbitraires sur @. O

24.3.2. Pour tout morphisme Spec E —— Spec E’ correspondant & une extension
B <% E de corps CM, on a un homomorphisme injectif

eM” 2 OMP, wt(r')(s) = 7'(sow).
1l y a aussi un homomorphisme dans l'autre sens. (transfert) .

CMP 1 oM, wl(r)(s) = D T(s),
. Sobu:.g’ . \ .
et on a u.u* = [E : E]-id sur CME En particulier Aut(E) agit sur CM” wia
Ly — u*, ebon a wu, = (u*)"? ‘
Les injections u* permettent de définir sans ambiguité la notzon de type CM sur le

compositum Q™ de tous les corps CM dans QccC.

24.3.3. La notion de « type CM » est appafﬁe d’abord dans la théorie des variétés
abéliennes 3 multiplication complexe (ou « de type CM ») au sens suivant (cf. [Shi98],
[Mumé69al).

24.3.3.1. Définition. — Une variété abélienne a multiplication compleze par F est la
donnée d’une variété abélienne A et d'un plongement £ — (End A) ® Q tel que
2dimA=[E: Q]

La théorie de Shimura-Taniyama [Shi98] montre (entre autres) que toute variété
abélienne complexe A & multiplication complexe est canoniquement définie sur QccC
(En outre, A est, & isogénie preés, produit de variétés abéliennes simples & multiplica-
tion complexe par des sous-corps de F'; A est simple si et seulement si le plongement
E — (End A) ® Q est un isomorphisme). '

A toute variété abélienne A & multiplication complexe par FE est attachée une
partition Hom(E,C) = ®][® en deux sous-ensembles échangés par la conjugaison
complexe : les éléments de ¢ sont les plongements complexes de E & travers lesquels se
fait Paction de E sur F1HLR (A) = QL(A). Le type CM attaché a A est par définition
la fonction caractéristique de @.

24.3.4. Revenons & présent aux motifs. Nous allons travailler avec la catégorie de
motifs purs My, définie en termes de correspondances motivées modelées sur V, la
catégorie annexe V contenant au moins les variétés abéliennes & multiplication com-
plexe (par un corps CM quelconque) et les espaces totaux de schémas abéliens sur
une Q-courbe projective lisse. Ceci nous assure que tous les cycles de Hodge sur les
variétés abéliennes a multiplication complexe sont motivés, 7.e. sont des morphismes
dans My, (Partie 1, 10.2.1).
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Soit E un corps CM. Considérons la catégorie ME dont les morphismes sont les.
objets M de A4y munis d'un homomorphisme E — End M, et dont les morphismes
sont ceux de My compatibles & laction de E. C’est une catégorie abélienne E-linéaire.
Elle est méme munie d’une ®-structure

®EM€XM€—*+M5,

qui en fait une catégorie tannakienne sur E, et qui correspond & prendre le produit
tensoriel sur ¥ au niveau des réalisations de Betti (qui sont des E-espaces vectoriels).

Notons { VAMF)® la sous:catégotie tannakienne de M engendrée pariles ht (A)
des variétés abéliennes sur Q a multiplication complexe par E, et notons CMVAb
Pensemble des classes d’isomorphisme d’objets de (VAY®)Y® qui sont inversibles eu
¢gard & ®p (par exemple, la classe d’isomorphisme de h*(A4)). On notera qu’un objet
de (VAB®)® qui représente une classe dans CMY%,, est bien défini & isomorphisme
pres, isomorphisme unique & composition par E* prés.

'24.3.5. Pour tout morphisme Spec £ —+ Spec E’ comme en 24.3.2, on & un foncteur
évident ME - M , qui induit un homomorphisme

v = QpE: CM%,, — CME,, .

Il y a aussi un homomorphisme dans Pautre sens

. (B:B) | ,
Uy = /\ : CMy;, — CMY,,,

et on a u,u* = [F: E']-id sur CMVAb En partzcuher Aut(E) agit sur CM%,, wia

Ly > u¥, et on a u, = (u*)7L

24.3.6. A tout élément ME = (M E — End M) de CM%,,, on associe son type
CM, noté 7(MP) € CM¥, de la manidre suivante.

Comme Hpg (M) est un (E®q Q)- module libre de rang un, on a une décomposition
canonique de Q-espaces -

Hor(M)= @  Hpr(M)s
s€Hom(E,C) :

ol F agit sur la droite Hpr(M), via s. On pose |
7(MF)(s) = sup{i | Hpr(M)s C F'Hpr(M)},

ot F* désigne la filtration de Hodge.
Le poids de M est le p01ds de 7(M%) au sens de 24.3.1.1 :

H(ME)(s) + T(MPF)(5) = w(r(MP)) = w(M).

En outre

F'Hpr(M)= Y Hpr(M),.
s, 7(MPB)(s)>i '
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Notons aussi que le type CM associé au twist E(r) = E®@1(r) est la fonction constante
—r de valeur —7.

24.3.6.1. Théoréme. — L’application MP — T(MF) est un isomorphisme de groupes
abéliens
cM%,, = CM”

compatible auz fonctorialités u*, u. en Spec E.

Démonstration

_ L’additivité vient du fait que la filtration de Hodge de Hpr(M ®g N ) est la
filtration produit tensoriel des filtrations de Hodge. Le méme argument montre que
r((MP)®e(-1) = —r(M E). La compatibilité avec u* vient du fait que la filtration
de Hodge de Hpr(M' ®g E) est induite par la filtration de Hodge de Hpr(M").
La compati‘pilité avec 1, n'est pas beaucoup plus difficile, compte tenu de la formule
Hor(Ag ™ M)y = @ oy, v (HDR(M)s).

~ Surjectivité. On fixe une partition Hom(E, C) = @ [ ® en deux sous-ensembles
échangés par la conjugaison complexe. Par additivité, il suffit de montrer que tout
7 € CM¥ de poids 1, prenant la valeur 1 en un élément arbitraire s; de ®, et s’annulant
sur les autres, est de la forme 7(M*). Considérons un autre partition Hom(E, C) =
@, 11 B;, ot ®; est constitué de s; et des conjugués des autres éléments de ®. L'anneau
d’entiers Op agit sur C®: coordonnée par coordonnée a travers les éléments de ®;. 11
est classique (cf. [Shi98]) que A = C% /O munie du plongement évident Op —
End A7, définit une variété abélienne sur C 3 multiplication complexe par F; elle
descend en une variété abélienne A7 sur Q & multiplication complexe par E, et on a

— (5} (A7), | |

— Injectivité : c’est le point essentiel. Si 7{M BY =0, M¥ est un objet de (VAbE )®
de poids nul et de filtration de Hodge concentrée en degré 0. Ainsi, Hp(MP) est formé
de cycles de Hodge, donc motivés d’aprés [A96a]. Donc M E est objet unité E(0) de
(VAREY®. | - | - O
24.3.6.2. Corollaire. — Le groupe abélien CMY,, est libre de rang %9—]—1—1 et engendré
par le ht des variétés abéliennes a multiplication compleze par E.

24.4. Nature motivique des relations monomiales de Shimura

24.4.1. Soit 7 un type CM de E, et soit (M, E — End M.) un objet de (VAD®)®,
inversible eu égard & ®p, et de type CM égal a 7. D’aprés le théoréme 24.3.6.1, un
tel objet existe, et est unique & isomorphisme pres (lni-méme unique & multiplication
par E* prés).

L’isomorphisme des périodes

P =P, HDR(MT) ®a C - HB(M‘T) ®Q C

PANORAMAS & SYNTHESES 17



»

24.4. RELATIONS DE SHIMURA ' ' 219

est un isomorphisme F ® C-linéaire entre £ ® C-modules libres de rang un munis de
(E ® Q)-structures naturelles. Il donne donc naissance & un élément

p(r)=(..,p(7,8),...) € (E® C)*/(E®Q)* = (C*/Q )Hom(£.:0)

qui ne dépend que de 7.

24.4.1.1. Définition. — Les composantes p(T, 8) sont les périodes de Shimura (7 atta-
chées au type CM 7.

Noter que la composante p(7, s) correspond & Hpg (M, ), ®g C — Hgp(M,,C),,
ou Hp(M,,C), est la partie de Hg(M) ® C ol F agit & travers s. '

24.4.2. Le théoreme 24.3.6.1 entraine les égalités .

HE(MT1+T2) = Hp(M;,) ®p Hp(Mr,),
HDR(M71+TQ) = Hpr(M,) ®E®6 Hpgr (M, ),
o Prigr, =Py ®E®6 Pryy My = E(-1),

d’ou les relations

a) p(m1 + 72, 8) = p(71, 8)p(72, 5)
b) L) =m eCH/Q

24.4.3. Pour tout morphisme Spec E — Spec E/ comme en 24.3.2, on a un homo-
morphisme injectif évident

u(B'®CY/(E'e Q) — (E®C) /(B Q).
Il 'y a aussi un homomorphisme dans I'autre sens u, induit par la norme Ng /g, et

on a u,u* = [E: E']-id. Il n’est pas difficile de voir que M, — p(7) est compatible &
u”, U Lia méme compatibilité valant pour 7 — M, on en tire les relations

c) | o - plutr,s) :p(T,,SOL;L)
Q) pwrs) = ] p(rs).

Ceci s’applique notamment pour ¢, € Aut(£) (dans le cas particulier de la conjugaison
complexe, cela s’écrit p(7, s) = p(7,3), d’ott p(7,3) = p(r, )~ - 7() en combinant
avec les relations précédentes). '

(M¢’est la convention de [090], mais pas celle de [Scha88], qui utilise P~ au lieu de P; ainsi
les périodes de Shimura de [Scha88] sont-elles les inverses des nétres. On trouve encore d’autres
normalisations dans la littérature.
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24.4.4. Les relations a) & d) sont les relations de Shimura basiques relatives a CcM”
(c¢f. [Shi80], [D80b]). Elles entrainent une pléthore de relations monomiales modulo
ﬁ* entre les périodes de variétés abéliennes & multiplication compleze, dites relations
de Shimura.

Ce qui précede (24.3.6.1) montre que les relations monomiales de Shimura sont
de nature motivique : elles « proviennent » de cycles algébriques (sur des produits de
variétés abéliennes & multiplication complexe et de pinceaux abéliens compacts(s)).
C’est 14 un point nouveau par rapport aux travaux mentionnés dans le préambule de
ce chapitre. ' '

24.5. Da capo : valeurs de I' comme périodes de Shlmura \

Nous allons calculer les périodes de Shimura attachees a tout type CM d’'un Ccorps
CM E abélien sur Q (donc se plongeant dans un corps cyclotomigue Q(un) d’apres
Kronecker).

24.5.1. Identifions un générateur de pn a e?/N ¢ C. Cela identifie (Z/NZ)*
Hom(Q(un), C), espace vectoriel CMS(”N) au groupe CMy q du lemme 24.2.2.3, et
les ‘applications de transition du systéme inductif (CMpy,q) aux uly y+ (POUT buy ./

Q(py) — Qlun))-

On peut donc voir les éléments de Stickelberger St(z) comme des « ind-types CM »,
i.e. des éléments de CMqo,q = Ex_}nCMg(“N).

24.5.1.1. Lemme. — St(2) est de poids nul.

Démonstration. — Cela suit de la formule classique de Gauss
J
> (37! = o(V)/2
, je(Z/N'Z)" ‘

appliquée au dénominateur N’ de z si z # 0 (St(0) = O) . _ o
24.5.2. Considérons de nouveau, pour N > 2, la courbe de Fermat Fj, munie de
action de G (cf 24.1.1). Cons1der0ns aussi son image FTT par z — =¥, y
a:Ty’"zN 2r 2 2V pour r € {1 ., N — 1} premier a N ¢’est une courbe de genre

¢(N)/2, munie de action induite de Gy (cf [L82, II]) Sa jacobienne J., est a

multiplication complexe par Q(un), de sorte que b (Jr,r) € CM%’;N ).

Par ailleurs, une base de Hig (F,,,) est donnée par les ¢(N) classes des différen-
tielles de seconde espece : ‘

xN(TS/N)“lyN(TS/N)_l,Y_y%_l-ﬂ s € (Z/NZ)*v

(8 on se dispenserait de ces derniers si 1'on disposait de la conjecture de Hodge pour les variétés
abéliennes & multiplication complexe, cf. 10.2.1.
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et le sous-espace F'HLER(F, ) est engendré par celles pour lesquelles (rs/N) < 1/2
(¢f. loc. cit.). Le type CM 7., de §*(J,. ) est done

Trr(8) = 2(—rs/N) + (2rs/N) — 1
(qui vaut bien 1 si (rs/N) < 1/2 et 0 sinon). Enfin, par le calcul de 24.1.1, on trouve
'p(TTT,s) = B(rs/N,rs/N) dans C*/Q .

24.5.3. L’homomorphlsme T p( ) s’étend de maniere évidente & CMo, q, et p(7, s)

a alors un sens pour tout s A D’apres 24.2.2.3, CMqo,q est engendré par 1 et les
St(2), z € Q/Z ~ {0}. On a p(1,s) = = (dans C*/Q"), et il nous reste & calculer

p(St(2), 5).

24.5.3.1. Lemme. — Pour tout z € Q/Z, définissons ’i'z € CMeo.q par ’rz(s) = (s2)
(pour tout s € Z*). Si 2 #0,# 1/2, on a | : . :

p(27,(—8) — 7,(—25), ) = B(sz,$2) dans C*/Q".

Démonstration. — Soit N le dénominateur ()2) de (z) et posons r = N(z). Alors r
est premier & IV, 27,(—s) — 1,(—28) = 27,(—s) + 7,(28) — 1, et assertion découle du
calcul de p(7,, $) ci-dessus. ~ - ' O

Le résultat suivant est implicite chez Anderson {gASS](Q) :

24.5.3.2. Théoréme. -— Pour tout z € Q/Z et tout s € 2”‘, les périodes de Shimura
attachées & Uind-type CM de Stickelberger St(z) sont données par

p(St(2),s) =T(s~12).

En particulier, p(—, 1) induit un morphisme de distributions de St vers f _
(Rappelons que I = %I‘ modulo Q*)

Démonstration. — Ecartons le cas trivial z = 0. La conjugaison complexe agit sur
CMeo,q par la formule 7(s) = 7(3) = 7(s™!). On a donc St(z) = -1 —7,, d’ou

p(St(z),s) = \/_p (r,871)~1. La formule voulue se raméne donc & p(7, s) = n'(sz)~*
(dans C*/Q"). Cette formulé est vraie pour z=1 /2 (m /2 = 2 +1), et est au moins
compatible avec celle du lemme précédent pour z # 0,7 1 / 2 puisque B(sz,sz) =
w2/ (I'(~52))2T'(2s%). On conclut qu elle est vahde pour tout z en recourant au lemme
24.1.2.2. . : ' L

24.5.3.3. Corollaire. — Les périodes de tout objet de la sous-catégorie tannakienne de
My engendrée par les variétés abéliennes & multiplication compleze par des sous-
corps de Q(un) sont combinaisons Q-linéaires de produits 7/ ][, jen LI/N)T
avec 7; € Q. : [

et correspond & la formule 1 de [090, 3.13]; Papproche d’Anderson est plus sophistiquée et donne
les périodes & Q* prés.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



222 CHAPITRE 24. MOTIFS ET VALEURS SPECIALES DE LA FONCTION I'

24.5.4. Dans le cas d’une courbe elliptique A & multiplication complexe par un corps
quadratique imaginaire E = Q(v/—N) de discriminant N, on. peut étre plus explicite.

Fixons un plongement E —— C, et supposons que le type CM 74 de (A, E —
End A) vaille 1 sur ¢ (donc 0 sur 7). Notons, selon 1'usage, w le nombre de racines de
['unité dans F, h = | Pic Og| le nombre de classes de E, ¢ le caractere quadratique de
Dirichlet non trivial sur (Z/NZ)* (étendu & Z/NZ par 0).

24.5.4.1. Lemme

2h h ‘
o Ta= ol Y Sty(/Ny=—-1+2 Z€(J)StN(J/N)
e(j)=—1
Démonstration. — Cela résulte des formules classiques de Dirichlet !
1 ik 1 i h
Y@ e X G@) = .
e(§)=1 £(j)=—1

En appliquant le théoréme précédent, on parvient alors a la formule dite de Lerch-
Chowla—‘Selberg pour les périodes de A (cf. aussi [Gr78]) :

24.5.4.2. Corollaire. — Un élément non nul v € H1(A(C), Q) étant fizé, il existe un
générateur w de Hig (A), = FYHLR(A) (resp. n de Hiyp(A)r) tel que

o Je=vE T wamye,

Jje(Z/NZ)*

[n=vr TI @eimyors. C

- je(Z/NZ)*

24.5.4.3. Exercice. — Montrer que (fv w-ffy n) € 7V N-Qxq (noter que Hg(j)zl sin(%)
e N*/2.Q*). En déduire que si e est un élément quelconque de E de partie imaginaire
égale & ( f,y w- f,y n)~?, le déterminant de la matrice des périodes attachée aux bases
{(w,n) et (ey,~y) respectivement est 2ms.

24.6. Conjecture de Rohrlich-Lang et conjecture des périodes

24.6.1. La cdnjecture originale de D. Rohrlich (cf [L78])'sur les valeurs de la fonc-
tion I' est

g . . ‘ . . . . - \ —i
(RI'1)7 I’ est une distribution impaire universelle 4 valeurs dans C*/Q .
Une version légerement renforcée est :

(RT5)? T induit une distribution impaire universelle & valeurs dans C* /Q* 9.
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Variantes :

Pour tout N > 2, le Q-sous-espace de Uespace vectoriel C*/Q - n®
(RI'3)- engendré par les valeurs I'(%), r € {1,...,N — 1},
est de dimension ¢(IN)/2.

(RT4) Les seules relations monomiales mod. Q - 79 entre les valeurs T'(a),
.

4 a € Q~ —N, proviennent des équations fonctionnelles de I".
Les seules relations monomiales mod. Q" entre les valeurs I'{a),

RI : :
(RTs): a € Q ~ —N, proviennent des équations fonctionnelles de la fonction I'.

Fn liaison avec la conjecture de Rohrlich, S. Lang a suggéré que

Les seules relations polynomiales mod. Q" entre les valeurs ['(a),

LT
(LL)2 a € Q~ —N, proviennent des équations fonctionnelles de I.

24.6.1.1. Lemme. — (LI‘)? = (RF5)? &> (RF4)? = (RF3)? & (RFZ)? = (er)?.

Démonstration. — Les deux implications simples sont triviales. L’équivalence
(RT3)7; & (RT4), est aussi immédiate, de méme que (RI'4)? < (RI5)» si lon
remarque que m = ['(1/2)? (identité qui provient de 1'équation fonctionnelle b) ou c)
de T'). Enfin, (RT'2)? & (RI'3)2 est un cas particulier du critére de Kubert. ]

24.6.2. Notons { VAV™)® la sous-catégorie tannakienne de My engendrée par les
hl(A) des variétés abéliennes sur Q & multiplication complexe. Le théoréme 10.2.1.1
admet aussi la conséquence suivante :

24.6.2.1. Théoréme. — Le groupe de Galois motivique attaché d (VAD™)® est le pro-
tore de Serre Tserre, de groupe de caractéres CM(Q™), (c¢f. 7.2.3, et aussi 10.2.2).

24.6.3. Considérons & présent la réalisation des périodes (cf. 7.1.6) restreinte aux
variétés abéliennes & multiplication complexe :

(VART)® s Veca;q.

Dans cette situation, le torseur des périodes B est un torseur sous (Tserre)a- Son
point complexe canonique peut se décrire, modulo d’action de Tserre(ﬁ), comme
suit, en termes des périodes de Shimura : si I'on identifie B(C) modulo Tserre(Q)
3 Terre(C)/Tsere(Q) = Hom(CM(Q™), C*/Q), le point canonique correspond &
p{—,1). Comme C'M{Q°™) est un groupe sans torsion (ce qui traduit le fait que Tserre
est connexe), la pleine fidélité de la réalisation des périodes se traduit par 'injectivité
de
p(-,1): CM(Q™) — C/Q.

On en déduit :
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24.6.3.1. Proposition

1) La réalisation des périodes sur (VAb™)® est pleinement fidéle si et seulement
s1 les relations monomiales de Shimura engendrent toutes les relations monomiales
entre périodes de Shimura.

2) La conjecture des périodes de Grothendieck pour (VAb™™)® est vraie si et seule-
ment si les relations monomiales de Shimura engendrent toutes les relations polyno-
miales & coefficients dans Q entre périodes de Shimura.

On a des variantes évidentes, ou Q™ est remplacé par un sous-corps CM FE
(de préférence galoisien sur Q, sinon intervient la notion de corps reflex). Prenons
le sous-corps Q2P = lim Q(un), et notons (VAB™ ") 1a sous-catégorie tannakienne
de (VAb™)® engendrée par les h'(A) des variétés abéliennes sur Q 4 multiplication
complexe par un corps abélien sur Q. Compte tenu de 24.5.3.2 et 24.6.1.1, on obtient :

24.6.3.2. Variante

‘1) La pleine fidélité de la réalisation des périodes sur { VAV™*®)® équivaut 4 la
conjecture de Rohrlich (RI'y)s. ‘ '

2) La conjecture des périodes de Grothendieck pour (VAN™P)® éguivaut & la
conjecture de Lang (LL')7.
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CHAPITRE 25

MOTIFS ET NOMBRES POLYZETA

Dans ce chapitre final, nous décrivons sommairement les valeurs de-la fonction ¢
de Riemann aux entiers > 1, et plus généralement les « nombres polyzéta », comme
périodes de motifs de Tate mixtes, ainsi que les relations algébriques remarquables
qui lient ces nombres (relations de double mélange et de 1’associateur). L’objectif
est de décrire 'arriére-plan motivique de ces relations, et notamment de formuler
concretement ce que signifie la conjecture des périodes de Grothendieck dans le cas
particulier des motifs de Tate mixtes sur Z.

Les relations entre nombres polyzéta ont été étudiées de plusieurs points de vue :
combinatoire (la « dimorphie » d’Ecalle), représentations de groupes de tresses, dia-
grammes de Feynman, formes modulaires, etc. Le point de vue motivique a plusieurs
avantages, parmi lesquels celui de fournir une borne explicite — et conjecturalement
optimale — pour le nombre maximal de nombres polyzéta Q-linéairement indépen-
dants de poids donné, et aussi de faire le pont avec la « cyclotomie supérieure » (théorie
d’Thara-Anderson).

25.1. Nombres polyzéta et périodes de motifs de Tate mixtes

25.1.1. Les nombres polyzéta (ou nombres zéta multiples, ou séries harmoniques
multiples ou encore séries d’Euler-Zagier) sont les quantités

(1) () =Clsneor) = 3 e

ny>e>nE2l L k

ou les s; sont des entiers > 1 et 57 > 2 {ce qui assure la convergence de la série).
Ces nombres réels apparaissent déja chez Euler (pour la longueur k < 2). Ils ont
été redécouverts récemment, et popularisés notamment par J. Ecalle, A. Goncharov,
M. Hoffman, M. Kontsevich et D. Zagier (cf. e.g. [E02], |Go’], [Hof97], [Z94]}).
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Pour s = 81 + - -+ + s fixé, ces nombres engendrent un sous-Q-espace de R que
nous noterons 3. Nous poserons 3¢ = Q, 31 =0, et

32233

520

25.1.2. Ces nombres polyzéta sont les valeurs spéciales en 1 des polylogarithmes
généralisés
_ , z :
@ Ls(2) = ),  —w
ni>e>ngzl L

(qui convergent sur le disque unité fermé, sauf pour s; = z = 1), ou plus généralemen'\;

FALRRRY Hit
3 Lig(21,...,2k) = Z T
(3) §_( L)oo k) ngl.“nik

> >ng2l

25.1.3. Les nombres polyzéta, et plus généralement les polylogarithmes généralisés,
s’écrivent aussi sous forme intégrale, comme suit. Posons

dt dt 1)
wo(t) = t wi{t) = T W= wé\(a 2 A wy pour o = 2.
Comme
d _. 1.
E Llsl,...,sk (Z) — ; L131—1,32,...,Sk (Z) pour S = 51 + e + Sk ; 2)
et
d _. 1 .
E Lll,sg,...,..sk.(z) = 1 e L}SQ,-.‘,Sk (Z))
on obtient (par itération) la formule
(1) Lis(2) = [ ey ey
231> 31 >0

Ceci suggere que les ({s) = Lis(1) sont des périodes.

25.1.4. En fait, les intégrales (4) sont des intégrales itérées a la Chen. Dans [Go’,
§6], (voir aussi [DG]) Goncharov interpréte motiviquement certains groupes fonda-
mentaux comme motifs mixtes, et calcule leurs périodes en termes d’intégrales itérées
& la Chen. En particulier, il interprete le groupe fondamental de ]P% ~{0,1, 00} rendu
unipotent (et muni de points-base tangentiels convenables) — comme ind-objet dans
la, catégoric tannakienne des motifs de Tate mixtes, et montre que ses périodes réelles
sont les combinaisons Q-linéaires de nombres polyzéta. Nous y reviendrons {25.7.1).
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25.1.5. Une incarnation plus concrete de ces nombres a été proposée par Goncharov
et Manin, qui ont montré dans [GoMO4] que ((s) est une « période relative » de
I’espace de modules

Mo sy3 =2 (P < {0,1,00})® ~ {diagonales}

des courbes de genre 0 avec s+3 points marqués (distincts et ordonnés). Soit J\—/fo,s.g__g, la
compactification lisse canonique (l’espacel de modules des courbes stables de genre 0
avec s + 3 points marqués); alors OMg 13 = Mo si3 — Mo st3 est un diviseur
croisements normaux, et le couple (Mg s+3, OMop s13) est défini sur Z.

Pour toutes composantes(!). A et B de OM 513 sans composante irréductible com-
mune, Goncharov et Manin construisent un motif de Tate mixte

b* (Mo,ss5 — A, B~ AN B)

de poids(® compris entre 0 et 2s, dont les réalisations (Betti, étale, De Rham) sont
données par la cohomologie relative attendue(®),

Le résultat est que ((s) est une période de h* (Mo,s+3 — As, Bs — As N Bs), pour
certaines composantes A, B; dépendant explicitement de s.

25.1.5.1. Exemple. — Bien entendu, ¢(2) = —(271)?/24 est tout simplement période
du motif pur 1(—2) & coefficients rationnels, mais linterprétation qui suit le pré-
sente comme période d'un motif mixte « & coefficients entiers ». Par (4), ((2) =
Toctyct, <t % A 1‘ff§2. D’autre part, Mo s = (P!~ {0,1,00})% — diagonaﬁ et Mo s
s’identifie & I’éclaté de P! x P! aux points (0,0), (1,1), (o0, o). Le bord dMg 5 se dé-
compose en deux pentagones complémentaires : on prend pour A le pentagone donné
par la préimage des diviseurs &1 = 0, t; = o0, 2 = 1, to = oo ainsi que le diviseur
exceptionnel attaché a (oo, ), et pour B le pentagone complémentaire donné par la
préimage des diviseurs t; = 1, t = 0 et de la diagonale, ainsi que les diviseurs excep-
tionnels attachés & (0,0) et (1,1); le point est que, « contrairement aux apparences »,
la préimage de we = ‘i—t; A fi_% sur Mo s n’a de singularité que sur A, et non sur
le diviseur exceptionnel attaché & (1,1) : [wa] € Gr) Hig(Mos — A), cf. [GoMO4,
§1.3].

25.1.5.2. Remarque. — Une troisiéme interprétation des nombres polyzéta comme pé-
riodes est donnée dans [Te02].

(Dunion de composantes irréductibles.

(@) prendre garde & une terminologie répandue dans la littérature : Pentier s = s1 - - -+ s, est appelé
le « poids » de s.

(3en particulier, Paction de Gal{Q/Q) sur la réalisation étale f~adique est partout non-ramifiée en
dehors de #, ce qu’on exprime en disant que h* (Mo s43 — 4, B — AN B) est un motif de Tate mixte
sur Z (voir ci-dessous, 25.5).
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25.2. Relations de double mélange régularisé

25.2.1. Tl est commode d’étendre par linéarité la définition de ((s) au cas ol s est
une somme formelle finie Y | s* de multi-indices.

La double écriture comme série (2) et comme intégrale {4) des nombres polyzéta.
permet de calculer le produit {(s)¢(s’) de deux maniéres différentes, par décomposition
du domaine d’indexation, resp. d’intégration. On obtient ainsi, respectivement, les

formules

(5) ((s)¢(s) = (e *5)

et

(6) ((s)¢(s") = ¢(sms), \

ot * (« stuffle ») et m (« shuffie ») sont des lois (commutatives associatives) de « mé-
lange » définies de maniére purement combinatoire sur les sommes formelles s, comme
suit.

25.2.2. Par additivité, on se raméne au cas ou s et s’ sont deux multi-indices (de
Jlongueurs respectives & et k’). On note provisoirement s = (81400 y 8k, STy -1 5k)
leur concaténation. On pose

*§,:Z§f: §f:(‘23;‘!:"'7 Z Sfi,)

f F(i)=1 F@)=h

V3

oil la (premiére) somme porte sur toutes les applications surjectives
f{l,.. . k+k&}—{1,...,h}

(cette somme est une somme formelle de multi-indices de longueurs différentes < k+K/,
et de « poids » s+ &),

Par ailleurs, on note $ le s-uplet formé de 0 et de 1, oli les 1 apparaissent exactement
en position s, 81 + S2,...,8 = 81 + - - + 5. On pose ‘

sms = Z 535
B

ot la somme (somme formelle de multi-indices de méme longueur k+k', et de « poids »
s+s') porte sur toutes les battages, i.e. les permutations 8 de {1,..., s+s'} croissantes
sur {1,...s}etsur {s+1,... ,sf}as’}, et ol s4 est défini par sg = (§g(1), ... ,Z%'g,(ﬂ_s,))t

25.2.2.1. Exemple. — (2) % (2) = 2- (2,2) + (4), (2u(2) = 2-(2,2) +4-(3,1), d'ol
¢(2)% = 2¢(2,2) +¢(4) = 2¢(2,2) +4¢(3, 1)
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25.2.3. On rappelle que pour raison de convergence, on a supposé si,s] > 2. Tou-
tefois, on observe que le double calcul ci-dessus garde un sens pour s’ = (1) par
« régularisation » (4 ; en fait la relation qu’on obtient

(7) | (s*x1—-sml)=0

en comparant ces deux formules « regulamsees » ne fait intervenir que des nombres
polyzéta convergents.

25.2.3.1. Exemple. — Pour s = (2), on obtient une relation connue d’Euler : {(3) =

Les relations (5), (6), (7) s’appellent relations de double mélange régularisé (DMR).
Ces relations entrainent beaucoup d’autres relations remarquables, parfois de maniere
pas du tout triviale — par exemple, la formule de Granville-Zagier

> Cls) =),

oll la somme porte sur les multi-indices de longueur k et « poids » (®) s fixés (avec
81 = 2).

25.2.4. On peut se demander s’il y a moyen de postuler une valeur pour ¢{s) lorsque
s1 = 1, de sorte que les relations (5), {(6) valent méme sans la condition de convergence
81,84 = 2.

Il n’en est rien. Voici ce qu’on peut tout de méme faire, d’apres Ecalle, Zagier,
Boutet de Monvel, K. Ihara et Kaneko [IK]. Lorsque s; = 1, on peut définir induc-
tivement, de manidre unique, une régularisation C.(s) & partir de la formule (5) (et
d’une valeur arbitraire T" de {(1)), et une régularisation {,(s) & partir de la formule
(6) (et de la valeur choisie T' de ¢(1)). Ces deux régularisations ne coincident pas,
mais sont liées par la formule suivante (dans R[T1) :

(s)

(8) | CLU = eXp Z Cn g7

{qui rappelle la formulé pour la fonction T :
T(z+1) =exp(—yz + 3 %(—a:) ))
2

En somme, on peut remplacer le systéme de relations (5), (6), (7) par le systéme (5).,
(6), (8) valable sans la restriction s1, s8] > 2. '

25.2.4.1. Exemple. — Pour T' = 0, on trouve ((1) = (u(1) = Cu(1,1) = 0, mais la
relation 2¢,(1,1) + ¢ (2) = ¢ (1)? donne ¢.(1,1) = —xw?/12.

(") au moyen des Lig(2), en faisant tendre ensuite z vers 1.
(5)ce « poids » est la moitié du poids motivique.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



230 CHAPITRE 25. MOTIFS ET NOMBRES POLYZETA

25.3. Relations de ’associateur

25.3.1. Soient Xp, X; deux indéterminées non-commutatives. Posons

Oy =S Gule) Xz = L+ ()Xo X+,
olt Xz = Xj3, - . Cette série s’interpréte comme le quotient Gi(z) 'Go(z) de
deux Solut1ons de l’equation différentielle

dG(z) Xo Xy

9 = (= —)c
o) ) (22 (=)
normalisées par Go(z) ~ 2°%°, G1(2) ~ (1 — 2)7** (Go(z) est la série génératrice des
polylogarithmes « m-régularisés »), et la série

Xo —X1 | |
1 By = B, («— : ) |
(10) Kz "\2mi’ 2mi \'

n’est autre que I’associateur de V. Drinfel’d [Dr91].

1—2z

25.3.2. Drinfel’d a établi les propriétés suivantes :
(11) g 7 est 'exponentielle d’une série de Lie en Xp, X1
(c’est donc un élément du complété pro-unipotent du groupe libre & deux générateurs)

(12) Oz (X1, Xo) = Prz(Xo, X1) ™

(13) BXO/ZQ?Kz(Xml,XO)BX”/Z(I)Kz(Xl,X_l)éxl/z@Kz(Xo,Xl) =1
en posant X_; = —Xg — Xy,

(14) Prz(Xo1, X12 + X13) - Pz (Xoz + X12, X23)
= ® g z(X12, Xo3). Pz (Xo1 + Xoz, X13 + X23) @x z(Xo1, X12)

oit les X5, 0 < < j < 3, sont des variables non-commutatives sournises aux relations
X Xt = X Xij (resp (X + sz,ng] =0)sis j,k ! sont deux & deux distincts.

25.3.3. Il est clair que trois derniéres relations équivalent a des relations polyno-
miales 3 coefficients dans Q entre les ((s) := ((s)/(2m)°; d’ott des relations poly-
nomiales homogénes (par rapport au « poids ») entre les ((s), en utilisant la relation
(27)2 = —-24¢(2).

Tl est en de méme de (11) : en fait, (11) équivaut & la seconde relation de mélange
(6), comme ’a remarqué P. Cartier. Voici pourquoi. Si Xz, X3 sont deux indéterminées
qui commutent & Xo et Xy, (6) s’écrit sous la forme

(15) Bun(Xo + X, X1 + X3) = Dul(Xo, X1) @ (X2, X3).

Or I'algebre des séries en Xo, X; est munie d’une structure naturelle d’algébre de Hopf
topologique, pour le coproduit A, (X;) = X; ® 1 +1® X; (et Uantipode X; —X;).
Les séries de Lie sont les éléments primitifs A, i.e. tels que Ay(A) =A@ 1+1® A, et
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leurs exponentielles sont les éléments @ vérifiant A, (®) = & ® . Or &, {donc Pk z)
vérifie cette équation, qui se rameéne & (15).

25.3.4. Nous appellerons relations de l'associateur les relations homogeénes entre
nombres polyzéta qui s’obtiennent & partir de (11),(12),(13),(14).

25.4. Conjectures sur 1’algébre des nombres polyzéta

En vertu de I'une ou Pautre des relations de mélange, le sous-Q-espace 3 de R
engendré par les polyzéta est une sous-Q-algebre(®), Les conjectures suivantes, qui ont
émergé dans les travaux de Goncharov, Hoffman, Kontsevich et Zagier (et inspirées
aussi de travaux antérieurs de Deligne, Drinfel’d et Y.Thara), précisent la structure
de cette algebre.

(pC1)?  Le « poids » induit une graduation sur 3, i.e. 3 = ®3,.
Autrement dit, il n’y a pas de relation Q-linéaire entre polyzéta de poids différents.
(p(2)» La Q-dimension dy de 35 est donnde par la récurrence
ds = ds_2 + ds_3,
les premiers termes étant dg =dy = 1,d; = 0.

Autrement dit, la série génératrice ) dyt® est +—1—.

(pC3)» UVidéal des relations dans 3 est engendré par les relations de double mélange
régularisé.

(pCa)r Uidéal des relations dans 3 est engendré par les relations de lassociateur.

(p(s)? 3 est une isomorphe o une algébre de polynémes en une infinité dénombrable
d’indéterminées.
(pGs)>  €(2),€(3),¢(5), (T), €(9),... sont algébriquement indépendants sur Q.

N.B. En revanche, il n’est probablement pas vrai que 3 soit engendrée par les valeurs
de ¢ aux entiers n > 25 par exemple, tant (p¢1)7 + (pC2)? que (p¢a)e 1mphquent que
¢(3,5) n’est pas dans I’ a,lgebre engendrée par les {(n). :

Les conjectures (p(1 ), (p2)7, (pC3)7 ont fait Iobjet de tests approfondis sur ordina-
teur. Mais comme nous allons le voir, une justification conceptuelle de ces conjectures
passe par I'étude des motifs de Tate mixtes sur Z. La conjecture (ps )+ est commentée
dans [Fur, §3, §6].

En direction de (p{s)>, on dispose (outre la transcendance de ¢(2)) des résultats
Q’Apéry (irrationalité de ¢(3)) et de Ball-Rivoal (((3),¢(5),((7),... engendrent un
Q-espace de dimension infinie), cf. [Riv03].

(B on peut considérer les polyzéta régularisés si on veut, pour T' = 0, cela ne change rien d’aprés la
formule (8).
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25.5. Motifs de Tate mixtes sur Z, et leur groupe de Galois motivique

25.5.1. Rappelons (20.2.2) que la catégorie MTM(Q)q des motifs de Tate mixtes
sur Q & coefficients rationnels est la sous-catégorie pleine de la catégorie triangulée
DM 5 (Q)q des motifs mixtes sur Q formée des extensions itérées d’objets du type
1(r). Elle est tannakienne neutre sur Q (du fait, comme l'a remarqué en premier
M. Levine [Le93], que la conjecture d’annulation de Beilinson-Soulé vaut pour le
corps de base Q); le foncteur fibre w défini en 20.2.2 est d’ailleurs canoniquement
isomorphe & la réalisation de De Rham(".

Dans la catégorie abélienne MTM (Q)q, les groupes d’extensions sont donnés par
les groupes de cohomologie motivique

Ext’(1,1(r)) =0 pouri>1,r>0o0ui>1,r <0, |
\

o pour T pair = 2
Eth‘(lr 1(r)) = HY(SpecQ,Q(r) = K2,1(Q)®Q={ Q*®Q pourr =1
Q pour v impair > 3

(calculés par comparaison avec la K-théorie (cf 18.5.2) et d’aprés les résultats de
‘Borel [Bor74]).

25.5.2. Faute de savoir définir directement une bonne catégorie de motifs sur Z, Gon-
charov [Go, 3] a défini la catégorie MTM (Z)q des motifs de Tate miztes sur Z comme
une sous-catégorie Q-linéaire pleine de MTM (Q)q®. 1l en donne la caractérisation
suivante : pour tout nombre premier £, action de Gal(Q/Q) sur la réalisation étale
f-adique d’un objet de MTM (Z)q est partout non-ramifiée en dehors de £ [Go, 3.12].
La propriété fondamentale de cette catégorie est le calcul suivant des Ext d’objets
simples (confirmant une conjecture de Beilinson-Deligne) :

Ext'(1,1(r)) =0 pouri>1,r>0o0uiz1,r <0,

' re 0 - 1 i 2 2
Ext!(1,1(r)) = Kpr1(Z) @ Q P2t § 1 PORTIT P ERT PR
Q pour r impair > 3.

(En particulier, contrairement & MTM (Q)q, MTM(Z)q ne contient pas de motif de
Kummer non trivial, ¢f. 20.3.1.1).

De 14 se déduit la structure du groupe tannakien de MTM (Z)q (disons, relative-
ment & la réalisation de Betti) :

25.5.2.1. Théoréme (IGo, §31). — Le groupe de Galois motivique G prpr(zy est produil
semi-direct du groupe multiplicatif (,,, par un Q-groupe pro-unipotent G}VITM(Z).

(Mcompte tenu de ce que la filtration de Hodge fournit un scindage de la filtration par le poids,
cf. (DG]).
() cette notion est compatible A celle de motif mixte sur Z au sens de Scholl, ¢f. 22.4.2.
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L’algébre de Lie de G’}VITM(Z) est graduée par l'action de G, : c’est une algébre de
Lie graduée libre avec un générateur en chaque degré impair < —3,

La catégorie tannakienne MTM (Z)q est équivalente d la catégorie des (Lie G MTM(Z))
modules gradués de dimension finie (Lie G} MTM(Z) étant vue comme algébre de Lie
graduée).

La premiere assertion est aisée. Pour la seconde, on note que pour tout M €
MTM(Z)q,

EXtinM(Z)Q(Ma 1) = Hi(GMTM(Z)s_HB(M)) Hz(GMTM(Z) HB(M))G’"
et HY(G} mTm(z), HB(M)) s'identifie & la cohomologie continue

H} o (Lie G}WTM(Z)Q Hp(M))

de Lie G}WT M(z) Vue comme limite projective filirante d’algebres de Lie nilpotente de
dimension finie. Or pour une telle algébre de Lie u, le dual de A} _,(u) s’identifie &
Iabélianisé de u, et si HZ ,(u) = 0, u est libre.

cont

25.5.3. Soit X une Q-variété lisse unirationnelle X, ouvert complémentaire dans
une variété projective normale d’une réunion de sous-variétés géométriquernent ir-
réductibles. On suppose X munie d’un point base Q-rationnel (éventuellement un
« point-base tangentiel »). Deligne et Goncharov munissent Palgébre O(7i™ (X)) du
groupe fondamental rendu unipotent d'une structure de Ind-objet de MTM (Q)q [Go,
4], [DG].

Pour X = E’% ~ {0,1,00} muni du point base tangentiel 01 ® on tombe en
fait dans MTM(Z)q C MTM(Q)g. On peut ainsi considérer la sous-catégorie
tannakienne MTM'(Z)q de MTM(Z)q engendrée par les motifs de Tate mixtes
« attachés » au groupe fondamental géométrique de P~ {0 1,00} rendu umpotent

“m(IP’i ~ {0,1, 00}, 01).

Le groupe tannakien correspondant, noté G MTM/(Z) est un quotient de G MM (Z)s

et on a un monomorphisme

Gurm(zy — Awt 7™ (P~ {0, 1, 00}, 01)
En fait, il est conjecturé que
(MTM)- Uépimorphisme ¢ : Gurmz) — Gurmz) est un isomorphisme,

ce qui est une forme renforcée de la conjecture (MTMC()-. Heuristiquement, cela si-
gnifie que tout motif de Tate mixte non ramifié sur Z « apparait », & un tw1st pres,
dans

" (Pl ~ {0, 1,00}, 01).

( 2 P . . - . .
Mgt plus généralement pour Mg, muni d’un point base tangentiel idoine.
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25.5.3.1. Remarque. — Pour tout r impair > 1, on peut construire des extensions non
triviales de 1 par 1{r) dans MTM'(Z)q, ce qui implique que « les » générateurs libres
T 3,7 5,... de Lie G’}MTM(Z) ne s’envoient pas sur 0 dans Lie G}MTM,(Z). Ainsi ¢ in-
duit un isomorphisme sur les abélianisés des algébres de Lie pro-nilpotentes associées,
et I'injectivité de ¢ équivaut a ce que les images des T_3,7_5,... dans Lie G}VITM, (Z)
forment un systéme libre.

25.6. 1nterlude : conjectures de Hodge et Tate pour MTM (Z)
25.6.1. Considérons les réalisations de Hodge
Hp : MTM(Z)q — {structures de Hodge mixtes rationnelles}.
et de Tate f-adique :
Hy: MTM (Z)q, — {Gal(Q/Q)-modules de dimension finie sur Qg}.

Cette derniere est décrite par un homomorphisme continu

pe - Gal(Q/Q) — Grrri(z) (Qe)-

La « conjecture de Tate » pour les motifs de Tate mixtes affirme que Hy est pleinement
fidele et d'image stable par sous-objets, ou ce qui revient au méme par le dictionnaire
tannakien, que l'image de py est Zariski-dense.

25.6.1.1, Théoréme (Goncharov [{Go, § 3]). — Les réalisations de Hodge et de Tate
pour les motifs de Tate miztes sur Z sont pleinement fidéles, et d’image stable par
sous-objels.

Se limiter & la sous-catégorie tannakienne MTM'(Z)q, revient & considérer la corn-
posée p, de p; avec

Currmzy(Qe) — Gurrarz)(Qe) C Aut W?ni(ﬂ}% ~ {0,1, 00}, 01)(Qg).
On a alors

25.6.1.2. Corollaire'*). — Lo congjecture de Tate pour MTM'(Z)q est vraie : limage
de py est Zariski-dense dans Garra (z)-

La Q-algebre de Lie de pj(Gq(ux)) est donc graduée et engendrée par un généra-
teur en chaque degré —3, —5,.... Que ces générateurs soient.libres nous rameéne a la
conjecture (MTM)s.

Le théoreme 25.6.1.1 est conséquence, via la théorie tannakienne, du fait que

Ext"(1,1(r)) =0 pour ¢ > 1,

(19) démontré indépendamment par Hain, Matsumoto [HMO03).
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tant pour les structures de Hodge mixtes que pour les modules galoisiens, et que les
réalisations de Hodge et Tate induisent des injections au niveau des Ext' (via les
régulateurs).

Dans le cas « de Hodge », le groupe d’extensions de Q par Q(r) (pour r > 0)
g'identifie & C/(2mi)"Q, et le régulateur de Borel-Beilinson envoie le générateur de
Kor_1(Z) ® Q sur la classe de {(r) (& multiplication par un élément de Q* prés)
modulo {27¢)"Q, classe qui s’annule si et seulement si 7 est pair.

Dans le cas « de Tate », un théoréme de C. Soulé [So81]('1) dit plus précisément
que le groupe d’extensions de Gal(Q/Q)-modules non ramifiés en dehors de £ vaut

pour r pair > 2

Ext' (Qe, Qe(r)) = Ko 1(2[1/4) ® Q¢ = {OQ
Ya,

pour r impair > 3.

et coincide (via le « régulateur £-adique ») avec le groupe correspondant calculé dans
MTM(Z)q, ‘ '

25.6.2. Un plongement de Q dans C étant fixé, Wimi(]P’la ~ {0,1, 00}, 01) ’identifie
canoniquement groupe pro-unipotent libre & deux générateurs. Par ailleurs, le pro-
£-complété (IE% . {0,1,00},01) du groupe fondamental profini de }P’% ~ {0,1, 00}
(pointé en (ﬁ) s’identifie au pro-#-groupe libre & deux générateurs et s’envoie ho-
momorphiquement vers w}mi(]l’% ~ {0,1,00},01)(Qy), et p, se factorise & travers
Aut (PG ~ {0,1, 00}, 01) (¢f. [HMO3, A.10]).

I’homomorphisme

pr : Gal(Q/Q) — Out Tr“f(IP% ~10,1,00})

induit par passage aux automorphismes extérieurs a été étudié de maniére approfondie
par lhara. La conjecture de Deligne-Thara prédit que la Qq-algébre de Lie graduée
associée G py (GQ(uee)) st libre avec un générateur en chaque degré impair < —3.

Hain et Matsumoto déduisent de 25.6.1.2 la partie « génération » de cette conjec-
ture. La partie « liberté » découlerait de (MTM)-.

25.7. Nombres polyzéta et conjecture des périodes de Grothendieck

25.7.1. Passons maintenant & la réalisation des périodes de MTM'(Z)q, ce qui nous
ramene aux nombres polyzéta. L’interprétation motivique de O™ (IF%\{ 0,1,00},01))
et des polyzéta comme intégrales de Chen sur E’% ~{0,1,00} (25.1.4, 25.5.3) se refor-
mule de maniére précise sous la forme suivante : les périodes des objets de MTM'(Z)q
sont ezactement les éléments de 3[5=], autrement dit :

L

(11 complété par Rognes-Weibel pour £ = 2.
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25.7.1.1. Proposition. — Spec 3[5%-] est canoniquement contenu (comme sous-schéma

fermé) dans le torsewr Prrrar (z) des périodes de MTM'(Z)q.

En particulier, tout nombre polyzéta est période d’un motif de Tate mixte sur
Z. La réciproque conjecturale ([Go, -conj. 1.9], [GoMO04, conj. 4.5]) découle donc de
(MTM)> :

les périodes de tout motif de Tate mixte sur Z sont

MTM
( < combinaisons Q-linéaires de nombres polyzéta.

Il est important ici de se limiter aux motifs de Tate mixtes sur 7 : les valeurs de Li,
aux points rationnels (pas seulement en 1) apparaissent comme périodes de motifs de

Tate mixtes plus généraux (¢f. [GOM04,.§4.4D. \
25.7.1.2. Exemple. — Soit M un motif de Tate mixte sur Z extension de 1 par 1(r), r
impair > 1. Alors, dans des bases naturelles, sa matrice de périodes s’écrit

1y ¢(r) .
2wyt 7 (2me)7T , P = Q*

0 1

25.7.2. La description de G prrar(z) en 25.5.2.1 a pour conséquence :

25.7.2.1. Proposition. — Le torseur des périodes P attaché a toute sous-catégorie
tannakienne M de MTM (Z)q est trivial. |

En filtrant MTM(Z)q par un systéme dénombrable de sous-catégories tanna-
kiennes engendrées par un nombre fini d’objets, on déduit le corollaire vig le lemme
suivant :

25.7.2.2. Lemme. — Soit U = (U,)n un pro-systéme de groupes unipolenls sur un
corps parfait, indexé poar un ensemble dénombrable, ¢ fléches de transition surjectives.
Soit T = (T3)n, un torseur sous U. Alors I' est trivial, et les fleches de transition
entre les T,,(Q) sont surjectives.

Par Mittag-Lefller, on se raméne & la trivialité bien connue [Wat79, p. 141] des
torseurs sous les groupes unipotents sur un corps parfait. - _ [

25.7.3. La conséquence suivante des constructions de 25.5 est & présent la principale
application concrete de la théorie des motifs aux polyzéta (c’est « la moitié » de la
conjecture (pl2)7) : :

25.7.3.1. Théoréme (Goncharov [Go], Terasoma [Te02]). — dim 3, < ds.

(ds est 'entier défini par la récurrence de (p(a)2).

On ne connait pas a I’heure actuelle de preuve « non motivique » de cette inégalité.
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Indication (inspirée de [Gol). — Par 25.5.2.1, le dual gradué de P’algébre envelop-
pante de Lie G pru(z) est isomorphe, en tant qu’algébre (commutative) graduée, au
produit tensoriel

QY] ®U(L(T-3,T—5,...))"

ou L(T-3,T_5,...) est Palgébre de Lie graduée libre sur des générateurs de degrés
—3,=5, ..., et U(L(T 3,T 5,:..))" est le dual gradué de son algebre enveloppante
(qui s’identifie & 1'algébre de Hopf graduée des fonctions du groupe pro-unipotent
G’}WTM(Z)), T, étant placé en degré 1.

Via Vépimorphisme Gurum(z) — Gurar(zy, le dual gradué U(Lie G yrur (zy)Y
apparait comme sous-algébre (commutative) graduée de Q11| @U(L(T-3,T—s,... )}
contenant 17. Par ailleurs, on a Purar(z) = Gyrm(zy d’apres 25.7.2.1, ce qui par
25.7.1.1 permet de construire un homomorphisme surjectif d’algébres (commutatives)
graduées

Z/{(Lle GMTMI(Z))V —d 3[27{"&] = 3 + 27 ’37

(2mi étant I'image de Ty, placée en degré 1). Ainsi, 3 est 'image de U(Lie G prrar (z)) Y
N(QITE @U(L(T_3,T_5,...))V). On conclut en observant que d, est précisément la
dimension du cran s de

QIT? @ U(L(T-3,T-5,...))"

(dont 35 est, on vient de le voir, un sous-quotient). I

25.7.4. La conjecture des périodes de Grothendieck dans le cas de MTM'(Z)q peut
se formuler ainsi :

toute relation lindaire (ou polynomiale, cela revient au méme) & coefficients
dans Q entre nombres polyzéta est d’origine motivigue.

(?)

De facon plus précise, elle prédit que l'inclusion SpécB[.ﬁ} — Burryr(zy de
25.7.1.1 est une égalité. '

La conjecture des périodes pour MTM (Z)q s’y raméne si lon dispose de (MTM()>.
En voici une version concrete :

25.7.4.1. Proposition. — La conjecture des périodes pour MTM (Z)q jointe 4
(MTMC)? (ou ¢ (MTM)e) équivaut & (pl1)2 + (pla)7. Elles impliqguent (p(s)? + (pls)7-

Indication. — L’esquisse de démonstration de 25.7.3.1 rend clair que (p¢1)7 + (pC2)2
a lieu si et seulement si les deux homomorphismes d’algébres graduées

U(Lie GMTM’(Z))V — U(Lie GMTM(Z))V= U(Lie GMTM’(Z))V —» 3[271],
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sont des isomorphismes. Or U(Lie G i (z))¥ — U(Lie G mMTM(z))" est un isomor-
phisme si et seulement si (MTM), vaut, et la seconde condition exprime la conjecture
des périodes pour MTM'(Z)q 2.

Ces conditions se traduisent donc aussi par un isomorphisme d’algébres commuta-
tives graduées

QT @U(L(T_3,T5,...))Y 22 3.

Or d’aprés Milnor-Moore, 1’algébre sous-jacente 3 une algébre de Hopf commutative
graduée H* = @,30H,, avec dim H,, < 0o pour tout n (rappelons qu’une telle algtbre
de Hopf est isomorphe & lalgebre des fonctions d’un groupe pro-unipotent) est tou-
jours une algebre de polyndmes : plus précisément, elle s’identifie — méme en tenant
compte de la graduation — & Palgebre symétrique sur H>0/(H>0)2, \

Dot (pGs)7 en appliquant ceci & H* = U(L(T-3,T—s,...))". Pour établir (pls)7
compte tenu de l'isomorphisme postulé Q[T Q@U(L(T_3,T_s,...))Y = 3, on observe

que T7 correspond & (2mi)% = —24¢(2), et que ((2n + 1) correspond & un cogéné-
rateur de degré 2n + 1 de la cogébre de Lie libre L(T_3,7-5,...)" : ceux-ci sont
nécessairement indépendants dans U(L(T_3,T_s,...))Y. O

25.7.4.2. Remarque. — Suivant le fil de 23.5, la conjecture des périodes pour
MTM(Z)q jointe & (MTM(); permettrait de faire agir Gurm@) (Q) sur 3[5=]
et méme sur la sous-algébre 3[2mi] (le sous-groupe pro-unipotent G}wﬁ"M(z)(Q)
agirait quant a lui sur 3/((2)3). On peut montrer qu’en ce sens, les « conjugués » de
¢(r) (pour r impair > 1) seraient de la forme ¢(r) + (2mi)" A, A € Q.

25.8. Nature motivique des relations de double mélange régularisé

25.8.1. Dans le sens de la conjecture des périodes de Grothendieck dans le cas de
MTM'(Z)q — qui prédit que toute relation polynomiale & coefficients dans QQ entre
polyzéta est d’origine motivique —, nous allons examiner tour & tour les deux systémes
de relations vus plus haut, et discuter les conjectures (p(3)7 et (pC4)7.

25.8.1.1. Théoreme (|Go’,§ 1.3]). — Les relations DMR sont d’om’gz’ne motivigue.

Pour les relations (6) qui résultent de manipulations élémentaires d’intégrales, ce
n’est gudre surprenant; en revanche, pour les relations (5) ou (7) qui mettent en jeu
des séries infinies, c’est loin d’étre trivial. Heuristiquement, 25.8.1.1 signifie que ces
relations devraient provenir, tout comme (6), de découpages et de changement de
variables algébriques dans les intégrales, et de la formule de Stokes.

(12 par ailleurs, la conjecture des périodes pour MTM'(Z)q jointe & (MTM), équivaut & la conjecture
des périodes pour MTM(Z)q jointe & (MTM().
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25.8.2. Voici a titre d’illustration, d’aprés Goncharov [Go?, §8.5], ce qui se passe
dans le cas simple de la relation 2¢, (1, 1)+ (. (2) = (.(1)? (premier mélange régularisé,
cf. 25.2.4.1). Par définition, la *-régularisation s’obtient en prenant le terme constant

dans le développement en loge de Liz(1 —¢,...,1—-¢). On a
CdtyAdl dt dt
6 Lp(a-ey= [ B gy - [ L, dt
0t €l—e tite — 1 0<t;<l—¢€ tp —1 to — 1

et apres éclatement de I'origine dans le plan, on trouve par ailleurs

diyt dt
(17) Lip (1 —e,1—¢) :] 2N
- ogtigl-e tit2 =1t =1

et il suffit d’établir 'égalité de formes différentielles
dtq A dito _ dt1ty A dts _ dtits A dty dty A dto
t1—1 ty—1 titg -1 to—1 fyte—1 ¢ =1 t1ta — 1
Or cette égalité résulte précisément, en développant en série géométrique de ¢y et

ta, du découpage D o . cn, T 2u0cnycn, T 2i0<ny=n, QU second membre qui donne
naissance & la relation de premier mélange 2¢.(1,1) + (. (2) = ¢.(1)*!

(18)

25.8.3. La stratégie générale de la preuve de 25.8.1.1 (du moins en ce qui concerne
la relation de premier mélange régularisé, qui est le point difficile) consiste en quatre
étapes : 1) extension de cette relation aux polylogarithmes généralisés +-régularisés; ii)
construction de variations unipotentes de structures de Hodge mixtes dont les périodes
sont liées & ces polylogarithmes; iii) utilisation de la pleine fidélité de la réalisation
de Hodge : il s’agit alors d’interpréter la relation de premier mélange régularisée, ou
son extension polylogarithmique, dans la catégorie des structures de Hodge mixtes,
ce qui permet I'usage de Parsenal des faisceaux pervers; iv) démonstration de cette
relation par spécialisation (au sens de Verdier) a Porigine z; = --- = z = 0 (au lieu
de 11). '

25.8.4. Examinons & présent (p(z)s. Compte tenu de 25.8.1.1, cette conjecture forte
va au-dela de la conjecture des périodes pour MTM "(Z)q. A laide de 25.7.4.1, on
voit aisément que {p(3)? + (MTMC(), implique les autres conjectures (p(; )7, @ # 4.

Pour analyser (p(3)7, on introduit la Q-algébre commutative graduée 3pur engen-
drée par des quantités formelles (pyr(8) soumises aux relations DMR (y compris la
relation —24Cour(2) = (278)?)). La conjecture (p(s)e se traduit par : I’épimorphisme
d’évaluation |

domn — 3 C R

est un isomorphisme. ‘
Par ailleurs, le théoréme 25.8.1.1 signifie précisément que Py (z) CSpec BDMR[Q———}r;].

25.8.4.1. Théoréme (Racinet [Ra02]). — Spec 3pnn |5 | est un torseur trivial pour

2mi

Vaction & gauche d’un schéma en groupes affine Gpur (le groupe de Racinet), produst
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semi-direct de G, par un Q-groupe pro-unipotent® GL . (d’ow un isomorphisme
d’algébres graduées Jpur[27i] = U(Lie Gour)" ).

Ceci permet d’exprimer encore 25.8.1.1 comme suit :

25.8.4.2. Scolie'™). — Il existe un monomorphisme (canonique) de schémas en
groupes affines Gyryrz) — Goum-

La conjecture {p(s)? équivaut donc a la conjecture des périodes pour MTM "Z)q
jointe a la suivante :

(DMR)? le monomorphisme Gy (zy — Gomn €St un isomorphisme.

25.8.5. La construction du groupe pro-unipotent GL . repose sur l’interprétationl
« cogébrique » des relations de mélange, comme suit.

Soient Yi,Ya,... des indéterminées non commutatives, et posons Yor sk
Ys, ... Y, . Pour toute Q-algébre commutative A, on plonge 'algébre de polyndmes
A{Yy,...) dans A{Xy, X1) en envoyant Y; sur Xg*le. Idem pour les séries non
commutatives. Notons:Ily la rétraction de A{(Xjo, X1)) sur elle-méme qui annule
tous les mots se terminant par Xj.

Dans A(Y7,...), définissons un coproduit A, & partir de la formule A, (Y;) =
V; @1+1®Y;+ 3.7 Y» ® Y;_1. Rappelons par ailleurs le coproduit A, défini &
partir de la formule A, (X;) = X; ®1+1® X,. Formons ensuite les séries génératrices

d, = Z C*(_S_)Yﬁ7 Q= ZCﬂx(ﬁ)XE

ol 3 est comme en 25.2.2,
Racinet traduit les relations (6)., (6)u, (8) en les suivantes

A, =, 9B, AyD, = By @ Py,

?, = exp(Z(—U”%

2

Y Iy (D).

Pour étudier 3pyr/Comr(2) - 3omr, il est alors amené & considérer ’ensemble GL, .. (4)
des couples de séries (®,,®,) & coefficients dans A, sans terme en Y = X X1, vérifiant
les équations précédentes (le terme ((n) étant remplacé par le coefficient de Y;, =
Xf]"“_le dans ®4). Notons que &, détermine .. '

Racinet montre que la seconde projection (®y, @) — @4y réalise G, (4) comme
sous-groupe du groupe des séries F' € A({Xp, X1)) non-commutatives de terme
constant 1, sans termes en Xy, X1, XoX3, avec la loi

(19) (FyeF)(Xo, X1) = Fy(Fo(Xo, X1) XoFa(Xo, X1)71, X1) - Fa(Xo, X1),

(13) qui semble &tre un avatar simplifié du groupe GARI d’Ecalle.
(1) attribué par Racinet & Deligne.
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et que A > G .. (A) définit un groupe pro-unipotent. Son algébre de Hopf (9((;,’DMR s
s'identifie & 3pmn/Comn(2) - Iomn (e aussi & U(Lie Glp) pour une graduation'ca-

nonique de Lie G, )-

25.8.5.1. Remarques

1) Le sous-groupe des séries F' vérifiant Ay F = F @ F (c’est-a-dire des exponen-
tielles de séries de Lie, cf. 25.3.2) s’identifie &

Outo,1 73 (PG ~ {0, 1, 00},01)

oit I'indice o1 indique que I'on se restreint aux automorphismes extérieurs qui res-
pectent les classes de conjugaison d’inertie en 0 et en 1. On voit par 1a qu'il est « de
nature motivique » (son algebre de Hopf est un Ind-objet de M TM'(Z)q). Le scolie

ci-dessus implique que son sous-groupe fermé Gix est aussi de nature motivique.
2) 11 suit de 25.8.1.1 que I'image de ’homomorphisme pp de 25.6.1 est contenue

dans Gour(Qe).

25.9. Nature motivique des relations de ’associateur

25.9.1. Pour analyser (p(s)7, on introduit la Q algébre commutative graduée 3ass
engendrée par des quantités formelles Cass(s) soumises aux relations de 'associateur
(y compris la relation —24(,ss(2) = (27i)?)). La conjecture (p(s) se tradult par :
I’épimorphisme d’évaluation -

3ass —» I CR

est un isomorphisme.

25.9.1.1. Théoréme (Drinfel’d [Dr91]). —— Spec 3ass! 11.] est un torseur trivial pour
Vaction & gauche d’un schéma en groupes affine GT, le groupe de Grothendieck-
Teichmiiller, produit semi-direct de G, par un Q-groupe pro-unipotent GT* (d’otun
isomorphisme d’algébres graduédes 3ass|2mi] = (Lle GT)V).

En outre, GT s’identifie 4 un sous-groupe fermé du groupe des automor-
phismes du groupe pro- umpotent libre & deux générateurs (qui s ‘identifie au
groupe Aut w““‘(}?l ~ {0,1 ,00}, 01)). Drinfel’d, puis Thara [194]'%), ont montre que

I’homomorphisme p; se factorise & travers GT(QE)

25.9.2. Venons-en enfin au pendant de 25.8.1.1 :
25.9.2.1. Théoréme. — Les relations de l’associateur sont d’origine motivique.

Cela signifie précisément que Pasrrar(zy C Spec ASS[ -]. Compte tenu de 25.9.1.1,
cela s’exprime aussi comme suit :

(15) ces auteurs travaillent avec Out, mais, comme 'a remarqué Belyi, on peut « relever » dans Aut.
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25.9.2.2. Scolie. — Il existe un monomorphisme (canonique) de schémas en groupes
aﬂines GMTM’(Z) — GT.

La démonstration de 25.8.1.1 reposait sur la réalisation de Hodge (cf. 25.8.3). Pour
varier, et illustrer la versatilité du point de vue motivique, prouvons 25.9.2.2 au moyen
de la réalisation de Tate (un argument plus direct sera esquissé plus bas). L’homo-
morphisme

pp : Gal(Q/Q) — Aut W}mi(Plﬁ ~ {0,1,00},01)(Qy)

se factorise a la fois & travers Gy (z)(Qe) et GT(Qy), et Uimage est Zariski-dense
dans Gyrume(zy (25.6.1.2), d’olt le résultat. ]

'\
25.9.3. Compte tenu de 25.9.2.1, la conjecture (p(y)? équivaut a la conjecture des
périodes pour MTM ’(Z)Q jointe & la suivante :

(Ass), le monomorphisme G prpr(zy — GT est un isomorphisme.

On voit aussi que (pl4)? + (MTMC), implique les autres conjectures (pé;)s,  # 3.

25.9.3.1. Remarque. — 11 résulte des travaux d’Thara [192] — et de Nakamura, voir
aussi [HS00] dans le cadre profini — que GT'? est un sous-groupe fermé

Outo1,6, ﬂmi(P% ~ 10,1, 00})

ou lindice o1, indique que l'on se restreint aux automorphismes extérieurs qui
respectent les classes de conjugaison d’inertie en 0 et en 1 et qui commutent & P’action
naturelle du groupe symétrique &4 sur Pla ~ {0,1,00} = (M()A)a (qui se factorise
par &3); plus précisément, pour tout s > 2, GT?! g’identifie naturellement au groupe

Out inerties,G g3 W?ni((MO,s+3)"Q—)

ou l'indice inerties, s, +s Indique que l'on se restreint aux automorphismes extérieurs
qui respectent les classes de conjugaison d’inertie aux composantes du bord de Mo si3
et qui commutent & 'action naturelle de &, 3.

On voit par 1 que GT* est « de nature motivique » (son algebre de Hopf est un
Ind-objet de MTM'(Z)q)9), et on peut en tirer une preuve directe de 25.9.2.1.

25.9.3.2. Remarque. — Via Milnor-Moore, il suit de 25.8.4.1 et 25.9.1.1 respective-
ment que tant 3omr que 3ass Sont des algébres de polynémes sur Q en une infinité
d’indéterminées. Par ailleurs, on a une action canonique de Gparr(Q) sur 3pyg[271]

(resp. de GT(Q) sur 3ass [27i]).

(16) Drinfel’d considére aussi la variante De Rham de GT', qu’il note GRT?.
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25.9.4. Conclusion. — On dispose de quatre Q-groupes affines « de nature moti-
vique », tous produits semi-directs de G, par un groupe pro-unipotent, et de mor-
phismes compatibles & la projection sur G, :

GT

"

Gurm(z) —» Gurm (z)

GDMR

dont on conjecture que ce sont tous des isomorphismes. Si c’est le cas, la conjecture des
périodes de Grothendieck pour les motifs de Tate mixtes sur Z équivaut & Pensemble
des conjectures (p(;)s.

La question de ’égalité du groupe de Grothendieck-Teichmiiller GT" et du groupe
de Racinet Gpugr se traduit par celle, purement algébrique, de I'égalité de 3,q¢ et
3pmr © équivalence de deux systémes de relations polynomiales homogénes explicites
entre indéterminées commutatives indexées par les multi-indices s.

En fait, Drinfel’d a construit de maniére combinatoire les images T#5%, 1225, ...
dans Lie GT* de générateurs 73,7 5,... de Lie G}VITM(Z) (cf- 25.5.3.1). Racinet a
fait de méme dans Lie G}, ; notons TPY®, TP¥R . ces éléments. ’

On observe alors que les TPF® TPMR - forment un systeme de générateurs
(resp. de générateurs libres) si et seulement si Gour = Gurrm(zy (Tesp. = Gy (z))-
De méme avec les T25%,T28% .. et GT. On peut du reste aborder ces questions via
la réalisation de Tate (conjecture de Deligne-Thara, ¢f. 25.6.2).

Il existe donc au moins deux approches (concurrentes ou complémentaires) aux
questions sur la structure des relations connues entre nombres polyzéta : les approches
combinatoire et motivique, et sur cette derniere se greffe le point de vue galoisien.

Tableau synoptique

conjecture des périodes pour MTM'(Z)q | ., :
+(MTMz)» = (pC1)r + (pG2)r = (ps)2 + (06 )7

conjecture des périodes pour MTM'(Z)q

+(DMR); = (pCs)?. - (pCs)7

conjecture des périodes pour MTM'(Z)q

-}-(ASS)? — (pgﬁl)? = (pC5)?'
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